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В ПРОСТРАНСТВЕ Hq,ρ, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1
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Аннотация. Для классов W (r)
q,a (�, µ), µ ≥ 1, аналитических в круге функций, при-

надлежащих пространству Харди Hq , q ≥ 1, усредненные модули непрерывности
граничных значений производных по аргументу f (r)

a , r ∈ N, которых мажорируют-
ся заданной функцией �, вычислены точные значения различных n-поперечников.
Для вычисления линейных и гельфандовских n-поперечников построены наилуч-
шие линейные методы приближения указанных классов функций.
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1. Пусть X — произвольное банахово пространство, S — единичный шар
в X, M — некоторое выпуклое центрально-симметричное подмножество в X,
Ln ⊂ X — n-мерное линейное подпространство, Ln ⊂ X — подпространство
коразмерности n, L (X,Ln) — множество всех линейных ограниченных опера-
торов {�}, отображающих пространство X в подпространство Ln.

Через
En(f)X := E(f, Ln)X = inf{‖f − g‖X : g ∈ Ln}

обозначим наилучшее приближение функции f ∈ X элементами подпростран-
ства Ln в метрике пространства X, а через

En(M)X := E(M, Ln) = sup{En(f)X : f ∈ M} (1)

— приближение фиксированного множества M ⊂ X фиксированным подпро-
странством Ln ⊂ X. Отклонение элемента f ∈ X от линейного непрерывного
оператора �(f, Ln) в норме X определим равенством

E (f ;�,Ln)X = ‖f − �(f, Ln)‖X

и через
E (M;�,Ln)X = sup{E (f ;�,Ln)X : f ∈ M}

обозначим максимальное отклонение множества M ⊂ X от фиксированного
подпространства Ln ⊂ X. Величина

E (M;Ln)X = inf{E (M;�,Ln)X : � ⊂ L (X,Ln)} (2)
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характеризует наилучшее линейное приближение множества M ⊂ X элемента-
ми подпространства Ln ⊂ X. Линейный оператор �∗ = �∗(f, Ln) ⊂ L (X,Ln),
если он существует и реализует точную нижнюю грань в (2), является наи-
лучшим для множества M ⊂ X линейным методом приближения. Очевид-
но, что для величин (1) и (2) согласно определению выполняется неравенство
E(M;Ln)X ≤ E (M;Ln)X .

Величины

bn(M;X) = sup{sup{ε > 0 : εS ∩ Ln+1 ⊂ M} : Ln+1 ⊂ X}, (3)

dn(M;X) = inf{E(M, Ln)X : Ln ⊂ X}, (4)

dn(M;X) = inf{sup{‖f‖X : f ∈ M ∩ Ln} : Ln ⊂ X}, (5)

δn(M;X) = inf{E (M;Ln)X : Ln ⊂ X} (6)

называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, гельфандовским
и линейным n-поперечниками.

Если существует подпространство L∗n+1 ⊂ X, для которого

bn(M;X) = sup{ε > 0 : εS ∩ L∗n+1 ⊂ M},

то оно экстремально для бернштейновского n-поперечника. Подпространство
Ln
∗ ⊂ X коразмерности n, если оно существует и такое, что

dn(M;X) = sup{‖f‖X : f ∈ M ∩ Ln
∗},

называют экстремальным для dn(M;X).
Подпространство L̃n ⊂ X, для которого δn(M;X) = E (M; L̃n)X , если оно

существует, является экстремальным для линейного n-поперечника.
Особый интерес представляет отыскание экстремальных подпространств

L̂n ⊂ X, для которых имеют место равенства

E(M; L̂n)X = E (M; L̂n)X = dn(M;X) = δn(M;X).

Перечисленные n-поперечники монотонно убывают по n и связаны следу-
ющими неравенствами [1, 2]:

bn(M;X) ≤ dn(M;X)
dn(M;X) ≤ δn(M;X). (7)

2. Экстремальной задаче вычисления точных значений n-поперечников (3)–
(6) различных классов аналитических в круге функций, принадлежащих про-
странству Hq, q ≥ 1, и связанной с ней задачей построения наилучших линей-
ных методов приближения посвящено достаточно большое количество работ
(см., например, [1–24] и приведенную там литературу).

Целью данной работы является получение новых результатов, связанных с
вычислением точных значений n-поперечников (3)–(6) классов функций, при-
надлежащих пространству Hq, 1 ≤ q ≤ ∞, усредненные модули непрерывности
граничных значений производных которых мажорируются заданной функци-
ей. При этом для вычисления линейных и гельфандовских n-поперечников по-
строены наилучшие линейные методы приближения рассматриваемых классов
функций.

Пусть N, R+, C — множество натуральных, положительных и комплексных
чисел соответственно. Множество аналитических в круге Uρ := {z ∈ C : |z| ≤ ρ}
(0 < ρ ≤ 1, U1 = U) функций f(z) обозначим через A (Uρ).
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Говорят, что функция f(z) ∈ A (U) принадлежит банахову пространству
Харди Hq, 1 ≤ q ≤ ∞, если

‖f‖q := ‖f‖Hq = lim
ρ→1−0

 1
2π

2π∫
0

|f(ρeit)|q dt

1/q

<∞, 1 ≤ q ≤ ∞.

При этом норма реализуется на угловых граничных значениях f(t) := f(eit),
которые существуют почти для всех 0 ≤ t ≤ 2π. В случае q = ∞ будем допол-
нительно предполагать функцию f(z) непрерывной в U . Через f (r)

a (z), r ∈ N,
обозначим производную r-го порядка аналитической функции f(z) по аргумен-
ту t комплексного переменного z = ρ exp(it):

f (1)
a (z) :=

∂f(z)
∂t

=
df

dz
· ∂z
∂t

= f ′(z)zi и f (r)
a (z) :=

{
f (r−1)
a (z)

}′
a

(r ≥ 2).

Под H(r)
q,a понимаем класс функций f(z) ∈ A (U), у которых производная f (r)

a (z)
принадлежит пространству Hq. Через Pn обозначим множество комплексных
алгебраических полиномов степени n, а через

En(f)q := E(f,Pn−1)q = inf{‖f − pn−1‖q : pn−1 ∈Pn−1}

— наилучшее приближение функции f(z) ∈ Hq элементами множества Pn−1.
Для функции f(z) ∈ Hq определим модуль непрерывности равенством

ω(f, t)q := sup{‖f(·+ h/2)− f(· − h/2)‖q : |h| ≤ t}.

Структурные свойства функции f(z) ∈ H(r)
q,a характеризуем скоростью

стремления к нулю модуля непрерывности граничных значений r-х производ-
ных f (r)

a (t), задавая эту скорость посредством мажоранты некоторой усреднен-
ной с весом величины ω

(
f (r)
a , t

)
q
.

Пусть �(x), x ≥ 0, — произвольная возрастающая непрерывная функция
такая, что �(0) = 0. Используя функцию �(x) в качестве мажоранты, введем в
рассмотрение следующий класс аналитических функций:

W (r)
q,a (�;µ) =

f(z) ∈ H(r)
q,a :

1
h

h∫
0

ω
(
f (r)
a ; 2t

)
q

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2h

]
dt ≤ �(h)

,

где h ∈ R+, r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞ и µ ∈ R+, µ ≥ 1, — произвольное фиксированное
число. Положим также (sinx)∗ := {sinx, если 0 < x ≤ π/2; 1, если x ≥ π/2}.

3. В этом пункте сформулируем и докажем основные результаты данной
статьи. Имеет место следующее утверждение.

Теорема 1. Если при заданном µ ≥ 1 и любых n ∈ N, h ∈ R+ мажоранта
�(x) удовлетворяет условию

�(h)
�(π/(2µn))

≥ π

2µ

1∫
0

(sinnht)∗

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt, (8)

то при любых r ∈ N справедливы равенства

bn
(
W (r)

q,a (�;µ);Hq

)
= dn

(
W (r)

q,a (�;µ);Hq

)
= En

(
W (r)

q,a (�;µ)
)
Hq

=
π

4µnr
�

(
π

2µn

)
.

(9)
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Множество мажорант {�}, удовлетворяющих ограничению (8), непусто.
Доказательство. В [10] доказано, что для любой функции f(z) ∈ Hq, у

которой f ′a(z) ∈ Hq, 1 ≤ q ≤ ∞, при любом u ∈ (0, π/(2n)], n ∈ N, наилучшее
приближение функции f(z) элементами pn−1(z) ∈ Pn−1 оценивается точным
неравенством

En(f)q ≤
1
2

u∫
0

ω(f ′a, 2t)q
{

1 +
[(

π

2nu

)2

− 1
]

sin
πt

2u

}
dt (10)

и равенство в (10) достигается на функции f0(z) = azn, a ∈ C, n ∈ N.
Если положить π/(2nu) = µ, 1 ≤ µ <∞, то неравенство (10) примет вид

En(f)q ≤
1
2

π/(2µn)∫
0

ω(f ′a, 2t)q{1 + (µ2 − 1) sinµnt} dt. (11)

Воспользовавшись доказанным в [7] неравенством

En(f)q ≤ n−r+1En

(
f (r−1)
a

)
q
, r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞,

в качестве следствия из (11) для произвольного f(z) ∈ H(r)
q,a имеем

En(f)q ≤
1

2nr−1

π/(2µn)∫
0

ω
(
f (r)
a , 2t

)
q
{1 + (µ2 − 1) sinµnt} dt. (12)

Учитывая определение класса W (r)
q,a (�;µ) для произвольной функции f(z) ∈

W (r)
q,a (�;µ), из неравенства (12) получаем

En(f)q ≤
π

4µnr

2µn
π

π/(2µn)∫
0

ω
(
f (r)
a , 2t

)
q
{1 + (µ2 − 1) sinµnt} dt


≤ π

4µnr
�

(
π

2µn

)
, 1 ≤ µ <∞, n, r ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞. (13)

Из (13) с учетом (7) для бернштейновских и колмогоровских n-поперечни-
ков запишем оценку сверху

bn
(
W (r)

q,a (�;µ);Hq

)
≤ dn

(
W (r)

q,a (�;µ);Hq

)
≤ En

(
W (r)

q,a (�;µ)
)
Hq

≤ π

4µnr
�

(
π

2µn

)
.

(14)
С целью получения оценки снизу, равной правой части (14), в множестве

Pn ∩Hq введем в рассмотрение (n + 1)-мерную сферу полиномов

Sn+1 :=
{
pn ∈Pn : ‖pn‖q =

π

4µnr
�

(
π

2µn

)}
и докажем включение Sn+1 ⊂W (r)

q,a (�;µ). В [10] доказано, что для произвольно-
го комплексного алгебраического полинома pn ∈Pn выполняется неравенство

ω
(
(pn)(r)a , 2t

)
q
≤ 2(sinnt)∗ nr‖pn‖q. (15)
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Неравенство (15) умножим на функцию h−1[1+(µ2−1) sin(πt/2h)] и проин-
тегрируем по переменной t в пределах 0 ≤ t ≤ h, затем заменим норму полинома
радиусом сферы и положим t = τh. В итоге после выполнения всех этих пре-
образований с учетом ограничения (8) приходим к неравенству

1
h

h∫
0

ω
(
(pn)(r)a , 2t

)
q

{
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2h

}
dt

≤ 2nr‖pn‖q ·
1
h

h∫
0

(sinnt)∗
{

1 + (µ2 − 1) sin
πt

2h

}
dt

=
π

2µ
�

(
π

2µn

) 1∫
0

(sinnht)∗
{

1 + (µ2 − 1) sin
πt

2

}
dt ≤ �(h),

откуда и следует включение Sn+1 ⊂ W (r)
q,a (�;µ). Из этого включения и опреде-

ления бернштейновского n-поперечника получаем оценки снизу

dn
(
W (r)

q,a (�;µ);Hq

)
≥ bn

(
W (r)

q,a (�;µ);Hq

)
≥ bn(Sn+1;Hq) ≥

π

4µnr
�

(
π

2µn

)
. (16)

Требуемое равенство (9) следует из сопоставления оценки сверху (14) и
оценки снизу (16). Покажем далее, что множество мажорант, удовлетворяющих
условию (8), непусто. Для этого определим те значения α = α(µ), 1 ≤ µ < ∞,
при которых мажоранта �∗(h) = hα удовлетворяет соотношению (8). Конкре-
тизируя условие (8) для функции �∗, получаем(

2µnh
π

)α

≥ π

2µ

1∫
0

(sinnhτ)∗
{

1 + (µ2 − 1) sin
πτ

2

}
dτ

или, что то же самое,(
2µnh
π

)α+1

≥ nh

1∫
0

(sinnhτ)∗
{

1 + (µ2 − 1) sin
πτ

2

}
dτ. (17)

Последнее неравенство при всех µ ∈ [1,∞) для значений

α(µ) + 1 def= β(µ) = 1 +
(
π

2µ

)2 1∫
0

t cos
πt

2µ

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt

доказано в [10], а это значит, что в нашем случае неравенство (17) имеет место
для

α
def= α(µ) =

(
π

2µ

)2 1∫
0

t cos
πt

2µ

[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt.

В частности, α(1) = (π/2) − 1, lim
µ→∞

α(µ) = 1 и для всех µ ∈ [1,∞) имеем

(π/2)− 1 ≤ α(µ) ≤ 1, чем и завершаем доказательство теоремы 1.

Символом Hq,ρ (0 < ρ ≤ 1, Hq,1 ≡ Hq) обозначим банахово пространство
Харди аналитических в круге |z| < ρ функций f(z), для которых

‖f(z)‖q,ρ
def= ‖f(ρz)‖q <∞.

Результат, полученный в теореме 1, распространим на более общее пространство
Hq,ρ, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1.
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Теорема 2. Пусть n, r ∈ N и мажоранта �(h) при любом h ∈ R+ удовле-
творяет ограничению (8). Тогда при всех 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1 и µ ∈ R+, µ ≥ 1,
имеют место равенства

bn
(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
= dn

(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
= En

(
W (r)

q,a (�;µ)
)
Hq,ρ

=
πρn

4µnr
�

(
π

2µn

)
. (18)

При этом (а) L∗n+1 = span{1, z, · · · , zn} есть оптимальное подпространство
для бернштейновского n-поперечника bn

(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
;

(б) L∗n является экстремальным подпространством для колмогоровского
n-поперечника dn

(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
.

Доказательство. Поскольку для произвольной функции f(z) ∈ Hq, 1 ≤
q ≤ ∞, справедливо неравенство [8]

En(f)Hq,ρ ≤ ρnEn(f)Hq , 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1, (19)

переходя к верхним граням по всем функциям f(z) ∈ W (r)
q,a (�;µ), из (19) полу-

чаем

En

(
W (r)

q,a (�;µ)
)
Hq,ρ

≤ ρnEn

(
W (r)

q,a (�;µ)
)
Hq
, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1,

откуда в силу неравенств (7) и (14) имеем

bn
(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
≤ dn

(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
≤ En

(
W (r)

q,a (�;µ)
)
Hq,ρ

≤ πρn

4µnr
�

(
π

2µn

)
. (20)

С целью получения оценки снизу в множестве Pn ∩Hq,ρ введем в рассмот-
рение (n + 1)-мерный шар полиномов

S∗n+1 =
{
pn ∈Pn : ‖pn‖Hq,ρ ≤

πρn

4µnr
�

(
π

2µn

)}
и докажем включение S∗n+1 ⊂W (r)

q,a (�;µ). Используя неравенство из [2, с. 255]

‖pn‖q ≤ ρ−n‖pn‖Hq,ρ , 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1,

запишем (15) в виде

ω
(
(pn)(r)a , 2t

)
q
≤ 2(sinnt)∗nrρ−n‖pn‖Hq,ρ . (21)

Из (21) для произвольного полинома pn(z) ∈Pn и любых n, r ∈ N, h ∈ R+
с учетом ограничения (8) получаем

1
h

h∫
0

ω
(
(pn)(r)a , 2t

)
q

{
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2h

}
dt

≤ 2nrρ−n‖pn‖q,ρ

1∫
0

(sinnht)∗
[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt

≤ π

2µ
�

(
π

2µn

) 1∫
0

(sinnht)∗
[
1 + (µ2 − 1) sin

πt

2

]
dt ≤ �(h).
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Последнее соотношение означает, что S∗n+1 ⊂ W (r)
q,a (�;µ), а потому согласно

соотношению (7) и определению бернштейновского n-поперечника имеем

dn
(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
≥ bn

(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
≥ bn(S∗n+1;Hq,ρ) ≥

πρn

4µnr
�

(
π

2µn

)
.

(22)
Требуемые равенства (18) следуют из сопоставления неравенств (20) и (22).

Теорема 3. Если при заданном µ ≥ 1 и любых n ∈ N, h ∈ R+ мажоранта
�(h) удовлетворяет ограничению (8), то и при любых n, r ∈ N, 0 < ρ ≤ 1,
1 ≤ q ≤ ∞ справедливы равенства

λn
(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
= E

(
W (r)

q,a (�;µ);�n−1,r−1,ρ;Pn

)
Hq,ρ

:= sup
{
‖f − �n−1,r−1,(f)‖Hq,ρ : f ∈W (r)

q,a (�;µ)
}

=
πρn

4µnr
�

(
π

2µn

)
. (23)

Здесь λn(·) — любой из n-поперечников dn(·), δn(·); линейный полиномиальный
оператор �n−1,r−1,ρ(f) определяется равенством

�n−1,r−1,ρ(f ; z) def= c0

+
n−1∑
k=1

{
1 +

(
k

2n− k

)r−1

ρ2(n−k)
[
γk,n

(
1−

(
k

2n− k

)2)
− 1

]}
ckz

k, (24)

где

γk,n
def= nµ

π/(2µn)∫
0

cos kt cos(µnt) dt.

При этом (а) линейный полиномиальный оператор (24) является наилуч-
шим линейным методом приближения класса W (r)

q,a (�;µ) в метрике пространства
Hq,ρ, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1;

(б) Ln
∗ = {f ∈ Hq,ρ : f (k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1} является экстремаль-

ным подпространством коразмерности n для гельфандовского n-поперечника
dn

(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
;

(в) подпространство L∗n = span{1, . . . , zn−1} экстремально для линейного
n-поперечника δn

(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
.

Доказательство. Для доказательства теоремы 3 в силу неравенств (7)
достаточно построить наилучший линейный метод приближения функций клас-
са W (r)

q,a (�;µ) в пространстве Hq,ρ, чтобы оценить линейный n-поперечник свер-
ху. В [17] доказано, что для произвольной функции f(z) ∈ H(r)

q,a выполняется
неравенство

‖f − �n−1,r−1,ρ(f)‖Hq,ρ ≤
ρn

2nr−1

π/(2µn)∫
0

ω
(
f (r)
a , 2t

)
q
[1 + (µ2 − 1) sin(µnt)] dt. (25)
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Заметим, что если f(z) ∈W (r)
q,a (�;µ), то из правой части (25) имеем

ρn

2nr−1

π/(2µn)∫
0

ω
(
f (r)
a , 2t

)
q
[1 + (µ2 − 1) sin(µnt)] dt

=
πρn

4µnr

2µn
π

π/(2µn)∫
0

ω
(
f (r)
a , 2t

)
q
[1 + (µ2 − 1) sin(µnt)] dt


≤ πρn

4µnr
�

(
π

2µn

)
, n, r ∈ N, µ ≥ 1, 0 < ρ ≤ 1. (26)

Из (25) и (26) следует, что для произвольной функции f(z) ∈ W (r)
q,a (�;µ) имеет

место неравенство

‖f − �n−1,r−1,ρ(f)‖Hq,ρ ≤
πρn

4µnr
�

(
π

2µn

)
. (27)

Покажем, что если мажоранта � удовлетворяет ограничению (8), то в клас-
се W (r)

q,a (�;µ) существует функция, для которой неравенство (27) обращается в
равенство. С этой целью рассмотрим функцию

g0(z) =
π

4µnr
�

(
π

2µn

)
zn

и покажем, что g0(z) ∈ W (r)
q,a (�;µ). При доказательстве теоремы 2 установили,

что шар S∗n+1 принадлежит классу W (r)
q,a (�;µ). Так как в нашем случае

‖g0‖Hq,ρ =
πρn

4µnr
�

(
π

2µn

)
,

то g0(z) ∈ S∗n+1. Следовательно, g0(z) ∈W (r)
q,a (�;µ). При этом из представления

(24) следует, что �n−1,r−1,ρ(g0) ≡ 0, а потому

‖g0 − �n−1,r−1,ρ(g0)‖Hq,ρ = ‖g0‖Hq,ρ =
πρn

4µnr
�

(
π

2µn

)
. (28)

Из неравенств (7) и равенства (28) вытекает, что при выполнении ограни-
чения (8) на мажоранту � имеют место соотношения

δn
(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
≤ En

(
W (r)

q,a (�;µ);�n−1,r−1,ρ;Pn−1
)
Hq,ρ

≤ πρn

4µnr
�

(
π

2µn

)
.

(29)
Из (28) и (29) следует, что линейный оператор �n−1,r−1,ρ есть наилучший

линейный метод приближения для класса W (r)
q,a (�;µ) в пространстве Hq,ρ, 1 ≤

q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ 1.
Оценим сверху гельфандовский n-поперечник. По определению гельфан-

довского n-поперечника для произвольного элемента f ∈W (r)
q,a (�;µ)∩Ln

∗ в силу
(24), (27) и соотношений ck(f) = f(k)(0)

k! = 0, k = 0, 1, . . . , n− 1, имеем

dn
(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
≤ sup

{
‖f‖Hq,ρ : f ∈W (r)

q,a (�;µ) ∩ Ln
∗
}
≤ πρn

4µnr
�

(
π

2µn

)
.

(30)
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Сопоставляя неравенства (22), (29) и (30), убеждаемся в том, что подпростран-
ство Ln

∗ = {f : f ∈ Hq,ρ, f (k)(0) = 0, k = 0, 1, . . . , n − 1} коразмерности n

экстремально для гельфандовского n-поперечника dn
(
W (r)

q,a (�;µ);Hq,ρ

)
, чем и

завершаем доказательство теоремы 3.

Результат, полученный в теореме 3, обеспечивает возможность вычисле-
ния точных верхних граней модулей коэффициентов Тейлора cn(f) на классах
функций W (r)

q,a (�;µ), а именно имеет место

Теорема 4. Для любых n, r ∈ N, µ ∈ R+, µ ≥ 1, и 1 ≤ q ≤ ∞ при
выполнении условия (8) справедливо равенство

Ln

(
W (r)

q,a (�;µ)
)

= sup
{
|cn(f)| : f ∈W (r)

q,a (�;µ)
}

=
π

4µnr
�

(
π

2µn

)
. (31)

Доказательство. В самом деле, используя линейный оператор (24), ко-
эффициенты Тейлора cn(f) произвольной функции f ∈ A (U) представим в
виде

cn(f) =
1

2πi

∫
|ζ|=ρ

f(ζ)ζ−n−1 dζ =
1

2πρn

2π∫
0

[f(ρeit)− �n−1,r−1,ρ(f ; ρeit)]e−int dt.

Применяя неравенство Гёльдера и соотношение (23), для произвольной функ-
ции f ∈W (r)

q,a (�;µ) получаем

|cn(f)| ≤ 1
ρn
E

(
W (r)

q,a (�;µ);�n−1,r−1,ρ;Pn

)
≤ π

4µnr
�

(
π

2µn

)
,

откуда вытекает, что

Ln

(
W (r)

q,a (�;µ)
)
≤ π

4µnr
�

(
π

2µn

)
. (32)

Для получения соответствующей оценки снизу рассмотрим введенную при
доказательстве теоремы 3 функцию

g0(z) =
π

4µnr
�

(
π

2µn

)
zn ∈W (r)

q,a (�;µ),

для которой согласно определению величины Ln

(
W (r)

q,a (�;µ)
)

имеем

Ln

(
W (r)

q,a (�;µ)
)
≥ |cn(g0)| =

π

4µnr
�

(
π

2µn

)
. (33)

Требуемое равенство (31) вытекает из сопоставления оценки сверху (32) и
оценки снизу (33), что и завершает доказательство теоремы 4.
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