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ПРОСТРАНСТВА ПЭЛИ

С. В. Асташкин, Е. М. Семенов

Аннотация. Пусть x — суммируемая на [0, 1] функция и Px — функция Пэли,
построенная по разложению x в ряд Фурье — Хаара. Если E — симметричное
пространство на [0, 1], то через P (E) обозначается пространство с нормой ‖Px‖E .
Наряду с другими результатами доказано, что P (E) рефлексивно тогда и только
тогда, когда рефлексивно E.

Ключевые слова: симметричное пространство, функции Хаара, функция Пэли,
вещественный метод интерполяции.

§ 1. Введение

Банахово пространство E измеримых на [0, 1] функций называется сим-
метричным (кратко с. п.) или перестановочно-инвариантным, если

1) из |x(t)| 6 |y(t)| для всех t ∈ [0, 1] и y ∈ E вытекает x ∈ E и ‖x‖E 6 ‖y‖E ;
2) из равноизмеримости функций x и y, т. е. равенства

mes{t ∈ [0, 1] : |y(t)| > u} = mes{t ∈ [0, 1] : |x(t)| > u} (u > 0),

где mes a — мера Лебега множества a ⊂ R, и y ∈ E следует x ∈ E и ‖x‖E = ‖y‖E .
Следуя [1, § 2.a], будем также предполагать, что с. п. E сепарабельно или

сопряжено к сепарабельному пространству. Без ограничения общности κ[0,1] ∈
E и ‖κ[0,1]‖E = 1, где через κe(t) обозначается характеристическая функция
измеримого подмножества e ⊂ [0, 1]. В этом случае L∞ ⊂ E ⊂ L1 и

‖x‖L1 6 ‖x‖E 6 ‖x‖L∞

для всех x ∈ L∞. Через E′ обозначается двойственное к E пространство с
нормой

‖x‖E′ = sup
‖y‖E61

1∫
0

x(t)y(t) dt.

Пространство E′ также является с. п., и если E сепарабельно, то E′ = E∗. Для
любого с. п. E через E0 будет обозначаться замыкание L∞ в E. Если E 6=
L∞, то E0 — сепарабельное с. п. Пространство E сопряжено к сепарабельному
с. п. тогда и только тогда, когда оно максимально, т. е. из того, что xn ∈ E
(n = 1, 2, . . . ), sup

n=1,2,...
‖xn‖E < ∞ и xn → x п. в. на [0, 1], вытекает x ∈ E и

‖x‖E ≤ lim sup
n→∞

‖xn‖E .
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В каждом с. п. E ограниченно действуют операторы растяжения

στx(t) =
{
x(t/τ), 0 6 t 6 min(1, τ),
0, min(1, τ) < t 6 1,

где τ > 0. Числа

αE = lim
τ→0

ln ‖στ‖E
ln τ

, βE = lim
τ→∞

ln ‖στ‖E
ln τ

называются индексами Бойда с. п. E. Всегда 0 6 αE 6 βE 6 1. Например,
αLp = βLp = 1

p для всех p ∈ [1,∞].
Приведем наиболее важные примеры с. п. Если ϕ(t) — возрастающая во-

гнутая функция на [0, 1], ϕ(0) = 0, то через �(ϕ) обозначается пространство
Лоренца с нормой

‖x‖�(ϕ) =
1∫

0

x∗(t) dϕ(t),

где x∗(t) — перестановка |x(t)| в убывающем порядке. Если ϕ(t) непрерывна в
0, то сопряженным к �(ϕ) является пространство Марцинкевича M(ϕ), норма
которого определяется следующим образом:

‖x‖M(ϕ) = sup
0<s61

1
ϕ(s)

s∫
0

x∗(t) dt.

Всякая возрастающая выпуклая на [0,∞) функция M(u), M(0) = 0, порождает
пространство Орлича LM с нормой

‖x‖LM = inf

λ : λ > 0,
1∫

0

M

(
|x(t)|)
λ

)
dt 6 1

.
Пространство Орлича LM , где M(u) = eu

2 − 1 (соответственно M(u) =
u ln(1 + u)), будет обозначаться через expL2 (соответственно через L logL).

Пусть �n,k = ((k − 1)2−n, k2−n) (1 6 k 6 2n, n = 0, 1, . . . ) — двоичные
интервалы из [0, 1]. Последовательность функций

χ0
0(t) = 1, χkn(t) =


1, t ∈ �2k−1

n+1 ,

−1, t ∈ �2k
n+1,

0 для остальных t ∈ [0, 1],

где 1 6 k 6 2n, n = 0, 1, 2, . . . , называется системой Хаара. Формула m =
2n + k устанавливает взаимно однозначное соответствие между множеством
� := {(0, 0), (n, k) : 1 6 k 6 2n, n = 0, 1, . . . } и множеством натуральных чисел
N, позволяя тем самым записывать эту систему с использованием лишь одного
индекса: {χm}m∈N. Функции 2n/2χkn ((n, k) ∈ �) образуют полную ортонорми-
рованную систему, являющуюся монотонным базисом в любом сепарабельном
с. п. Для того чтобы система Хаара была безусловным базисом в сепарабельном
с. п. E, необходимо и достаточно, чтобы

0 < αE 6 βE < 1 (1)

(см. [1, теорема 2.c.6] или [2, теорема 2.9.6]).
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Если x ∈ L1[0, 1] представима в виде

x =
∑

(n,k)∈�

cn,kχ
k
n (сходимость в L1),

то соответствующая функция Пэли определяется равенством

Px(t) =
( ∑

(n,k)∈�

(
cn,kχ

k
n(t)

)2)1/2
, 0 ≤ t ≤ 1.

Если E — с. п. на [0, 1], то через P (E) обозначается пространство функций
x ∈ L1[0, 1] таких, что Px ∈ E, с нормой

‖x‖P (E) := ‖Px‖E .

Будем называть P (E) пространством Пэли. Наиболее известными в анализе
среди пространств этого типа являются пространства P (L1) и P (L∞).

В данной работе продолжено начатое авторами в [3] изучение пространств
Пэли. Так как P (E) = E с совпадением (соответственно эквивалентностью)
норм тогда и только тогда, когда E = L2 (соответственно выполнено (1)) [3,
теорема 1], основное внимание будет уделено пространствам, для которых со-
отношение (1) не выполнено. Главным результатом работы является критерий
рефлексивности пространств Пэли (теорема 7). Более подробно о с. п. и системе
Хаара и, в частности, о пространствах P (L1), P (L∞) см. [1, 2, 4–6].

§ 2. Вложения пространств Пэли

Теорема 1. Пусть E — с. п. Следующие условия эквивалентны:
(i) L∞ ⊂ P (E);
(ii) sup

e⊂[0,1]
‖κe‖P (E) <∞;

(iii) expL2 ⊂ E.
Доказательство. (i)→(ii) Если выполнено (i), то существует такое C > 0,

что ‖x‖P (E) 6 C‖x‖L∞ для всех x ∈ L∞. Отсюда ‖κe‖P (E) 6 C‖κe‖L∞ = C для
любого e ⊂ [0, 1].

(ii)→(iii) Пусть ‖κe‖P (E) 6 C для некоторого C > 0 и всех e ⊂ [0, 1]. Функ-
ция

x(t) =
∞∑
n=0

(
χ1

2n(t)− χ1
2n+1(t)

)
принимает значения −1 и 2 на [0, 1]. Поэтому ‖x‖P (E) 6 3C. Так как

Px(t) =

( ∞∑
n=0

(
χ1
n(t)

)2)1/2

=

( ∞∑
n=0

κ(0,2−n)(t)

)1/2

=
∞∑
n=0

√
n+ 1κ(2−n,2−n+1)(t),

то 0 6 log1/2
2 (1/t) 6 Px(t) для всех t ∈ (0, 1]. Отсюда ln1/2(1/t) ∈ E. В силу

теоремы Лоренца [7] пространство expL2 совпадает с пространством Марцин-
кевича M(ϕ), построенным по функции ϕ(t) = t ln1/2(e/t). Поскольку по опре-
делению нормы в пространстве Марцинкевича для любой функции x ∈ expL2

x∗(t) ≤ 1
t

t∫
0

x∗(s) ds ≤ C‖x‖expL2 ln1/2(e/t), 0 < t ≤ 1,
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в итоге E ⊃ expL2.
(iii)→(i) В [5, следствие 1.3.7] показано, что оператор P ограниченно дей-

ствует из L∞ в expL2, т. е. ‖Px‖expL2 6 C‖x‖L∞ для некоторого C > 0 и всех
x ∈ L∞. Отсюда по условию

‖x‖P (E) = ‖Px‖E 6 C1‖Px‖expL2 6 C1C‖x‖L∞ , x ∈ L∞.

Следовательно, L∞ ⊂ P (E). �

Обозначим через Sx мажоранту частичных сумм Фурье — Хаара функции
x, т. е.

Sx(t) := sup
n∈N

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ck(x)χk(t)

∣∣∣∣∣, где ck(x) := (mes�k)−1

1∫
0

x(s)χk(s) ds

(�k — носитель функции χk), а через H — оператор Харди — Литтльвуда,

Hx(t) =
1
t

t∫
0

x(s) ds.

Лемма 2. Если 0 6 x1 6 x2 6 . . . и

x(t) =
∞∑
k=1

xkκ(2−k,2−k+1)(t), (2)

то Sx(t/2) > Hx(t) > Sx(t) для всех t ∈ (0, 1].
Доказательство. Ввиду известных соотношений для частичных сумм

Фурье — Хаара (см., например, [4, § 3.1, формулы (10) и (11)]), а также мо-
нотонности x(t) функция Sx(t) принимает на интервале (2−n, 2−n+1), n ∈ N,
постоянное значение, равное

2n−1

2−n+1∫
0

x(s) ds = 2n−1
∞∑
k=n

xk2−k =
∞∑
k=n

xk2−k+n−1.

Так как

Hx(2−n+1) = 2n−1

2−n+1∫
0

x(s) ds =
∞∑
k=n

xk2−k+n−1

и Hx(t) не возрастает на (0, 1], то

Sx(t/2) > Hx(t) > Sx(t)

для всех t ∈ (0, 1]. �

Хорошо известно [4, теоремы 3.10, 3.11], что P (L1) $ L1.

Теорема 3. Для того чтобы с. п. E было вложено в P (L1), необходимо и
достаточно, чтобы E ⊂ L logL.

Доказательство. Необходимость. Пусть E ⊂ P (L1). В силу теоре-
мы 3.11 из [4] функционалы ‖Px‖L1 и ‖Sx‖L1 эквивалентны на L1. Поэтому

‖Sx‖L1 6 C‖x‖E
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для некоторого C > 0 и всех x ∈ E. В частности, в силу леммы 2 для функций
вида (2) имеем

‖Hx‖L1 6 C‖x(t/2)‖E 6 2C‖x‖E .
Так как

‖Hx‖L1 =
1∫

0

1
t

t∫
0

x(s) dsdt =
1∫

0

x(s)
1∫
s

dt

t
ds =

1∫
0

x(s) ln
1
s
ds,

то ‖x‖�(ϕ) 6 2C‖x‖E , где ϕ(s) =
s∫
0

ln(1/t) dt и �(ϕ) — соответствующее про-

странство Лоренца. Для любой функции y = y∗ найдется такая функция x
вида (2), что y(t/2) > x(t) > y(t) для всех t ∈ (0, 1]. Отсюда

‖y‖�(ϕ) 6 4C‖y‖E
для любой y = y∗ ∈ E. Так как E симметрично, последнее неравенство справед-

ливо для всех y ∈ E. Пространство Лоренца �(ϕ), где ϕ(s) =
s∫
0

ln(1/t) dt, сов-

падает с точностью до эквивалентности норм с пространством Орлича L logL
[7]. Отсюда E ⊂ L logL.

Достаточность. Покажем, что
‖x‖P (L1) = ‖Px‖L1 6 C‖x‖L logL.

Как отмечалось при доказательстве необходимости, ‖Px‖L1 и ‖Sx‖L1 эквива-

лентны на L1 [4, теорема 3.11], а пространства Лоренца �(ϕ), ϕ(s) =
s∫
0

ln(1/t) dt,

и Орлича L logL совпадают с точностью до эквивалентности норм [7]. Поэтому
достаточно получить оценку

‖Sx‖L1 6 C‖x‖�(ϕ).

Оператор S имеет слабый тип (1, 1) с константой 5 и действует в L∞ с
константой 1 [4, теорема 3.4]. Поэтому для любого измеримого подмножества
e ⊂ [0, 1] имеем

(Sκe)∗(t) 6 5 min(1, (mes e)/t).
Отсюда

‖Sκe‖L1 6 5
1∫

0

min
(

1,
mes e
t

)
dt = 5

mes e+ mes e
1∫

mes e

dt

t


= 5 mes e

(
1 + ln

1
mes e

)
.

Так как

ϕ(s) =
s∫

0

ln
1
t
dt = s

(
1 + ln

1
s

)
,

то ‖Sκe‖L1 6 5‖κe‖�(ϕ) для любого измеримого e ⊂ [0, 1]. Тогда ввиду леммы
2.5.2 из [2]

‖Sx‖L1 6 10‖x‖�(ϕ) (3)
для любой ступенчатой функции x. Поскольку множество ступенчатых функ-
ций всюду плотно в �(ϕ), из (3) и оценки слабого типа (1, 1) вытекает спра-
ведливость неравенства (3) для всех x ∈ �(ϕ). Отсюда, как уже отмечалось,
следует ограниченность P из L logL в L1. �
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§ 3. Критерий рефлексивности пространств Пэли

Пусть E — с. п. на [0, 1], δ > 0. Следуя хорошо известному подходу Каде-
ца — Пелчинского [8], для f ∈ E положим

SE,δ(f) := {t ∈ [0, 1] : |f(t)| > δ‖f‖E}.

Пусть также
ME,δ := {f ∈ E : mes(SE,δ(f)) > δ}.

Лемма 4. Если сепарабельное с. п. E содержит подпространство H, изо-
морфное l1, то существуют функции gn ∈ E, n ∈ N, с дизъюнктными носителя-
ми такие, что их замкнутая линейная оболочка [gn] изоморфна l1.

Доказательство. Предположим сначала, что H ⊂ ME,δ при некотором
δ > 0. Тогда ввиду [8] нормы пространств E и L1 эквивалентны на H. Так как
H изоморфно l1, по теореме Данфорда — Петтиса [9, теорема 5.2.9] функции
множества {f ∈ H : ‖f‖E = 1} имеют не равностепенно непрерывные нормы в
L1. Следовательно, для некоторого ε0 > 0 найдутся функции fn ∈ H, ‖fn‖E =
1, и множества en ⊂ [0, 1], n = 1, 2, . . . , такие, что

mes en → 0 и ‖fnκen‖L1 > ε0.

Стандартные рассуждения показывают, что ввиду абсолютной непрерывности
интеграла можно считать множества en попарно дизъюнктными. Таким обра-
зом, с одной стороны, для gn := fn · κen , n = 1, 2, . . . , и cn ∈ R имеем∥∥∥∥∥

∞∑
n=1

cngn

∥∥∥∥∥
E

>

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

cngn

∥∥∥∥∥
L1

=
∞∑
n=1

|cn|‖gn‖L1 > ε0‖(cn)‖l1 ,

а с другой — ∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

cngn

∥∥∥∥∥
E

6
∞∑
n=1

|cn|‖gn‖E 6 ‖(cn)‖l1 .

Пусть H 6⊂ ME,δ для любого δ > 0. Обозначим через {hn} последователь-
ность в H, эквивалентную каноническому базису l1. Так как E сепарабельно,
действуя так же, как в [1, предложение 1.c.8] или [9, лемма 5.2.1], можно выде-
лить подпоследовательность {hnk} ⊂ {hn} такую, что для некоторой последова-
тельности попарно дизъюнктных множеств dk ⊂ [0, 1], k = 1, 2, . . . , выполнено

∞∑
k=1

‖hnk · κ[0,1]\dk‖E <
1

2C
,

где C — базисная константа последовательности {hn} в E. В силу теоремы
об устойчивости базисности [10, теорема 1.a.9] подпространство [gk], где gk :=
hnk · κdk , изоморфно l1. �

Лемма 5. Если сепарабельное с. п. E содержит подпространство H, изо-
морфное c0, то существуют функции gn ∈ E, n ∈ N, с дизъюнктными носите-
лями такие, что подпространство [gn] изоморфно c0.

Доказательство. Пусть {fn} — последовательность изH, эквивалентная
каноническому базису c0. Хорошо известно, что c0 нельзя изоморфно вложить в
L1. Это следует, например, из того факта, что L1 имеет котип 2 (см., например,
[10, с. 73]). Поэтому, как и в доказательстве предыдущей леммы, существует
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подпоследовательность {fnk} ⊂ {fn} такая, что для некоторой последователь-
ности попарно дизъюнктных множеств dk ⊂ [0, 1], k = 1, 2, . . . , выполнено

∞∑
k=1

‖fnk · κ[0,1]\dk‖E <
1

2C
,

где C — базисная константа последовательности {fn} в E. Применяя в очеред-
ной раз теорему об устойчивости базисности [10, теорема 1.a.9], заключаем, что
подпространство [gk], где gk := fnk · κdk , изоморфно c0. �

Теорема 6. Если сепарабельное с. п. E содержит подпространство, изо-
морфное l1 (соответственно c0), то и P (E) содержит подпространство, изоморф-
ное l1 (соответственно c0).

Доказательство. Так как доказательство в обоих случаях совершенно
одинаково, ограничимся рассмотрением лишь случая l1. Согласно лемме 4 суще-
ствуют функции gn ∈ E с дизъюнктными носителями такие, что подпростран-
ство [gn] изоморфно l1. Поскольку множество ступенчатых функций, интерва-
лы постоянства которых двоичные, плотно в E, пользуясь снова теоремой об
устойчивости базисных последовательностей, можно считать, что gn для каж-
дого n ∈ N — ступенчатая функция с двоичными интервалами постоянства.
Пусть

|gn| =
∑

(i,j)∈Qn

ci,jκ�j
i
, где Qn ⊂ �.

Рассмотрим последовательность функций

hn =
∑

(i,j)∈Qn

ci,jχ
j
i .

В силу дизъюнктности носителей gn, n ∈ N, подпространства [gn] и [hn] изомет-
ричны и, следовательно, [hn] изоморфно l1. Так как∥∥∥∑ anhn

∥∥∥
P (E)

=
∥∥∥∑ angn

∥∥∥
E

для любой финитной последовательности (an), подпространство P (E), порож-
денное системой {hn}, также изоморфно l1. �

Докажем главный результат работы.

Теорема 7. Пространство Пэли P (E) рефлексивно тогда и только тогда,
когда с. п. E рефлексивно.

Доказательство. Как обычно, через Ẽ(l2) обозначим банахово простран-
ство всех последовательностей x = (x1, x2, . . . ), xn ∈ E, таких, что

‖x‖
Ẽ(l2)

= sup
n∈N

∥∥∥∥∥
(

n∑
k=1

x2
k

)1/2∥∥∥∥∥
E

<∞.

Замкнутое подпространство Ẽ(l2), порожденное финитными последовательно-
стями x = (x1, x2, . . . ), обозначим через E(l2). Как легко видеть, если E сепара-
бельно и максимально, то E(l2) = Ẽ(l2). Каждой функции f ∈ P (E) сопоставим
ее ряд Фурье — Хаара

∑
(n,k)∈�

cn,k(f)χkn. Полагая

x1 :=
1∫

0

f(s) ds, xn :=
2n−2∑
k=1

cn−2,k(f)χkn−2, n = 2, 3, . . . ,
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определим отображение Uf := {xn}∞n=1, являющееся изометрическим вложени-
ем P (E) в Ẽ(l2).

Если E рефлексивно, то E сепарабельно, E∗ = E′ и E′′ = E. Тогда вви-
ду [10, с. 46, 47] (E(l2))∗ = Ẽ′(l2) = E′(l2). Иначе для любого L ∈ (E(l2))∗
существует последовательность {yn} ∈ E′(l2) такая, что

L({xn}) =
∞∑
n=1

1∫
0

xnyn dt для любой {xn} ∈ E(l2), ‖L‖ = ‖{yn}‖E′(l2).

Таким образом, (E(l2))∗∗ = E(l2), при этом изометрией из E(l2) в (E(l2))∗∗
является каноническое вложение первого пространства во второе. Тем самым
E(l2) рефлексивно. Ввиду того, что P (E) изометрично подпространству E(l2),
оно также рефлексивно.

Докажем обратное утверждение. Так как любая последовательность
{κIk}∞k=1, где Ik — попарно дизъюнктные двоичные интервалы из [0, 1], порож-
дает в L∞ подпространство, изометричное c0, точно так же, как в теореме 6,
можно показать, что P (L∞) содержит подпространство, изометричное c0, и,
значит, не рефлексивно.

Пусть E отлично от L∞ и не рефлексивно. Тогда пространство E0 (замы-
кание L∞ в E) сепарабельно и не рефлексивно. В силу [10, теорема 1, с. 12] E0
содержит изоморфную копию c0 или l1. Тем самым по теореме 6 P (E0) также
содержит соответственно копию c0 или l1 и, значит, не рефлексивно. Так как
P (E0) — подпространство P (E), то и P (E) не рефлексивно. �

Теорема 8. Существует такое с. п. E, что пространство P (E) рефлексив-
но, L∞ 6⊂ P (E) и E 6⊂ P (L1).

Доказательство. Пусть ϕ — возрастающая вогнутая функция на [0, 1],
удовлетворяющая следующим условиям: ϕ(0) = 0,

lim sup
t→0

ϕ(t) ln1/2 1
t

= ∞, lim inf
t→0

ϕ(t)t−1 ln−1 1
t

= 0.

Эти условия гарантируют, что для любого с. п. E, удовлетворяющего условию
‖κ[0,s]‖E = ϕ(s), 0 ≤ s ≤ 1, выполнено expL2 6⊂ E и E 6⊂ L logL. Тогда в силу
теорем 1 и 3 имеем L∞ 6⊂ P (E) и E 6⊂ P (L1).

Рассмотрим пространство E = (�(ϕ),M(ψ))θ,p, где ψ(t) = t/ϕ(t), 0 < θ <
1 < p < ∞, т. е. пространство, построенное с помощью вещественного метода
интерполяции [11, § 3.1] по пространствам �(ϕ) и M(ψ) с параметрами θ и p.
Из очевидных равенств

‖κ[0,s]‖�(ϕ) = ‖κ[0,s]‖M(ψ) = ϕ(s), 0 6 s 6 1,

и свойств вещественного метода интерполяции [11, теорема 3.4.1] вытекает, что

‖κ[0,s]‖E = ϕ(s), 0 6 s 6 1.

Так как �(ϕ) ⊂M(ψ) [2, теорема 2.5.7] и это вложение слабо компактно, в силу
теоремы Бозами [12, теорема 3.1] E рефлексивно. Тогда согласно теореме 7
пространство P (E) будет также рефлексивно. �
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