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Аннотация. Рассматривается C∗-алгебра, порожденная операторами мультипли-
кативной дискретной свертки и операторами умножения на осциллирующие коэф-
фициенты. Для этой алгебры построено операторное символическое исчисление,
в терминах которого получены необходимые и достаточные условия нётеровости
операторов.
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Введение. В настоящее время имеется достаточно полная теория инте-
гральных операторов с однородными ядрами (см., например, [1–5] и цитиро-
ванные в них источники). Дискретные операторы с однородными ядрами (их
называют операторами мультипликативной дискретной свертки) исследова-
ны значительно меньше. В отличие от одномерного континуального случая
такие операторы не сводятся к операторам свертки и для их исследования тре-
буются совершенно иные подходы. Впервые эти операторы введены и изучены
в [6, 7]. В [8] построена и исследована банахова алгебра, порожденная опера-
торами мультипликативной дискретной свертки. Для этой алгебры построе-
но символическое исчисление, в терминах которого были получены критерий
нётеровости операторов и формула для вычисления их индекса.

Данная работа продолжает исследования, начатые в [8]. Она посвящена
изучению C∗-алгебры B, порожденной операторами мультипликативной дис-
кретной свертки и операторами умножения на осциллирующие коэффициенты
вида niα(= eiα lnn). Подчеркнем, что коэффициенты niα играют в теории муль-
типликативных дискретных сверток ту же роль, что и коэффициенты вида eiαn
в теории обычных дискретных сверток. Упомянутая алгебра B существенно
некоммутативна, а потому не имеет скалярного символа. Для исследования
этой алгебры используется подход А. Б. Антоневича, основанный на теории
C∗-алгебр, порожденных динамическими системами [9, гл. II]. Этот подход поз-
воляет построить для C∗-алгебры B операторное символическое исчисление, в
терминах которого получен критерий нётеровости1) операторов из этой алгеб-
ры. В заключительной части работы выделен класс операторов из алгебры B,
для которых указаны эффективное скалярное условие нётеровости и формула
для вычисления их индекса.

1)Линейный ограниченный оператор A называется нётеровым, если его образ замкнут,
а ядро оператора A и ядро сопряженного оператора A∗ конечномерны.
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Ниже использованы следующие обозначения: N, R, C — множества нату-
ральных, вещественных и комплексных чисел соответственно; Ṙ — компакти-
фикация R одной бесконечно удаленной точкой; L (X) — банахова алгебра всех
линейных ограниченных операторов, действующих в банаховом пространстве
X; niα = eiα lnn; `2 = `2(N) — банахово пространство комплексных последова-

тельностей {ϕn}∞n=1 таких, что
∞∑
n=1

|ϕn|2 <∞.

1. Предварительные сведения. Приведенные ниже факты подробно
изложены в [9, § 6–8; 10].

Определение 1. Пусть B — C∗-алгебра, A — C∗-подалгебра алгебры B,
T — унитарное представление группы G в B, и пусть выполнены следующие
аксиомы:

1) T (g)aT−1(g) ∈ A, a ∈ A, g ∈ G;
2) множество B0 конечных сумм вида

∑
i
aiT (gi), где ai ∈ A, gi ∈ G, плотно

по норме в алгебре B.
Тогда говорят, что C∗-алгебра B порождена C∗-алгеброй A и представле-

нием T группы G, и пишут B = C∗(A, G, T ).

Напомним, что представление T группы G в B называется унитарным,
если для любого g ∈ G элемент T (g) ∈ B унитарный.

Условие 1 означает, что каждый элемент T (g) порождает отображение

T̂g : A → A, a→ T (g)aT−1(g),

являющееся автоморфизмом алгебры A.
В [9, 10] предполагалось, что C∗-алгебра A ∗-изоморфна алгебре END(E ) эн-

доморфизмов N -мерного комплексного векторного расслоения E над компакт-
ным топологическим пространством X . При этом считалось, что на расслое-
нии E зафиксирована эрмитова метрика, т. е. в каждом слое Ex, где x ∈ X ,
задано скалярное произведение, непрерывно зависящее от x. Если C∗-алгебра
A коммутативна (соответствует случаю N = 1), то она ∗-изоморфна алгебре
C(X ).

Пусть A — C∗-алгебра вышеуказанного типа. Каждый автоморфизм T̂g
алгебры A порождает гомеоморфизм πg :X →X . Гомеоморфизмы πg задают
действие группы G на пространстве X .

Определение 2. Действие группы G на алгебре A автоморфизмами на-
зывается топологически свободным, если для любого конечного набора F эле-
ментов группы G и любого открытого множества W ⊂ X существует точка
x0 ∈ W такая, что все точки πg(x0), g ∈ F , попарно различны.

Это определение эквивалентно тому, что для каждого отображения πg при
g 6= e у множества неподвижных точек внутренность пуста.

Предложение 1 (теорема об изоморфизме [9, § 7]). Пусть заданы C∗-
алгебры B = C∗(A, G, T ) и B1 = C∗(A1, G, T1) с одной и той же группой G,
и пусть существует ∗-изоморфизм ϕ : A → A1 такой, что

ϕ(T (g)aT−1(g)) = T1(g)ϕ(a)T−1
1 (g).

Если C∗-алгебра A изоморфна алгебре END(E ) эндоморфизмов N -мерного ком-
плексного векторного расслоения E , а группа G допустима и действует на A
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автоморфизмами топологически свободно, то соответствие

� :
∑
i

aiT (gi) →
∑
i

ϕ(ai)T1(gi)

продолжается с множества B0 конечных сумм до ∗-изоморфизма C∗-алгебр B
и B1.

Определение допустимой группы можно найти, например, в [9, § 7]. Отме-
тим только, что всякая абелева группа допустима.

2. C∗-алгебра B и ее структура. В пространстве `2 определим оператор
H формулой

(Hϕ)m =
∞∑
n=1

k(m,n)ϕn, m ∈ N, (1)

где ϕ = {ϕn}∞n=1, а функция k(x, y) определена на (0,∞)×(0,∞) и удовлетворяет
следующим условиям:

1◦) однородность степени (−1), т. е.

k(αx, αy) = α−1k(x, y), α > 0;

2◦) суммируемость, т. е.

κ =
∞∫
0

|k(1, y)|y−1/2 dy <∞;

3◦) функция |k(1, y)|y1/2 имеет на (0,∞) ограниченное изменение, т. е.

v =
∞∨
0

[|k(1, y)|y1/2] <∞,

где
∞∨
0
[|k(1, y)|y1/2] — полное изменение данной функции.

Оператор H называется оператором мультипликативной дискретной
свертки. Известно (см. [6]), что он ограничен в пространстве `2, причем ‖H‖ 6
κ+ v.

Обозначим через A наименьшую C∗-подалгебру C∗-алгебры L (`2), содер-
жащую все операторы вида λI +H +K, где λ ∈ C, а K — компактный в `2 опе-
ратор. В [8] для алгебры A построено символическое исчисление, т. е. каждому
оператору A ∈ A поставлена в соответствие некоторая функция σA(ξ) ∈ C(Ṙ),
называемая символом оператора A. Символ оператора λI + H определяется
следующим образом:

σλI+H(ξ) = λ+
∞∫
0

k(1, y)y−1/2+iξ dy, ξ ∈ R, (2)

и σλI+H(∞) = λ. Далее, множество K = K (`2) всех компактных операто-
ров, действующих в пространстве `2, является замкнутым двусторонним идеа-
лом алгебры A. Рассмотрим фактор-алгебру A/K . Определим символ σ[A](ξ)
фактор-класса A + K равенством σ[A](ξ) = σA(ξ) (это корректно, поскольку
все операторы из множества A +K имеют одинаковый символ, см. [8]). В [8]
показано, что C∗-алгебра A/K коммутативна, а ее пространство максималь-
ных идеалов, снабженное топологией Гельфанда, гомеоморфно компакту Ṙ. Из
вышесказанного с учетом теоремы Гельфанда — Наймарка (см., например, [11,
разд. 2.1]) вытекает
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Лемма 1. Отображение

s : A/K → C(Ṙ), A+K → σ[A](ξ), (3)

является ∗-изоморфизмом.
Определим в пространстве `2 оператор Mα, где α ∈ R, равенством

(Mαϕ)n = niαϕn, n ∈ N. (4)

Лемма 2. Пусть A ∈ A. Тогда для любого α ∈ R оператор Aα = MαAM−1
α

принадлежит алгебре A.
Доказательство. Пусть A = H, где H — оператор вида (1). Нетрудно

видеть, что оператор Hα = MαHM−1
α задается формулой

(Hαϕ)m =
∞∑
n=1

kα(m,n)ϕn, m ∈ N,

где
kα(x, y) = k(x, y)(x/y)iα. (5)

Так как функция kα(x, y) удовлетворяет условиям 1◦–3◦, то Hα ∈ A.
Рассмотрим оператор

A =
∑
i

∏
j

(λijI +Hij +Kij), (6)

где Hij — операторы вида (1), Kij ∈ K , а сумма и произведение конечны. Тогда

Aα =
∑
i

∏
j

Mα(λijI +Hij +Kij)M−1
α =

∑
i

∏
j

(λijI + (Hij)α + (Kij)α),

откуда вытекает, что Aα ∈ A.
Пусть A — произвольный оператор из A. Так как множество A0, состоящее

из всех операторов вида (6), всюду плотно в алгебре A, найдется такая последо-
вательность {As} ⊂ A0, что ‖A−As‖ → 0 при s→∞. Тогда ‖Aα − (As)α‖ → 0.
Поскольку (As)α ∈ A, то Aα ∈ A. �

Обозначим через B C∗-алгебру, порожденную всеми операторами A из
алгебры A и всеми операторами Mα. Очевидно, что множество K являет-
ся замкнутым двусторонним идеалом алгебры B. Рассмотрим фактор-алгебру
B/K , которая является C∗-подалгеброй C∗-алгебры L (`2)/K . Она представ-
ляет собой замыкание по норме алгебры L (`2)/K множества

(B/K )0 =
{∑

i

∏
j

AijMαij +K
}
,

где суммы и произведения конечны.
Рассмотрим совокупность всех элементов вида Mα +K , где α ∈ R, при-

надлежащих C∗-алгебре L (`2)/K . Нетрудно видеть, что элемент Mα + K
унитарный, причем (Mα + K )(Mβ + K ) = Mα+β + K для любых α, β ∈ R.
Следовательно, гомоморфизм

TM : R → L (`2)/K , α→Mα +K ,

является унитарным представлением группы R.
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Лемма 3. C∗-алгебра B/K порождена C∗-алгеброй A/K и унитарным
представлением TM группы R, т. е. B/K = C∗(A/K ,R, TM ).

Доказательство. Воспользуемся определением 1. Из леммы 2 следует,
что для любых A ∈ A и α ∈ R элемент (Mα +K )(A+K )

(
M−1

α +K
)

принад-
лежит алгебре A/K , т. е. аксиома 1 выполнена.

Проверим аксиому 2, т. е. докажем, что множество

(B/K )0 =
{∑

i

AiMαi +K
}
,

где суммы конечны, всюду плотно в алгебре B/K . Для этого покажем, что
(B/K )0 = (B/K )0. Чтобы убедиться в этом, достаточно проверить равенство

A1Mα1A2Mα2 = A3Mα1+α2 +K, (7)

где A1, A2, A3 ∈ A и K ∈ K . В самом деле, A1Mα1A2Mα2 = A1(A2)α1Mα1+α2 ,
причем по лемме 2 оператор (A2)α1 = Mα1A2M−1

α1
принадлежит алгебре A.

Учитывая, что A1(A2)α1 = A3 + K, где A3 ∈ A, K ∈ K (см. [8]), получаем
равенство (7). �

Всякий оператор Mα вида (4) порождает отображение

M̂α : A/K → A/K , A+K →MαAM
−1
α +K ,

которое является автоморфизмом C∗-алгебры A/K .

Лемма 4. Действие группы R на C∗-алгебре A/K автоморфизмами M̂α

топологически свободное.
Доказательство. В силу леммы 1 каждый автоморфизм M̂α порождает

автоморфизм F̂α = s ◦ M̂α ◦ s−1 алгебры C(Ṙ). Найдем формулу для F̂α. Пусть
σ(ξ) — произвольная функция из C(Ṙ) и s−1(σ) = A+K , так что σ(ξ) = σ[A](ξ).
Так как M̂α(A+K ) = Aα +K , где Aα = MαAM−1

α , остается найти s(Aα +K ),
т. е. вычислить символ σ[Aα](ξ) элемента Aα +K .

Рассмотрим два случая.
1. Если A = H, где H — оператор вида (1), то, учитывая формулы (2) и

(5), получим

σ[Hα](ξ) =
∞∫
0

kα(1, y)y−1/2+iξ dy =
∞∫
0

k(1, y)y−1/2+i(ξ−α) dy = σ[H](ξ − α).

2. Пусть A — произвольный оператор из алгебры A. Поскольку множество
(A/K )0, состоящее из всех элементов вида λI+H+K , всюду плотно в алгебре
A/K , найдется такая последовательность {λjI +Hj +K }, что

‖A− (λjI +Hj) +K ‖A/K → 0.

Тогда ‖Aα − (λjI +Hj)α +K ‖A/K → 0. По доказанному выше

σ[λjI+(Hj)α](ξ) = σ[λjI+Hj ](ξ − α), ξ ∈ Ṙ. (8)

Так как ∗-изоморфизм является изометрией [11, разд. 3.1], из леммы 1 следует,
что для любого оператора A ∈ A имеет место равенство

sup
ξ∈Ṙ

|σ[A](ξ)| = ‖A+K ‖A/K .
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Учитывая это и переходя в (8) к пределу при j →∞, получаем равенство

σ[Aα](ξ) = σ[A](ξ − α), ξ ∈ Ṙ, (9)

из которого, в частности, вытекает, что σ[Aα](∞) = σ[A](∞).
Из (9) следует, что автоморфизм F̂α задается формулой

(F̂ασ)(ξ) =
{
σ(ξ − α), ξ ∈ R,
σ(∞), ξ = ∞,

где σ(ξ) — произвольная функция из C(Ṙ). В свою очередь, автоморфизм F̂α
порождает гомеоморфизм πα компактного топологического пространства Ṙ, ко-
торый определяется следующим образом:

πα(ξ) =
{
ξ + α, ξ ∈ R,
∞, ξ = ∞.

Таким образом, если α 6= 0, то единственной неподвижной точкой гомеомор-
физма πα является бесконечно удаленная точка. Но это означает, что группа R
действует на C∗-алгебре A/K автоморфизмами топологически свободно (см.
п. 1). �

3. Критерий нётеровости в C∗-алгебре B. Пусть σ(ξ) ∈ C(Ṙ). Опре-
делим в пространстве L2(R) оператор Mσ равенством

(Mσf)(ξ) = σ(ξ)f(ξ). (10)

Обозначим через D C∗-алгебру, порожденную всеми операторами умножения
Mσ на функции из C(Ṙ). Используя свойства оператора умножения, легко
проверить, что отображение

µ : C(Ṙ) → D, σ(ξ) → Mσ (11)

является ∗-изоморфизмом.
Далее, в пространстве L2(R) рассмотрим оператор сдвига

(Uαf)(ξ) = f(ξ − α), α ∈ R. (12)

Нетрудно видеть, что гомоморфизм

TU : R → L (L2(R)), α→ Uα,

является унитарным представлением группы R.
C∗-алгебру, порожденную всеми операторами Mσ вида (10) и всеми опера-

торами Uα вида (12), обозначим через B1. Она представляет собой замыкание
в равномерной операторной топологии множества

(B1)0 =
{∑

i

∏
j

MσijUαij

}
,

где суммы и произведения конечны.
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Лемма 5. C∗-алгебра B1 порождена C∗-алгеброй D и унитарным пред-
ставлением TU группы R, т. е. B1 = C∗(D,R, TU ).

Доказательство. Для любой функции σ(ξ) ∈ C(Ṙ) и для любого α ∈ R
справедливо равенство UαMσU−1

α = Mσα , где σα(ξ) = σ(ξ − α). Следовательно,
UαMσU−1

α ∈ D, т. е. аксиома 1 из определения 1 выполнена.
Проверим аксиому 2, т. е. докажем, что множество

B0
1 =

{∑
i

MσiUαi

}
,

где суммы конечны, всюду плотно в алгебре B1. Для этого покажем, что B0
1 =

(B1)0. Последнее вытекает из легко проверяемого равенства

Mσ1Uα1Mσ2Uα2 = MσUα1+α2 ,

где σ(ξ) = σ1(ξ)σ2(ξ − α1). Таким образом, B1 = C∗(D,R, TU ). �

Рассмотрим отображение

s1 : A/K → D, A+K → Mσ[A] ,

где σ[A](ξ) — символ фактор-класса A+K . Так как s1 = µ◦s, где s и µ опреде-
ляются из (3) и (11) соответственно, отображение s1 является ∗-изоморфизмом.

Теорема 1. Соответствие

γ0 : (B/K )0 → B0
1,

∑
i

AiMαi +K →
∑
i

s1(Ai +K )Uαi ,

определенное на множестве конечных сумм (B/K )0, продолжается до ∗-изо-
морфизма γ : B/K → B1.

Доказательство. Покажем, что выполнены все условия теоремы об изо-
морфизме (предложение 1). В силу (9) имеем

s1
(
(Mα +K )(A+K )

(
M−1

α +K
))

= s1(Aα +K ) = Mσ[A](ξ−α).

Учитывая, что Mσ[A](ξ−α) = UαMσ[A](ξ)U
−1
α , получаем равенство

s1
(
(Mα +K )(A+K )

(
M−1

α +K
))

= Uαs1(A+K )U−1
α .

Далее, C∗-алгебра A/K ∗-изоморфна C∗-алгебре C(Ṙ) (лемма 1), а груп-
па R допустима и действует на алгебре A/K автоморфизмами топологически
свободно (лемма 4). Применяя предложение 1, получаем, что γ0 продолжается
до ∗-изоморфизма γ : B/K → B1. Теорема доказана. �

Таким образом, в теореме 1 определен ∗-изоморфизм γ : B/K → B1. Рас-
смотрим ∗-гомоморфизм

p : B → B/K , B → B +K .

Тогда отображение S = γ ◦ p : B → B1 также является ∗-гомоморфизмом.
Назовем символом оператора B ∈ B его образ S(B) ∈ B1. В частности, если

B =
r∑
i=1

AiMαi , где Ai ∈ A, то его символом является оператор

S(B) = γ(B +K ) =
r∑
i=1

s1(Ai +K )Uαi =
r∑
i=1

MσAi
Uαi . (13)

(Напомним, что σAi(ξ) = σ[Ai](ξ).)
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Теорема 2. Пусть B ∈ B. Оператор B нётеров тогда и только тогда, когда
его символ S(B) обратим в L (L2(R)).

Доказательство. Оператор B ∈ B нётеров тогда и только тогда, когда
фактор-класс B+K обратим в алгебреL (`2)/K . Поскольку C∗-алгебра B/K
является C∗-подалгеброй C∗-алгебры L (`2)/K , нётеровость оператора B рав-
носильна обратимости элемента B+K в C∗-алгебре B/K . Так как отображе-
ние γ : B/K → B1 является ∗-изоморфизмом, элемент B+K обратим в B/K
тогда и только тогда, когда оператор γ(B +K ) = S(B) обратим в C∗-алгебре
B1. Последнее равносильно обратимости оператора S(B) в L (L2(R)). �

4. Частные случаи. Выделим классы операторов, для которых можно
получить условия нётеровости не в операторной, а в скалярной форме. В про-
странстве `2 рассмотрим оператор

B = I +A1 +A2Mα, (14)

где Mα — оператор вида (4), A1, A2 — операторы из алгебры A, символы кото-
рых удовлетворяют условию

σA1(∞) = σA2(∞) = 0. (15)

В частности, в качестве операторов Aj , j = 1, 2, можно взять канонические
операторы мультипликативной дискретной свертки, т. е. считать Aj = Hj , где
Hj — оператор вида (1).

В силу (13) символом оператора B является действующий в L2(R) оператор

S(B) = I + MσA1
+ MσA2

Uα,

где Uα определяется формулой (12). Если f ∈ L2(R), то

(S(B)f)(ξ) = (1 + σA1(ξ))f(ξ) + σA2(ξ)f(ξ − α).

Условия обратимости оператора S(B) хорошо известны (см., например, теоре-
му 4′ из гл. 2, § 1 в [12]). Опираясь на них, получаем следующее утверждение.

Теорема 3. ПустьB — оператор вида (14), причем выполнено условие (15).
Оператор B нётеров тогда и только тогда, когда выполняется условие

1 + σA1(ξ) 6= 0, ξ ∈ R. (16)

Если условие (16) выполнено, то

ind(B) = − ind(1 + σA1(ξ)) := − 1
2π

�[arg(1 + σA1(ξ))]|∞−∞. (17)

Доказательство. По теореме 2 оператор B нётеров тогда и только тогда,
когда его символ S(B) обратим в L (L2(R)). Так как выполняется неравенство
|1 + σA1(∞)| > |σA2(∞)|, необходимым и достаточным условием обратимости
оператора S(B) является условие (16) (см. [12, с. 54]).

Найдем индекс оператора B. Соединим операторы B и I + A1 семейством
{Bt}t∈[0,1] операторов вида

Bt = I +A1 + (1− t)A2Mα.

Для каждого t ∈ [0, 1] оператор Bt есть оператор вида (14). Поэтому усло-
вие (16) обеспечивает нётеровость каждого оператора Bt. Нетрудно видеть, что
семейство {Bt} непрерывно по t в равномерной операторной топологии. Тогда
в силу гомотопической устойчивости индекса indB = ind(I+A1). Как известно
(см. [8]), ind(I +A1) = − ind(1 + σA1(ξ)). Отсюда следует формула (17). �
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Следствие 1. Оператор B1 = I + A1 + MαA2 нётеров тогда и только то-
гда, когда выполнено условие (16). В этом случае его индекс вычисляется по
формуле (17).

Доказательство. Чтобы убедиться в этом, достаточно записать оператор
B1 в виде B1 = I + A1 + (A2)αMα, где (A2)α = MαA2M−1

α , и воспользоваться
теоремой 3. �
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