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О ЧИСЛАХ ЙОРГЕНСЕНА И ИХ АНАЛОГАХ
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Аннотация. Для произвольной двупорожденной подгруппы группы PSL(2, C) опре-
делены числа Йоргенсена, Геринга — Мартина — Тана и Тана. Эти числа возникают
в необходимых условиях дискретности двупорожденных групп. Известно, что для
группы узла восьмерка число Йоргенсена равно 1. Для этой группы и групп ги-
перболических орбифолдов с сингулярностями вдоль узла восьмерка вычисляются
точные значения указанных чисел или даются двусторонние оценки.
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1. Введение

Одной из ключевых проблем в теории трехмерных гиперболических мно-
гообразий и орбифолдов является вопрос о дискретности заданной подгруппы
группы PSL(2,C). Напомним, что эта группа изоморфна группе всех сохра-
няющих ориентацию изометрий трехмерного гиперболического пространства.
В 1977 г. Йоргенсен [1] показал, что вопрос о дискретности произвольных групп
сводится к вопросу о дискретности двупорожденных групп.

В [2] Йоргенсен установил необходимое условие дискретности двупорож-
денной группы (см. также [3]). Оно представлено формулой (1) и имеет вид
нестрогого неравенства, связывающего след одного из двух порождающих и
след коммутатора порождающих. Еще два необходимых условия дискретности
аналогичного вида (см. формулы (2) и (3)) позднее получили Тан [4] и независи-
мо Геринг и Мартин [5]. Приведем упомянутые результаты в виде следующего
утверждения.

Теорема 1.1. Пусть элементы f, g ∈ PSL(2,C) порождают дискретную
группу. Тогда имеют место следующие свойства.

Если группа 〈f, g〉 неэлементарна, то

| tr2(f) − 4| + | tr[f, g] − 2| ≥ 1. (1)
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Если tr[f, g] 6= 1, то

| tr2(f) − 2| + | tr[f, g] − 1| ≥ 1. (2)

Если tr2(f) 6= 1, то

| tr2(f) − 1| + | tr[f, g]| ≥ 1. (3)

Неравенство (1) известно как неравенство Йоргенсена. Неэлементарные
дискретные двупорожденные группы, имеющие такую пару порождающих, на
которой в неравенстве Йоргенсена достигается равенство, называют группами
Йоргенсена.

Изучению свойств групп Йоргенсена посвящены достаточно интенсивные
исследования. Полностью описан класс фуксовых групп Йоргенсена — тре-
угольные группы с сигнатурами (2, 3, n), где n ≥ 7 или n = ∞. В [6] установ-
лено, что если для пары порождающих (f, g) группы Йоргенсена неравенство
Йоргенсена превращается в равенство, то либо f — эллиптический элемент и
tr(fgfg−1) = 1, либо f — параболический элемент. Учитывая эту альтернати-
ву, принято говорить о группах Йоргенсена эллиптического и параболического
типов. Класс групп Йоргенсена параболического типа исследовался в серии ра-
бот Ли, Оичи и Сато [7–9]. Они высказали гипотезу о том, что любая группа
Йоргенсена параболического типа сопряжена одной из описанных ими групп.
Эта гипотеза опровергнута Каллаханом в [10]. Проблема классификации групп
Йоргенсена по-прежнему остается открытой.

Двупорожденные дискретные группы, имеющие такую пару порождающих,
что след их коммутатора не равен единице, на которой достигается равенство
в (2), будем называть группами Геринга — Мартина — Тана или кратко GMT-
группами. Двупорожденные дискретные группы, имеющие такую пару порож-
дающих, что квадрат следа первого порождающего не равен единице, на ко-
торой достигается равенство в (3), будем называть группами Тана. Проблемы
классификации GMT-групп и групп Тана весьма далеки от решения.

Рис. 1.

Как заметил Сато [11], группа узла восьмерка
π1(S3 \ F ) является группой Йоргенсена. В разд. 5 по-
казано, что группа орбифолда восьмерки πorb(F (4))
(рис. 1) является GMT-группой (следствие 5.1).

Очевидно, не для всех двупорожденных дискрет-
ных групп достигаются равенства в неравенствах (1),
(2) или (3). Тем не менее, как будет показано ниже, вы-
числение величин, стоящих в левых частях этих нера-
венств, представляет самостоятельный интерес.

Точная нижняя грань выражения из левой части
(1), взятая по всем парам порождающих группы, назы-

вается числом Йоргенсена группы. Аналогично точная нижняя грань выраже-
ния из левой части (2), взятая по всем допустимым парам порождающих груп-
пы, называется числом Геринга — Мартина — Тана или кратко GMT-числом
группы, а точная нижняя грань выражения из левой части (3) называется чис-
лом Тана группы.

В разд. 4 показано, что числа Йоргенсена групп орбифолдов восьмерки
πorb(F (n)), n ≥ 4, стремятся к числу Йоргенсена группы узла восьмерка π1(S3 \
F ) при n → ∞ (теорема 4.1).
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В разд. 5 показано, что GMT-число группы узла восьмерка π1(S3\F ) равно
3 (теорема 5.1) и, значит, она не является GMT-группой, и приведены оценки
на GMT-числа групп орбифолдов восьмерки πorb(F (n)).

В разд. 6 даны двусторонние оценки на числа Тана групп π1(S3 \ F ) и
πorb(F (n)) (теоремы 6.1 и 6.2). В частности, из нижней оценки следует, что
π1(S3 \ F ) не является группой Тана.

2. Терминология и определения

Обозначим через H3 трехмерное гиперболическое пространство, представ-
ленное моделью Пуанкаре в верхнем полупространстве. При этом ∂H3 = C.
Известно, что группа всех сохраняющих ориентацию изометрий H3 изоморф-
на PSL(2,C) = SL(2,C)/{±Id}. В дальнейшем не будем различать матрицу
M ∈ SL(2,C) и класс эквивалентности {±M} ∈ PSL(2,C). Действие элемента

g =

(

a b
c d

)

∈ PSL(2,C) на H3 = {(z, t) | z ∈ C, t ∈ R+} определяется по

правилу

g(z, t) =

(

(az + b)(cz + d) + act2

|cz + d|2 + |c|2t2 ,
t

|cz + d|2 + |c|2t2
)

.

Напомним, что матрица M ∈ SL(2,C) \ {±Id} называется эллиптической,
если tr2(M) ∈ [0, 4), параболической, если tr2(M) = 4, локсодромической, если
tr2(M) ∈ C \ [0, 4]. Элемент группы PSL(2,C) будем называть эллиптическим,
параболическим или локсодромическим, если таким является его представитель
в SL(2,C).

Отметим, что условия tr[f, g] 6= 1 и tr2(f) 6= 1 в формулировке теоремы 1.1
означают, что элементы [f, g] и f не являются эллиптическими порядка три.

Говорят, что группа G < PSL(2,C) дискретна, если она является дискрет-
ным множеством в матричной фактор-топологии. Группа G < PSL(2,C) назы-
вается элементарной, если существует конечная G-орбита в H3∪C, и неэлемен-
тарной в противном случае. Неэлементарная группа G < PSL(2,C) дискретна
тогда и только тогда, когда для любых элементов f, g ∈ G порожденная ими
группа дискретна [1, 3].

Пусть f, g ∈ PSL(2,C), [f, g] = fgf−1g−1 и 〈f, g〉 — группа, порожденная f
и g. Тогда величины

γ(f, g) = tr[f, g] − 2, β(f) = tr2(f) − 4, β(g) = tr2(g) − 4

корректно определены для f и g. Упорядоченную тройку (γ(f, g), β(f), β(g)) бу-
дем называть параметрами группы 〈f, g〉 и обозначать через par〈f, g〉. Очевид-
но, что параметры группы зависят от выбора ее порождающих. Как показали
Геринг и Мартин [12], для любых γ ∈ C \ {0} и β1, β2 ∈ C существует группа
〈f, g〉 < PSL(2,C), причем единственная с точностью до сопряжения, такая, что
par〈f, g〉 = (γ, β1, β2).

3. Узел восьмерка и орбифолды восьмерки

Обозначим через F узел восьмерка. В литературе по теории узлов этот узел
имеет обозначение 41, а также обозначение 5/2, когда речь идет о двухмостовых
узлах. Узел восьмерка является одним из наиболее изученных гиперболических
узлов, и vol(S3\F ) = 2, 029 . . . , где S3\F — его дополнение в трехмерной сфере.
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Известно, что фундаментальная группа дополнения S3 \ F имеет следующее
копредставление:

π1(S3 \ F ) = 〈f, g | [f−1, g]f = g[f−1, g]〉. (4)

Как показал Райли [13], эта группа имеет точное представление в PSL(2,C),
при котором можем полагать, что

f =

(

1 1
0 1

)

и g =

(

1 0
−ω 1

)

, (5)

где ω = (−1 +
√
−3)/2. Отметим, что f, g ∈ PSL(2,C) — параболические эле-

менты. Далее мы не будем различать группу π1(S3 \ F ) и ее образ при указан-
ном точном представлении. Порождающие (5) будем называть каноническими.
Группа π1(S3 \ F ) неэлементарна и дискретна (см., например, [13]). Более то-
го, узел восьмерка является единственным арифметическим узлом [14], причем
π1(S3 \F ) является подгруппой группы PSL(2,O3), где O3 — кольцо целых мни-
мого квадратичного поля Q(

√
−3). Следовательно, матрицы, представляющие

элементы группы π1(S3 \ F ), состоят из элементов вида a + bω, где a, b ∈ Z.
Обозначим через F (n) орбифолд, носителем которого является трехмер-

ная сфера S3, а сингулярным множеством — узел F с группой изотропии Zn.
Далее орбифолд F (n) будем кратко называть орбифолдом восьмерки. Группа
орбифолда F (n) имеет следующее копредставление:

πorb(F (n)) =
〈

fn, gn | fn
n = gnn = 1, [gn, fn]g−1

n = fn[gn, fn]
〉

.

Известно, что орбифолд F (n) сферический при n = 2, евклидов при n = 3 и
гиперболический при n ≥ 4.

Пусть n ≥ 4. Как показали А. Д. Медных и А. А. Рассказов [15], группа
πorb(F (n)) имеет точное представление в PSL(2,C), при котором можем считать,
что

fn =

(

cos π
n ieρn/2 sin π

n

ie−ρn/2 sin π
n cos π

n

)

, gn =

(

cos π
n ie−ρn/2 sin π

n

ieρn/2 sin π
n cos π

n

)

, (6)

где

ch ρn =
1
4
(1 + ctg2(π/n) − i

√

3 ctg4(π/n) + 14 ctg2(π/n) − 5). (7)

Отметим, что fn, gn ∈ PSL(2,C) – эллиптические элементы. Параметр ρn выра-
жает комплексное расстояние между осями элементов fn и gn, т. е. веществен-
ная часть ρn равна гиперболическому расстоянию, а мнимая часть ρn — углу
между этими осями. Далее мы не будем различать группу πorb(F (n)) и ее образ
при указанном точном представлении. Таким образом, F (n) = H3/πorb(F (n)).
Порождающие fn и gn, задаваемые (6), будем называть каноническими. Груп-
пы πorb(F (n)) неэлементарны и дискретны (см., например, [15]). Вопрос об
арифметичности этих групп решен в [16]. Формулы объемов для орбифолдов
F (n) найдены в [17]. Циклические накрытия орбифолдов F (n) известны как
многообразия Фибоначчи, поскольку их фундаментальные группы изоморфны
группам Фибоначчи с копредставлением

F (2, 2n) = 〈x1, x2, . . . , x2n | xixi+1 = xi+2, i = 1, 2, . . . , 2n〉,
где индексы берутся по модулю 2n. Объемы, изометрии и сложность многооб-
разий Фибоначчи исследованы в [18–21].

Установим вспомогательную формулу, которая будет использоваться в сле-
дующих разделах.
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Лемма 3.1. Пусть fn и gn, n ≥ 4, — элементы группы PSL(2,C), заданные
формулами (6) и (7). Тогда для любого λ ∈ R имеет место равенство

| tr[fn, gn] − λ| =
√

(λ2 − 3λ + 3) + 4(λ− 1) sin2(π/n).

Доказательство. Обозначим ν = π/n. Из (6) и (7) следует, что

tr2(fn) = tr2(gn) = 4 cos2 ν,

sh2 ρn = −5 + ctg2 ν + i
√

3 ctg4 ν + 14 ctg2 ν − 5

8 sin2 ν
.

По лемме 4.2 из [22]

tr[fn, gn] − 2 =
1
4
(tr2(fn) − 4)(tr2(gn) − 4) sh2 ρn,

откуда

| tr[fn, gn] − λ| = |4 sin4 ν sh2 ρn + 2 − λ|

=
1
2
|(5 + ctg2 ν + i

√

3 ctg4 ν + 14 ctg2 ν − 5) sin2 ν + (2λ− 4)|.

Принимая во внимание тот факт, что

(5 + ctg2 ν + i

√

3 ctg4 ν + 14 ctg2 ν − 5) sin2 ν

= 5 sin2 ν + cos2 ν + i
√

3 cos4 ν + 14 cos2 ν sin2 ν − 5 sin4 ν

= 4 sin2 ν + 1 + i
√

−16 sin4 ν + 8 sin2 ν + 3,

получаем

| tr[fn, gn] − λ| =
1
2
|4 sin2 ν + (2λ− 3) + i

√

−16 sin4 ν + 8 sin2 ν + 3|

=
1
2

√

16 sin4 ν + 8(2λ− 3) sin2 ν + (2λ− 3)2 − 16 sin4 ν + 8 sin2 ν + 3

=
1
2

√

(4λ2 − 12λ + 12) + 8(2λ− 2) sin2 ν =
√

(λ2 − 3λ + 3) + 4(λ− 1) sin2 ν.

Лемма доказана. �

4. Числа Йоргенсена

Для произвольных элементов f, g ∈ PSL(2,C) обозначимJ (f, g) = | tr2(f) − 4| + | tr[f, g] − 2|.

Пусть G < PSL(2,C) — двупорожденная неэлементарная группа. ВеличинаJ (G) = inf
〈f,g〉=G

J (f, g),

где инфимум берется по всем упорядоченным парам (f, g) порождающих груп-
пы G, называется числом Йоргенсена группы G. В силу теоремы 1.1 если G —
дискретная группа, то J (G) ≥ 1.

Как показали Оичи и Сато [23], для любого n ∈ N существует неэлемен-
тарная дискретная группа G такая, что J (G) = n. Более того, для любого
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вещественного числа r > 4 существует классическая группа Шоттки такая, чтоJ (G) = r. Точные значения чисел Йоргенсена для групп некоторых двухмо-
стовых узлов и зацеплений вычислены в [10, 24]. Например, число Йоргенсена
группы зацепления Уайтхеда равно двум.

Двупорожденная неэлементарная дискретная группа G < PSL(2,C) назы-
вается группой Йоргенсена, если она может быть порождена такими элемента-
ми f и g, что J (f, g) = 1. Следовательно, если G — группа Йоргенсена, тоJ (G) = 1.

Понятие группы Йоргенсена введено в [6]. В этой работе показано, что
(1) каждая группа Йоргенсена имеет в качестве подгрупп группы Йорген-

сена специального вида;
(2) если G = 〈f, g〉 — группа Йоргенсена и J (f, g) = 1, то либо f — эллип-

тический элемент порядка не меньше семи и tr(fgfg−1) = 1, либо f — парабо-
лический элемент;

(3) единственными фуксовыми группами Йоргенсена являются треуголь-
ные группы с сигнатурами (2, 3, n), где n ≥ 7 или n = ∞.

Бесконечные семейства неизоморфных клейновых групп Йоргенсена по-
строены в [25], а в [7–9] описан широкий класс групп Йоргенсена параболиче-
ского типа. В [10] классифицированы все четырнадцать некокомпактных ариф-
метических групп Йоргенсена.

Группа узла восьмерка π1(S3 \ F ) является группой Йоргенсена [11]. Дей-
ствительно, для канонических порождающих (5) этой группы выполнено ра-

венство [f, g] =

(

1 − ω + ω2 ω
ω2 1 + ω

)

, откуда tr[f, g] = 2 + ω2 и J (f, g) =

|4 − 4| + |2 + ω2 − 2| = 1. Более того, Каллахан в [10] показал, что π1(S3 \ F )
является единственной группой Йоргенсена, не имеющей элементов конечного
порядка.

Оценим числа Йоргенсена групп гиперболических орбифолдов восьмерки
F (n).

Теорема 4.1. Пусть n ≥ 4. Для числа Йоргенсена группы πorb(F (n))
имеет место двойное неравенство

1 ≤J (πorb(F (n))) ≤ 4 sin2(π/n) +
√

1 + 4 sin2(π/n).

Доказательство. Левое неравенство выполнено, так как πorb(F (n)) —
неэлементарная дискретная группа. Установим правое неравенство, выбрав ка-
нонические порождающие fn и gn, заданные формулами (6) и (7). Из леммы 3.1
для λ = 2 следует, чтоJ (fn, gn) = |(2 cos(π/n))2 − 4|+ | tr[fn, gn]− 2| = 4 sin2(π/n) +

√

1 + 4 sin2(π/n).

Поскольку J (G) ≤J (fn, gn), теорема доказана. �

Из этой теоремы вытекает, что числа Йоргенсена групп орбифолдов вось-
мерки стремятся к числу Йоргенсена группы узла восьмерка.

Следствие 4.1. Имеет место равенство

lim
n→∞

J (πorb(F (n))) = J (π1(S
3 \ F )).
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5. Числа Геринга — Мартина — Тана

Для f, g ∈ PSL(2,C) таких, что tr[f, g] 6= 1, обозначимG (f, g) = | tr2(f) − 2| + | tr[f, g] − 1|.
Если пара (f, g) такова, что tr[f, g] = 1, то для нее величина G (f, g) не опреде-
ляется. Пусть G < PSL(2,C) — двупорожденная группа. ВеличинуG (G) = inf

〈f,g〉=G
G (f, g)

будем называть числом Геринга — Мартина — Тана или кратко GMT-числом
группы G. По теореме 1.1 если G — дискретная группа, то G (G) ≥ 1.

Двупорожденная дискретная группа G < PSL(2,C) называется GMT-груп-
пой, если она может быть порождена такими элементами f и g, что G (f, g) = 1.
Следовательно, если G — GMT-группа, то G (G) = 1.

Среди примеров GMT-групп имеются как элементарные (диэдральная
группа порядка восемь), так и неэлементарные группы (см. [4, 26]). Неэлемен-
тарными GMT-группами являются группы из бесконечного семейства групп,
построенного Маскитом в [27]. Это семейство состоит из групп 〈f, g〉 < PSL(2,C),
обладающих следующим свойством: f — эллиптический элемент порядка 4 с
неподвижными точками z1, z2 ∈ C и g(z1) = z2.

Следующее утверждение показывает, что группа узла восьмерка не явля-
ется GMT-группой.

Теорема 5.1. Для числа Геринга — Мартина — Тана группы π1(S3 \ F )
имеет место равенство G (π1(S3 \ F )) = 3.

Доказательство. Поскольку π1(S3 \ F ) < PSL(2,O3), для любого h ∈
π1(S3 \ F ) представляющая его матрица состоит из элементов вида a + bω, где
a, b ∈ Z.

Покажем, что | tr2(h) − 2| ≥ 2 для любого h ∈ π1(S3 \ F ). Предположим,
что | tr2(h)−2| < 2. Полагая tr(h) = k+ ℓω, где k, ℓ ∈ Z, перепишем неравенство
в виде

(k2 − ℓ2/2 − kℓ− 2)2 + 3(kℓ− ℓ2/2)2 < 4.

Нетрудно проверить, что это неравенство имеет только следующие целые реше-
ния: (k, ℓ) = (±1, 0). Следовательно, tr2(h) = 1, и, значит, h — эллиптический
элемент порядка три. Однако как фундаментальная группа трехмерного гипер-
болического многообразия π1(S3 \ F ) не содержит кручений; противоречие.

Далее покажем, что для любых h1, h2 ∈ π1(S3 \ F ) выполнено неравенство
| tr[h1, h2] − 1| ≥ 1. Предположим, что | tr[h1, h2] − 1| < 1. Полагая tr[h1, h2] =
m + nω, где m,n ∈ Z, перепишем это неравенство в виде

|m + nω − 1| =
√

(m− n/2 − 1)2 + 3n2/4 =
√

m2 + n2 + 1 −mn− 2m + n < 1.

Поскольку подкоренное выражение является целым числом, неравенство имеет
единственное целое решение (m,n) = (1, 0). Поэтому tr[h1, h2] = 1, следователь-
но, [h1, h2] — эллиптический элемент порядка три; противоречие.

Таким образом, для любых элементов h1, h2 ∈ π1(S3 \ F ) выполнено нера-
венство G (h1, h2) = | tr2(h1) − 2| + | tr[h1, h2] − 1| ≥ 2 + 1 = 3.

Нетрудно видеть, что равенство достигается для канонических порождающих
f и g. В самом деле, tr2(f) = 4, tr[f, g] = 2+w2 и G (f, g) = |4−2|+ |2+ω2−1| =
2 + |1 + ω2| = 3. �
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Оценим числа Геринга — Мартина — Тана групп гиперболических орби-
фолдов восьмерки F (n).

Теорема 5.2. Пусть n ≥ 4. Для числа Геринга — Мартина — Тана группы
πorb(F (n)) имеет место двойное неравенство

1 ≤ G (πorb(F (n))) ≤ 3 − 4 sin2(π/n).

Доказательство. Левое неравенство выполнено, поскольку для любого
n ≥ 4 группа πorb(F (n)) дискретна. Покажем, что имеет место правое неравен-
ство. Выберем канонические порождающие fn и gn, заданные формулами (6)
и (7). Из леммы 3.1 для λ = 1 следует, что | tr[fn, gn] − 1| = 1. Значит,G (fn, gn) = | tr2(fn)− 2|+ | tr[fn, gn]− 1| = |4 cos2(π/n)− 2|+ 1 = 3− 4 sin2(π/n).

Поскольку G (πorb(F (n))) ≤ G (fn, gn), теорема доказана. �

Эта теорема позволяет привести, по-видимому, первый пример группы ком-
пактного гиперболического орбифолда циклического типа, являющейся GMT-
группой.

Следствие 5.1. Группа орбифолда восьмерки πorb(F (4)) является GMT-
группой.

6. Числа Тана

Для f, g ∈ PSL(2,C) таких, что tr2(f) 6= 1, обозначимT (f, g) = | tr2(f) − 1| + | tr[f, g]|.
Если пара (f, g) такова, что tr2(f) = 1, то для нее величина T (f, g) не опреде-
ляется. Пусть G < PSL(2,C) — двупорожденная группа. ВеличинуT (G) = inf

〈f,g〉=G
T (f, g)

будем называть числом Тана группы G. По теореме 1.1 если G — дискретная
группа, то T (G) ≥ 1.

Двупорожденная дискретная группа G < PSL(2,C) называется группой
Тана, если она может быть порождена такими элементами f и g, чтоT (f, g) = 1.
Следовательно, если G — группа Тана, то T (G) = 1.

Примерами элементарных групп Тана служат диэдральная группа поряд-
ка 8 и группа вращений тетраэдра A4 (см. [4, 26]). Отметим, что упоминав-
шиеся в разд. 5 группы, построенные Маскитом в [27], являются не только
GMT-группами, но и неэлементарными группами Тана.

Рассмотрим группу узла восьмерка π1(S3 \F ) с каноническими порождаю-
щими f и g. Прямые вычисления показывают, что T (f, g) = |4− 1|+ |2 + ω2| =
3 +

√
3. Таким образом, имеет место неравенство T (π1(S3 \ F )) ≤ 3 +

√
3.

Следующее утверждение показывает, что эту верхнюю оценку можно улуч-
шить, а также указать нижнюю оценку. Из приведенной нижней оценки следу-
ет, что группа узла восьмерка π1(S3 \ F ) не является группой Тана.

Теорема 6.1. Для числа Тана группы π1(S3\F ) имеет место двойное нера-
венство

1 +
√

3 ≤ T (π1(S
3 \ F )) ≤

√
7 +

√
3.

Доказательство. Установим каждое неравенство отдельно.
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Лемма 6.1. Имеет место неравенство 1 +
√

3 ≤ T (π1(S3 \ F )).

Доказательство. Поскольку π1(S3 \ F ) < PSL(2,O3), для любого h ∈
π1(S3 \ F ) представляющая его матрица состоит из элементов вида a + bω, где
a, b ∈ Z.

Покажем, что | tr2(h) − 1| ≥
√

3 для любого h ∈ π1(S3 \ F ). Предположим,
что | tr2(h)−1| <

√
3. Полагая tr(h) = k+ℓω, где k, ℓ ∈ Z, перепишем неравенство

в виде
(k2 − ℓ2/2 − kℓ− 1)2 + 3(kℓ− ℓ2/2)2 < 3.

Нетрудно проверить, что это неравенство имеет только следующие целые ре-
шения: (k, ℓ) = (±1, 0). Стало быть, tr2(h) = 1, и, значит, h — эллиптический
элемент порядка три. Однако как фундаментальная группа трехмерного гипер-
болического многообразия π1(S3 \ F ) не содержит кручений; противоречие.

Далее покажем, что для любых h1, h2 ∈ π1(S3 \ F ) выполнено неравенство
| tr[h1, h2]| ≥ 1. Предположим, что | tr[h1, h2]| < 1. Полагая tr[h1, h2] = m + nω,
где m,n ∈ Z, перепишем это неравенство в виде

|m + nω| =
√

(m− n/2)2 + 3n2/4 =
√

m2 −mn + n2 < 1.

Поскольку подкоренное выражение является целым числом, неравенство имеет
единственное целое решение: (m,n) = (0, 0). Поэтому tr[h1, h2] = 0, следова-
тельно, [h1, h2] — эллиптический элемент порядка два; противоречие.

Таким образом, для любых элементов h1, h2 ∈ π1(S3 \ F ) выполнено нера-
венство T (h1, h2) = | tr2(h1) − 1| + | tr[h1, h2]| ≥

√
3 + 1.

В частности, для любой пары (f∗, g∗) порождающих группы π1(S3 \F ) справед-
лива оценка снизу

√
3 + 1 ≤ T (f∗, g∗). Лемма доказана. �

Лемма 6.2. Имеет место неравенство T (π1(S3 \ F )) ≤
√

7 +
√

3.

Доказательство. Обозначим h = [f−1, g]. Из соотношений в группе
π1(S3 \ F ) следует, что g = hfh−1, поэтому π1(S3 \ F ) = 〈h, f〉. Прямые вы-
числения показывают, что

h = [f−1, g] =

(

0 ω
1 + ω 1 − ω

)

и [h, f ] =

(

1 −1
−ω 1 + ω

)

,

откуда tr2(h) = (1 − ω)2 и tr[h, f ] = 2 + ω. Значит,T (h, f) = |(1 − ω)2 − 1| + |2 + ω| =
√

7 +
√

3.

Поскольку T (π1(S3 \ F )) ≤ T (h, f), лемма доказана. �

Теорема 6.1 следует из лемм 6.1 и 6.2. �

Оценим числа Тана групп гиперболических орбифолдов восьмерки F (n).

Теорема 6.2. Пусть n ≥ 4. Для числа Тана группы πorb(F (n)) имеет место
двойное неравенство

1 ≤ T (πorb(F (n))) ≤



















3 − 4 sin2(π/n) +
√

3 − 4 sin2(π/n), n ≤ 7,

1 +
√

2 +
√

1 +
√

2, n = 8,
√

7 − 8 sin2(π/n) +
√

3 − 4 sin2(π/n), n ≥ 9.

Доказательство. Нижняя оценка, очевидно, верна. Для доказательства
верхней оценки начнем с выбора канонических порождающих fn и gn, заданных
формулами (6) и (7).
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Лемма 6.3. Имеет место формулаT (fn, gn) = 3 − 4 sin2(π/n) +
√

3 − 4 sin2(π/n).

Доказательство. Из (6) следует, что

| tr2(fn) − 1| = |4 cos2(π/n) − 1| = |3 − 4 sin2(π/n)| = 3 − 4 sin2(π/n).

По лемме 3.1 для λ = 0 имеем | tr[fn, gn]| =
√

3 − 4 sin2(π/n). Значит,T (fn, gn) = | tr2(fn) − 1| + | tr[fn, gn]| = 3 − 4 sin2(π/n) +
√

3 − 4 sin2(π/n).

Поскольку T (πorb(F (n))) ≤ T (fn, gn), лемма доказана. �

Выберем другую пару порождающих. А именно, обозначим hn = [gn, fn] и
kn = g−1

n . Из соотношений в группе πorb(F (n)) следует, что

fn = [gn, fn]g−1
n [gn, fn]−1 = hnknh

−1
n ,

значит, πorb(F (n)) = 〈hn, kn〉.
Лемма 6.4. Имеет место формулаT (hn, kn) =

√

7 − 8 sin2(π/n) +
√

3 − 4 sin2(π/n).

Доказательство. Обозначим ν = π/n. Покажем, что

| tr2(hn) − 1| =
√

7 − 8 sin2 ν. (8)

Действительно, можем записать

| tr2(hn) − 1| = | tr2[gn, fn] − 1| = | tr[gn, fn] − 1|| tr[gn, fn] + 1|. (9)

Из леммы 3.1 для λ = 1 и λ = −1 следует, что

| tr[gn, fn] − 1| = 1 и | tr[gn, fn] + 1| =
√

7 − 8 sin2 ν.

Подставляя эти выражения в (9), получим (8).
Покажем, что

| tr[hn, kn]| =
√

3 − 4 sin2 ν. (10)

В самом деле,

[hn, kn] =
[

[gn, fn], g−1
n

]

= [gn, fn]g−1
n [gn, fn]−1gn

= fn gn =

(

cos ν ieρn/2 sin ν
ie−ρn/2 sin ν cos ν

)

·
(

cos ν ie−ρn/2 sin ν
ieρn/2 sin ν cos ν

)

=

(

cos2 ν − eρn sin2 ν ∗
∗ cos2 ν − e−ρn sin2 ν

)

,

откуда

| tr[hk, kn]| = |2 cos2 ν − (eρn + e−ρn) sin2 ν| = |2(cos2 ν − ch ρn sin2 ν)|. (11)

Напомним, что комплексное расстояние ρn удовлетворяет условию (7) вида

ch ρn =
1
4
(1 + ctg2 ν − i

√

3 ctg4 ν + 14 ctg2 ν − 5).
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Значит,

ch ρn sin2(π/n) =
1
4
(1 + ctg2 ν − i

√

3 ctg4 ν + 14 ctg2 ν − 5) sin2 ν

=
1
4
(sin2 ν + cos2 ν − i

√

3 cos4 ν + 14 cos2 ν sin2 ν − 5 sin4 ν)

=
1
4
(1 − i

√

−16 sin4 ν + 8 sin2 ν + 3).

Подставляя найденное выражение в (11), приходим к (10):

| tr[hn, kn]| = 2| cos2 ν − ch ρn sin2 ν|

=
1
2
|4 cos2 ν − 1 + i

√

−16 sin4 ν + 8 sin2 ν + 3|

=
1
2

√

(3 − 4 sin2 ν)2 − 16 sin4 ν + 8 sin2 ν + 3

=
1
2

√

12 − 16 sin2 ν =
√

3 − 4 sin2 ν.

Таким образом, с учетом (8) и (10) имеемT (hn, kn) = | tr2(hn) − 1| + | tr[hk, kn]| =
√

7 − 8 sin2(π/n) +
√

3 − 4 sin2(π/n).

Лемма доказана. �

Поскольку T (πorb(F (n))) ≤ T (fn, gn) и T (πorb(F (n))) ≤ T (hn, kn), для
завершения доказательства теоремы 6.2 осталось сравнить оценки из лемм 6.3
и 6.4. Нетрудно видеть, что неравенствоT (fn, gn) ≤ T (hn, kn) выполнено тогда
и только тогда, когда 4 ≤ n ≤ 8. При этом оно обращается в равенство только
при n = 8: T (f8, g8) = 1 +

√
2 +

√

1 +
√

2 = T (h8, k8).

Таким образом, верхние оценки из формулировки теоремы установлены. �
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