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ИНТЕГРАЛЬНАЯ СРЕДНЯЯ КРИВИЗНА

И БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ ИЗГИБАНИЯ

ПОВЕРХНОСТЕЙ В ТРЕХМЕРНОМ

РИМАНОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
М. В. Нещадим

Аннотация. Найдена формула для производной интегральной средней кривизны
поверхности в трехмерном римановом пространстве относительно бесконечно ма-
лого изгибания.
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Ю. Г. Решетняку к 85-летию

Пусть в римановом пространстве (M3, g)
1) фиксирована поверхность S, в локальных координатах x = (x1, x2, x3)

поверхность S задаваемая параметрически:

xi = xi(u), где u = (u1, u2);

2) в некоторой окрестности поверхности S есть векторное поле vi = vi(x),
i = 1, 2, 3, которое порождает семейство поверхностей St = {x = x(u, t)}:

dx

dt
= v(x), x|t=0 = x(u);

3) на поверхности St рассматривается индуцированная метрика

aαβ(u, t) = gpq
∂xp

∂uα
∂xq

∂uβ
=

〈
∂x

∂uα
,
∂x

∂uβ

〉
.

Далее латинские индексы i, j, k, . . . пробегают значения 1, 2, 3, а греческие
индексы α, β, γ, . . . — значения 1, 2. Метрика gpq и поверхность S предпо-
лагаются достаточно гладкими. Все используемые обозначения стандартны и
могут быть найдены в классических учебниках по римановой геометрии (см.,
например, [1, 2]).

Если на поверхности S есть некоторая гладкая кривая l:

uα = uα(τ), α = 1, 2, τ0 ≤ τ ≤ τ1,

то в силу условия 2 имеется семейство кривых l(t) ⊂ St. Обозначим через �(t)
длину кривой l(t).

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 13–01–92697), Математического отделения РАН (код проекта 1.3.1–
2012), а также Междисциплинарного интеграционного проекта СО РАН (код проекта 44–
2012).
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Определение. Векторное поле v называется бесконечно малым изгибани-
ем поверхности S [3, 4], если для любой кривой l на поверхности S выполняется
равенство

d�(t)
dt

∣∣∣∣
t=0

= 0.

Вторая квадратичная форма поверхности S определяется равенством [1, 2]
bαβ = 〈∇βxα,m〉,

где m = (mk) — вектор единичной нормали к поверхности S в пространстве
(M3, g). Здесь и далее ∇ — ковариантная производная в пространстве (M3, g),
а ∇̃ — ковариантная производная в пространстве (S, a). В частности, ∇v —
ковариантная производная вдоль векторного поля v, ∇α — ковариантная про-
изводная по переменной uα в пространстве (M3, g), ∇̃α — ковариантная про-
изводная по переменной uα в пространстве (S, a). Будем использовать также
обозначение xα = ∂x

∂uα .
Средняя кривизна определяется равенством

H =
1
2
aαβbαβ .

Соответственно определяется интегральная средняя кривизна H(S) поверхно-
сти S:

H(S) =
1
2

∫
�

aαβbαβa du
1du2,

где a =
√
a11a22 − (a12)2.

При выполнении приведенных выше предположений справедлива

Теорема. Для любой компактной ориентированной гладкой поверхности
S ⊂ (M3, g) и любого ее бесконечно малого изгибания v имеет место формула

dH(St)
dt

∣∣∣∣
t=0

=
1
2

∫
∂S

〈∇vm×m, dx〉
∣∣∣∣
t=0

+
1
2

∫
S

aaαβ〈R(v, xβ)xα,m〉 du1du2,

где R(v, xβ)xα = (∇v∇β −∇β∇v)xα — оператор кривизны риманова многообра-
зия (M3, g), × — векторное произведение.

Данное утверждение обобщает аналогичный результат для евклидова про-
странства E3 [5]. Отметим также, что в [6] приведена формула для произволь-
ного эйнштейнова многообразия, связывающая вариацию объема, ограниченно-
го семейством гиперповерхностей, и интеграл от вариации средней кривизны по
гиперповерхности. Обзор результатов по теории изгибания поверхностей можно
найти в [7].

Приведем несколько вспомогательных утверждений. Утверждения лемм 1–
3 и их следствий известны и могут быть найдены в классической литературе по
дифференциальной геометрии.

Лемма 1 (производная метрики поверхности вдоль векторного поля). Для
семейства поверхностей St в римановом многообразии (M3, g), полученного при
движении поверхности S вдоль векторного поля v, справедлива формула

∂aαβ
∂t

= (Lvg)pq
∂xp

∂uα
∂xq

∂uβ
,

где Lvg — производная Ли тензора g вдоль векторного поля v:

(Lvg)pq = vk
∂gpq
∂xk

+ gkq
∂vk

∂xp
+ gpk

∂vk

∂xq
.
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Лемма 2 (производная длины кривой на поверхности вдоль векторного
поля). Имеет место формула

d�(t)
dt

=
1
2

τ1∫
τ0

1√
aγδ

duγ

dτ
duδ

dτ

duα

dτ

duβ

dτ

∂xp

∂uα
∂xq

∂uβ
(Lvg)pq dτ. (1)

Доказательство. По определению

�(t) =
τ1∫

τ0

√
aαβ

duα

dτ

duβ

dτ
dτ.

Так как переменные u не зависят от параметра t, т. е. ∂u
∂t = 0, имеем

d�(t)
dt

=
1
2

τ1∫
τ0

1√
aγδ

duγ

dτ
duδ

dτ

∂aαβ(u(τ), t)
∂t

duα

dτ

duβ

dτ
dτ.

Остается применить лемму 1.

Следствие 1. Если векторное поле v является бесконечно малым изгиба-
нием поверхности S, то выполняется равенство

(Lvg)pq
∂xp

∂uα
∂xq

∂uβ

∣∣∣∣
S

= 0, α, β = 1, 2, (2)

или, равносильно,
∂aαβ
∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, α, β = 1, 2. (3)

Действительно, в силу формулы (1) и определения бесконечно малого из-
гибания

τ1∫
τ0

1√
aγδ

duγ

dτ
duδ

dτ

duα

dτ

duβ

dτ

∂xp

∂uα
∂xq

∂uβ
(Lvg)pq dτ

∣∣∣∣
S

= 0.

Ввиду произвольности кривой l получаем требуемое утверждение.
В случае евклидова пространства M3 = R3, gpq = δpq и формула (2) при-

нимает следующий вид:(
δkq

∂vk

∂xp
+ δpk

∂vk

∂xq

)
∂xp

∂uα
∂xq

∂uβ
= 0, α, β = 1, 2,

или
3∑

q=1

(
∂vq

∂uα
∂xq

∂uβ
+

∂vq

∂uβ
∂xq

∂uα

)
= 0, α, β = 1, 2,

что равносильно трем равенствам

∂x

∂u1
∂v

∂u1 =
∂x

∂u2
∂v

∂u1 +
∂x

∂u1
∂v

∂u2 =
∂x

∂u2
∂v

∂u2 = 0.
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Лемма 3 (конструкция векторного произведения). Пусть даны два век-
тора u = uk, w = wk в римановом пространстве (M3, g) в некоторой точке x.
Тогда вектор

np = gpiεiklu
kwl

имеет следующие свойства:
1) 〈n, u〉 = 〈n,w〉 = 0,
2) |n| = |u| · |w| sin(û, w).
Здесь εikl — дискриминантный тензор:

εikl =


√
g sgnπ, π =

{
123
ikl

— подстановка,

0, π не подстановка.

Вектор n называется векторным произведением векторов u и w и обозначается
через n = u× w.

Следствие 2. Вектор единичной нормали к поверхности S в точке x(u)
имеет вид

mp =
1
a
gpiεikl

∂xk

∂u1
∂xl

∂u2 ,

где a =
√
a11a22 − (a12)2 — элемент площади поверхности.

Лемма 4 (вектор бинормали). Для вектора нормали m к поверхности St
в римановом многообразии (M3, g) справедливо равенство

〈∇vm×m, dx〉 = −εαβaαγ〈∇βv,m〉 duγ

при t = 0, где

aεαβ =
{

0, если α = β,

−1, если α 6= β.

Доказательство. Заметим, что если w — векторное поле вдоль инте-
гральных линий векторного поля v, то

∇v(ρw)× (ρw) = ρ2∇vw × w.

Действительно,

∇v(ρw) =
dρ

dt
w + ρ∇vw.

Операция векторного произведения (u× w)p = gpiεiklukwl кососимметрична по
аргументам u, w, т. е. w × w = 0. Поэтому

∇v(ρw)× (ρw) = ρ
dρ

dt
w × w + ρ2∇vw × w = ρ2∇vw × w.

Вспомним, что вектор нормали m имеет вид

mp =
1
a
gpiεikl

∂xk

∂u1
∂xl

∂u2 .

Следовательно,

∇vm×m =
1
a2∇vw × w,
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где

wp = gpiεikl
∂xk

∂u1
∂xl

∂u2 .

Вектор w можно представить также в виде

wp = gpiεikl
∂xk

∂u1
∂xl

∂u2 =
a

2
εαβgpiεikl

∂xk

∂uα
∂xl

∂uβ
,

где εαβ — дискриминантный тензор поверхности S (определен выше). Следо-
вательно,

w =
a

2
εαβ(xα × xβ).

Так как a
2ε

αβ — постоянные числа и ∇v(A × B) = ∇vA × B + A × ∇vB для
произвольных векторных полей A и B, то

∇vw =
a

2
εαβ(∇vxα × xβ + xα ×∇vxβ).

Далее, ∇vxα = ∇αv, поэтому

∇vw =
a

2
εαβ(∇αv × xβ + xα ×∇βv)

и

∇vw × w =
a2

4
εαβεγδ(∇αv × xβ + xα ×∇βv)× (xγ × xδ)

=
a2

4
εαβεγδ((∇αv × xβ)× (xγ × xδ) + (xα ×∇βv)× (xγ × xδ)).

Воспользуемся формулой

(A×B)× (C ×D) = (A,B,D)C − (A,B,C)D,

справедливой для любых векторов A, B, C, D. Здесь (A,B,C) = εijkAiBjCk —
смешанное произведение векторов A, B, C. Имеем

∇vw × w =
a2

4
εαβεγδ(xγ(∇αv, xβ , xδ)− xδ(∇αv, xβ , xγ))

+
a2

4
εαβεγδ(xγ(xα,∇βv, xδ)− xδ(xα,∇βv, xγ))

=
a

2
εαβ(x1(∇αv, xβ , x2)− x2(∇αv, xβ , x1))

+
a

2
εαβ(x1(xα,∇βv, x2)− x2(xα,∇βv, x1))

=
a

2
εαβ((∇αv, xβ , x2) + (xα,∇βv, x2))x1 −

a

2
εαβ((∇αv, xβ , x1) + (xα,∇βv, x1))x2

= ((∇1v, x2, x2) + (x1,∇2v, x2))x1 − ((∇1v, x2, x1) + (x1,∇2v, x1))x2

= −(∇2v, x1, x2)x1 + (∇1v, x1, x2)x2 = −aεαβxα(∇βv, x1, x2).

Итак,
∇vw × w = −aεαβxα(∇βv, x1, x2)

и

∇vm×m =
1
a2∇vw × w = −1

a
εαβxα(∇βv, x1, x2) = −1

2
εαβxα(∇βv, xξ, xη)εξη.
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Отсюда при t = 0

〈∇vm×m, dx〉 = 〈∇vm×m,xγdu
γ〉

= −1
2
εαβaαγ(∇βv, xξ, xη)εξηduγ = −εαβaαγ〈∇βv,m〉duγ .

Лемма доказана.

Доказательство теоремы. Пусть x = (x1, x2, x3) — полугеодезические
координаты в окрестности поверхности S, т. е. x1 = u1, x2 = u2 — координаты
на поверхности S, а x3 — расстояние от точки до поверхности S. Метрика в
этой системе координат имеет вид

ds2 = gαβdx
αdxβ + (dx3)2,

где gαβ = gαβ(x1, x2, x3), α, β = 1, 2.
Так как интегральная средняя кривизна поверхности St определяется фор-

мулой

H(St) =
1
2

∫
St

aαβbαβdSt =
1
2

∫
S

aαβbαβa du
1du2,

где aαβ , bαβ — первая и вторая квадратичные формы поверхности St, диффе-
ренцированием по параметру t находим

dH(St)
dt

=
1
2

∫
S

∂(aaαβ)
∂t

bαβ du
1du2 +

1
2

∫
S

aaαβ
∂bαβ
∂t

du1du2.

В силу следствия 1

dH(St)
dt

∣∣∣∣
t=0

=
1
2

∫
S

aaαβ
∂bαβ
∂t

∣∣∣∣
t=0

du1du2.

Пусть

� = 2
(
dH(St)

dt
− 1

2

∫
∂S

〈∇vm×m, dx〉
)
t=0

.

Тогда

� =
∫
S

aaαβ
∂bαβ
∂t

∣∣∣∣
t=0

du1du2 −
∫
∂S

〈∇vm×m, dx〉
∣∣∣∣
t=0

.

В соответствии с леммой 4

� =
∫
S

aaαβ
∂bαβ
∂t

∣∣∣∣
t=0

du1du2 +
∫
∂S

εαβaαγ〈∇βv,m〉|t=0 du
γ .

Применяя ко второму интегралу формулу Стокса, получаем

� =
∫
S

aaαβ
∂bαβ
∂t

∣∣∣∣
t=0

du1du2 +
∫
S

d(εαβaαγ〈∇βv,m〉duγ)|t=0.

Так как
d(ωγduγ) = ∇̃νωγ du

ν ∧ duγ
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и ∇̃νεαβ = 0, ∇̃νaαγ = 0, имеем

d(εαβaαγ〈∇βv,m〉duγ) = εαβaαγ∇̃ν〈∇βv,m〉 duν ∧ duγ

= εαβ(aα2∇̃1〈∇βv,m〉 − aα1∇̃2〈∇βv,m〉) du1 ∧ du2

= −aεαβaαξ∇̃η〈∇βv,m〉εξη du1 ∧ du2.

Итак,

� =
∫
S

(
aaαβ

∂bαβ
∂t

− aεαβεξηaαξ∇̃η〈∇βv,m〉
)
t=0

du1du2.

В полугеодезической системе координат m = ∂
∂x3 , поэтому ∇3m = 0 и

∇vm = vα∇αm+ v3∇3m = vα∇αm = −vαbαβaβγxγ .

В последнем равенстве использованы формулы Гаусса — Вейнгартена [1, 2].
Так как bαβ = 〈∇βxα,m〉, при t = 0

∂bαβ
∂t

=
∂

∂t
〈∇βx,m〉 = 〈∇v∇βxα,m〉+ 〈∇βxα,∇vm〉

= 〈∇v∇βxα,m〉 − 〈∇βxα, v
ξbξηa

ηγxγ〉

= 〈∇v∇βxα,m〉 − vξbξηa
ηγ

〈
�̃ ναβxν + bαβm,xγ

〉
= 〈∇v∇βxα,m〉 − vξbξηa

ηγ �̃ ναβaνγ = 〈∇v∇βxα,m〉 − vξbξη �̃
η
αβ

= 〈R(v, xβ)xα +∇β∇vxα,m〉 − vξbξη �̃
η
αβ

= 〈R(v, xβ)xα,m〉+ 〈∇β∇αv,m〉 − vξbξη �̃
η
αβ .

Здесь R — оператор кривизны всего риманова пространства (M, g) и �̃ ηαβ —
коэффициенты связности поверхности (S, a). Итак, при t = 0

∂bαβ
∂t

= 〈R(v, xβ)xα,m〉+ 〈∇β∇αv,m〉 − vξbξη �̃
η
αβ .

Заметим, что
εαβaαξε

ξη = aβη.

Следовательно, при t = 0

aaαβ
∂bαβ
∂t

− aεαβεξηaαξ∇̃η〈∇βv,m〉 = aaαβ
(
∂bαβ
∂t

− ∇̃β〈∇αv,m〉
)
.

Рассмотрим ∇̃β〈∇αv,m〉. Имеем

∇̃β〈∇αv,m〉 =
∂

∂uβ
〈∇αv,m〉 − �̃ ξαβ〈∇ξv,m〉

= 〈∇β∇αv,m〉+ 〈∇αv,∇βm〉 − �̃ ξαβ〈∇ξv,m〉.

С учетом полученных равенств при t = 0

∂bαβ
∂t

− ∇̃β〈∇αv,m〉 = 〈R(v, xβ)xα,m〉+ 〈∇β∇αv,m〉 − vξbξη �̃
η
αβ

− 〈∇β∇αv,m〉 − 〈∇αv,∇βm〉+ �̃ ξαβ〈∇ξv,m〉

= 〈R(v, xβ)xα,m〉 − vξbξη �̃
η
αβ − 〈∇αv,∇βm〉+ �̃ ξαβ〈∇ξv,m〉
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(используем формулы Гаусса — Вейнгартена)

= 〈R(v, xβ)xα,m〉 − vξbξη �̃
η
αβ + 〈∇αv, bβξa

ξηxη〉+ �̃ ξαβ〈∇ξv,m〉

= 〈R(v, xβ)xα,m〉 − vξbξη �̃
η
αβ + bβξa

ξη〈∇αv, xη〉+ �̃ ξαβ〈∇ξv,m〉

(воспользуемся равенством 〈∇ξv,m〉 = −〈xξ,∇vm〉)

= 〈R(v, xβ)xα,m〉 − vξbξη �̃
η
αβ + bβξa

ξη〈∇αv, xη〉 − �̃ ξαβ〈xξ,∇vm〉

= 〈R(v, xβ)xα,m〉 − vξbξη �̃
η
αβ + bβξa

ξη〈∇αv, xη〉+ �̃ ξαβ〈xξ, v
ηbηνa

νγxγ〉

= 〈R(v, xβ)xα,m〉 − vξbξη �̃
η
αβ + bβξa

ξη〈∇αv, xη〉+ vηbην �̃
ν
αβ

= 〈R(v, xβ)xα,m〉+ bβξa
ξη〈∇αv, xη〉.

Поэтому при t = 0
∂bαβ
∂t

− ∇̃β〈∇αv,m〉 = 〈R(v, xβ)xα,m〉+ bβξa
ξη〈∇αv, xη〉.

Покажем, что
J ≡ aαβbβξa

ξη〈∇αv, xη〉t=0 = 0.
Действительно,

J ≡ aαβbβξa
ξη〈∇αv, xη〉t=0 = aαβbβξa

ξη

(
∂

∂t
〈xα, xη〉t=0 − 〈xα,∇vxη〉t=0

)
(воспользуемся равенством ∂

∂t 〈xα, xη〉t=0 = 0)

= −aαβbβξaξη〈xα, vη〉t=0

(сделаем в этом выражении подстановку индексов α 7→ η, β 7→ ξ, ξ 7→ β, η 7→ α
и учтем симметричность тензоров aαβ = aβα, bξη = bηξ)

= −aαβbβξaξη〈∇αv, xη〉t=0 = −J.
Итак, J = −J , т. е. J = 0. Теорема доказана.
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