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�–ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ НА ДИСКРЕТНЫХ

ГРУППАХ И ПЕРВЫЕ `�–КОГОМОЛОГИИ
Я. А. Копылов, Р. А. Паненко

Аннотация. Изучаются первые группы когомологий счетной дискретной группы
G с коэффициентами в G-модуле `�(G), где � есть N -функция из класса �2(0) ∩
∇2(0). В развитие идей и методов Палса и Мартена — Валетта для конечно по-
рожденной группы G вводится дискретный �-лапласиан и доказывается теорема о
разложении пространства функций с конечной �-суммой Дирихле в прямую сумму
пространства �-гармонических функций и `�(G) (при соответствующей фактори-
зации). Также показано, что для конечно порожденной группы G, у которой есть
конечно порожденная бесконечная аменабельная подгруппа с бесконечным центра-
лизатором, имеет место равенство H

1(G, `�(G)) = 0. В завершение доказывается
тривиальность первой группы когомологий для сплетения двух групп, одна из ко-
торых неаменабельна.
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Введение

В последние десятилетия методы гармонического анализа на дискретных
структурах широко используются как для исследования самих этих структур,
так и для изучения многообразий и топологических групп. Так, в частности,
изучение аменабельности и свойства (T) Каждана для локально компактной
группы сводится к проверке этих свойств у произвольной решетки этой группы
(см., например, [1]). Многие вопросы геометрии римановых многообразий, удо-
влетворяющих условию удвоения и неравенству Пуанкаре, сводятся к изучению
некоторого графа, называемого дискретизацией данного многообразия [2].

Вопросы роста дискретных групп «на бесконечности» и наличие неподвиж-
ных точек в непрерывном изометрическом аффинном действии группы на бана-
ховом пространстве тесно связаны с одномерными групповыми когомологиями
группы с коэффициентами в соответствующем банаховом модуле (см., напри-
мер, [3, 4]).

В настоящей статье изучаются достаточные условия тривиальности пер-
вой группы когомологий H1(G, `�(G)) счетной дискретной группы G для �2-
регулярной N -функции �. Следует отметить, что ранее, в [5, 6], уже рассмат-
ривался �-лапласиан на ограниченных подобластях Rn, а пространства Орлича
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в контексте дискретных групп были предметом изучения таких авторов, как
Каминьска и Муселяк, в [7].

Данная работа имеет следующую структуру.
В § 1 приведены некоторые базовые понятия, относящиеся к N -функциям

и теории дискретных пространств Орлича. В § 2 напоминаем определения 1-
когомологий H1(G,V ) и редуцированных 1-когомологий H

1
(G,V ) топологиче-

ской группы G с коэффициентами в банаховом G-модуле V , приводим ряд из-
вестных утверждений, а также получаем достаточное условие тривиальности
когомологий H1(G, `�(G)) для �2-регулярной N -функции � в терминах три-
виальности одномерных когомологий ее неаменабельной подгруппы с некото-
рыми дополнительными предположениями (теорема 2.5). В § 3 по аналогии с
p-лапласианом и p-гармоническими функциями на конечно порожденных груп-
пах, являющихся предметом рассмотрения в работах Палса [4], а также Мар-
тена — Валетта [8], вводим понятия �-лапласиана и �-гармонической функции
для произвольной N -функции � на конечно порожденной группе. Основным
результатом § 3 являетcя теорема 3.6 о разложении пространства функций с
конечной �-суммой Дирихле, где � — непрерывно дифференцируемая строго
выпуклая N -функция, принадлежащая �2(0) ∩ ∇2(0), в сумму пространства
�-гармонических функций и замыкания `�(G). В § 4 мы пользуемся результа-
тами § 3, чтобы установить достаточные условия тривиальности редуцирован-
ных одномерных когомологий H

1
(G, `�(G)) конечно порожденной бесконечной

группы, а также доказываем условие тривиальности одномерных когомологий
сплетения групп. Нами получены аналоги теорем 4.2, 4.3 и 4.6 из [8] для случая
`�-когомологий (теорема 4.1, следствие 4.2, теорема 4.3).

§ 1. Пространства Орлича

Напомним некоторые понятия теории пространств Орлича, необходимые
для дальнейшей работы. Далее X — счетное множество, наделенное считающей
мерой.

Определение 1.1. Функцию � : R → R будем называть N -функцией, если
она допускает представление

�(x) =

|x|∫
0

ϕ(t) dt,

где функция ϕ(t) определена для t > 0, неубывающая, непрерывна справа, а
также удовлетворяет следующим условиям: ϕ(t) > 0, если t > 0; ϕ(0) = 0;
lim
t→∞

ϕ(t) = ∞. В дальнейшем будем писать �′ вместо ϕ.
Таким образом, N -функция � обладает следующими свойствами:
• �(x) > 0, если x > 0;
• � четна и выпукла;
• lim
x→0

�(x)
x = 0, lim

x→∞
�(x)
x = +∞.

Определение 1.2. Если � — N -функция, то функция, заданная следую-
щим образом:

�(x) =
x∫

0

(�′)−1(t) dt, где (�′)−1(x) = sup
�′(t)≤x

t,
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называется дополнительной к �.
Если � — N -функция, дополнительная к N -функции �, то � дополнитель-

ная к �.

Замечание. Пара дополнительных N -функций �,� удовлетворяет нера-
венству Юнга

ab ≤ �(a) + �(b)
для всех неотрицательных a и b; равенство достигается тогда и только тогда,
когда b = �′(a).

Определение 1.3. Говорят, что N -функция � удовлетворяет �2-условию
для малых x, и пишут � ∈ �2(0), если существуют константы x0 > 0, K > 2
такие, что �(2x) ≤ K�(x) для 0 ≤ x ≤ x0, и говорят, что функция � удовлетво-
ряет ∇2-условию для малых x, и пишут � ∈ ∇2(0), если существуют константы
x0 > 0 и c > 1 такие, что �(x) ≤ 1

2c�(cx) для 0 ≤ x ≤ x0.

Далее мы будем называть N -функции � ∈ �2(0) (� ∈ ∇2(0)) �2-регулярны-
ми (∇2-регулярными). Как известно, N -функция ∇2-регулярна тогда и только
тогда, когда дополнительная N -функция �2-регулярна.

Определение 1.4. Функция � называется равномерно выпуклой, если для
каждого a ∈ (0, 1) существует β(a) ∈ (0, 1) такое, что

�

(
u+ bu

2

)
≤ 1

2
(1− β(a))(�(u)− �(bu))

для всех b ∈ [0, 1] и u > 0.

Определение 1.5. Классом Орлича ˜̀�(X) называется множество таких
вещественнозначных функций X, что

ρ�(f) :=
∑
x∈X

�(f(x)) <∞.

В дальнейшем будем пользоваться следующим обозначением:

˜̀�
1 (X) =

{
f ∈ ˜̀�(X) |

∑
x∈X

�(f(x)) ≤ 1
}

Определение 1.6. Линейное пространство

`�(X) = {f : X → R : ρ�(af) <∞ для некоторого a > 0}

называется пространством Орлича на X.

Замечание. Известно (см., например, [9]), что множество ˜̀�(X) является
линейным пространством (в этом случае совпадающим с `�(X)) тогда и только
тогда, когда � ∈ �2(0).

Определение 1.7. Если f ∈ `�(X), то норма Орлича функции f опреде-
ляется как

‖f‖� := ‖f‖`�(X) := sup
u∈˜̀�

1

∣∣∣∑
x∈X

f(x)u(x)
∣∣∣.

Определение 1.8. Калибровочной нормой (или нормой Люксембурга) фун-
кции f ∈ `�(X) называется

‖f‖(�) := ‖f‖`(�)(X) := inf
{
k > 0 : ρ�

(
f

k

)
≤ 1

}
.
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Известно, что калибровочная норма и норма Орлича эквивалентны (см.,
например, [10, § 3.3, предложение 4]):

‖f‖(�) ≤ ‖f‖� ≤ 2‖f‖(�).

Таким образом, не теряя общности рассуждений, будем подразумевать, что
пространство `�(X) снабжено калибровочной нормой ‖ · ‖(�).

Следующее утверждение известно для общего случая пространств с мерой
(см. [10, § 3.4, предложение 8]). Мы сформулируем и докажем его «счетную»
версию для удобства читателя.

Предложение 1.9. Пусть � ∈ �2(0), и пусть � — дополнительная к �
N -функция. Если f ∈ ˜̀�(X), то �′(|f |) ∈ ˜̀�(X).

Доказательство. Пусть f ∈ `�(X). Применяя равенство в неравенстве
Юнга к функциям |f | и �′(|f |), получим

�(|f |) + �(�′(|f |)) = |f |�′(|f |). (1)

Оценим x�(x) в подходящей окрестности нуля. По определению

�(x) =
x∫

0

ϕ(t) dt.

Далее,

x�′(x) =
2x∫
x

ϕ(x) dt ≤
2x∫
x

ϕ(t) dt ≤
2x∫
0

ϕ(t) dt = �(2x),

но �(2x) ≤ K�(x) в силу �2(0)-условия. Следовательно, x�′(x) ≤ K�(x) в
подходящей окрестности нуля. Воспользовавшись (1), получим �(�′(|f |)) ≤
(K − 1)�(|f |). Подбирая ε такое, что x�′(x) ≤ K�(x) для всех x ∈ [0, ε], имеем∑

x∈X

�(�′(|f(x)|)) =
∑

|f(x)|≤ε

�(�′(|f(x)|)) +
∑

|f(x)|>ε

�(�′(|f(x)|))

=
∑

|f(x)|≤ε

�(�′(|f(x)|)) + C ≤
∑

|f(x)|≤ε

(K − 1)�(|f(x)|) + C <∞. �

§ 2. 1-Когомологии

Пусть G — топологическая группа, а V — топологический G-модуль, т. е.
вещественное или комплексное топологическое векторное пространство, снаб-
женное линейным представлением π : G × V → V , (g, v) 7→ π(g)v. Такое про-
странство V называется банаховым G-модулем, если V — банахово простран-
ство, а π — представление G изометриями V . Введем следующие обозначения:

Z1(G,V ) := {b : G→ V непрерывно | b(gh) = b(g) + π(g)b(h)} (1-коциклы);

B1(G,V ) = {b ∈ Z1(G,V ) | (∃v ∈ V ) (∀g ∈ G) b(g) = π(g)v − v} (1-кограницы);

H1(G,V ) = Z1(G,V )/B1(G,V ) (1-когомологии с коэффициентами в V ).

Снабдим Z1(G,V ) топологией равномерной сходимости на компактных множе-
ствах в G. Будем обозначать символом B

1
(G,V ) замыкание B1(G,V ) в данной



1108 Я. А. Копылов, Р. А. Паненко

топологии. Фактор-пространство H
1
(G,V ) = Z1(G,V )/B

1
(G,V ) называется

редуцированным 1-когомологиями G с коэффициентами в G-модуле V .
Пусть V — банахов G-модуль. Будем говорить, что V имеет почти инвари-

антные векторы или почти имеет инвариантные векторы, если для каждого
компактного подмножества F ⊂ G и каждого ε > 0 найдется единичный вектор
v ∈ V такой, что ‖π(g)v − v‖ ≤ ε для всех g ∈ F .

Предположим, что заданы замкнутая нормальная подгруппа N группы G
и G-модуль V , тогда группа G действует на H1(N,V |N ) следующим образом
(см. [11, 12]): на Z1(N,V |N ) действие определяется формулой

(g · b)(n) = π(g)(b(g−1ng))

(b ∈ Z1(N,V |N ), g ∈ G, n ∈ N). Поскольку это действие оставляет пространство
B1(N,V |N ) инвариантным, получаем определенное таким образом действие G
на H1(N,V |N ). В силу того, что для m ∈ N

(m · b)(n) = b(n) + (π(n)b(m)− b(m)),

действие N на H1(N,V |N ) тривиально, действие G на H1(N,V |N ) пропускает-
ся через G/N . Доказательство следующего утверждения можно найти в [11,
следствие 6.4; 12, п. 8.1].

Предложение 2.1. (1) Существует точная последовательность

0 → H1(G/N, V N ) i∗→ H1(G,V )
RestNG−→ H1(N,V |N )G/N → . . . ,

где i : V N → V — вложение, а RestNG : H1(G,V ) → H1(N,V |N )G/N — сужение.
(2) Если V N = 0, то RestNG : H1(G,V ) → H1(N,V |N )G/N — изоморфизм.
В [13] получены аналоги следствия 2.4 из [8] и предложения 2 из [14] в

контексте локально компактных групп. Приведем здесь дискретную форму
результатов [13]:

Предложение 2.2 [13, предложение 2]. Пусть � — N -функция класса
�2(0). Если G — счетная группа, то следующие утверждения эквивалентны:

(i) H1(G, `�(G)) = H
1
(G, `�(G));

(ii) G — неаменабельная группа.

Предложение 2.3 [13, теорема 1]. Предположим, что � — N -функция
класса �2(0), G — счетная группа, H — бесконечная подгруппа группы G. Сле-
дующие утверждения эквивалентны:

(i) подстановочное представление H в `�(G) имеет почти инвариантные
векторы;

(ii) H — аменабельная группа.
Для H = G данное предложение доказано Рао (см. [15, предложение 2]).

Лемма 2.4. Пусть � — N -функция класса �2(0), и пусть H — подгруппа
счетной дискретной группы G. Рассмотрим ряд свойств:

(i) H
1
(H, `�(H)) = 0;

(ii) H
1
(H, `�(G)|H) = 0;

(i′) H1(H, `�(H)) = 0;
(ii′) H1(H, `�(G)|H) = 0.
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Имеют место следующие эквивалентности: (i)⇔(ii) и (i′)⇔(ii′).
Доказательство. Воспользуемся общей схемой доказательства из [8], где

обсуждается `p-случай. Поскольку функция � �2-регулярна, пространство
Орлича `�(X) на счетном множестве состоит из тех последовательностей (xn),

для которых
∞∑
n=1

�(xn) < ∞. Таким образом, `�(G)|H можно отождествить с

`�-прямой суммой [G : H] копий `�(H).
Импликации (ii)=⇒(i) и (ii′)=⇒(i′) следуют из вложений H1(H, `�(H)) →

H1(H, `�(G)|H) и H
1
(H, `�(H)) → H

1
(H, `�(G)|H), индуцированных отображе-

нием ι : Z1(H, `�(H)) → Z1(H, `�(G)|H), b 7→ (b, 0, 0, . . . ).
(i)=⇒(ii) Для случая [G : H] <∞ утверждение тривиально, и потому пред-

положим, что [G : H] = ∞. Возьмем некоторый коцикл b ∈ Z1(H, `�(G)|H).
Пусть bn ∈ Z1(H, `�(H) — его n-я «компонента», лежащая в `�(Hsn). Возь-
мем некоторое конечное подмножество K множества H и ε > 0. Хорошо из-
вестно (см. [10, § 3.4, теорема 12]; здесь рассматривается случай глобальной
�2-регулярности, но не составляет большого труда подправить его для наших
целей), что если N -функция � �2-регулярна, то

lim
ρ�(v)→0

‖v‖L(�)(G) = 0.

Это означает, что для каждого ε > 0 существует δ > 0 такое, что

ρ�(f) < δ влечет ‖f‖L(�)(G) < ε.

Подберем δ0 такое, что если ρ�(v) < δ0, то ‖v‖L(�)(G) <
ε
2 . Зафиксируем N > 0

такое, что
∞∑

n=N+1
�(bn(h)) < δ0 для всех h ∈ K. Другими словами, для последо-

вательности

b>N (h) = (0, . . . , 0, �(bN+1(h)), �(bN+2)(h), . . . ), h ∈ K,

имеем ρ�(b>N (h)) < δ0. Таким образом, выбирая δ0, можно добиться выполне-
ния неравенства ‖b>N (h)‖(�) <

ε
2 . Для каждого i = 1, 2, . . . , N найдем функцию

vi ∈ `�(H) такую, что ‖bi(h)− (λH(h)vi− vi)‖(�) <
ε

2N
для всех h ∈ K. Возьмем

v = (v1, . . . , vN , 0, 0, . . . ) ∈ `�(G). Получим

‖b(h)− (λG(h)v − v)‖(�) ≤
N∑
i=1

‖bi(h)− (λH(h)vi − vi)‖(�) + ‖b>N (h)‖(�) < ε

для всех h∈K. Следовательно, b∈B1
(H, `�(G)|H), и поэтому H

1
(H, `�(G)|H)=0.

(i′) ⇒ (ii′)
(a) Если H конечна, то H1(H, `�(H)) = H1(H, `�(G)|H) = 0.
(b) Допустим, что H бесконечна. Тогда предложение 2.2 влечет неаме-

набельность H. Поэтому, воспользовавшись предложением 2.3, заключаем, что
`�(G)|H не имеет почти инвариантных векторов. Обращаясь к предложению 2.2
и вспоминая, что (i)=⇒(ii), имеем

H
1
(H, `�(G)|H) = H1(H, `�(G)|H) = H1(H, `�(H)) = 0. �

Следующая теорема известна для `p-когомологий (см. [14, теорема 1]).
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Теорема 2.5. Предположим, что � — N -функция класса �2(0). Пусть
N ≤ H ≤ G — цепочка счетных дискретных групп такая, что N — бесконеч-
ная нормальная подгруппа G, а H неаменабельна. Если H

1
(H, `�(H)) = 0, то

H1(G, `�(G)) = 0.
Доказательство. Поскольку H неаменабельна, в силу предложения 2.2

имеем H1(H, `�(H)) = 0. Так как N бесконечна, то `�(G)N = 0. Таким образом,
по предложению 2.1(2) ограничение RestNG : H1(G, `�(G)) → H1(N, `�(G)|N )
инъективно. В последовательности

H1(G, `�(G))
RestHG−→ H1(H, `�(G)|H)

RestNH−→ H1(N, `�(G)|N )

композиция RestNG = RestHG ◦RestNH инъективна. Но H1(H, `�(G)|H) = 0 по
лемме 2.4, и, следовательно, RestHG = 0. Таким образом, H1(G, `�(G)) = 0. �

Следствие 2.6. В условиях теоремы 2.5 H
1
(G, `�(G)) = 0.

§ 3. °-гармонические функции

Пусть G — конечно порожденная группа с конечным порождающим мно-
жеством S, действующая на счетном множестве X. Если A — абелева группа,
то будем обозначать символом AX абелеву группу всех функций f : X → A.
Пусть λX : G→ AX — подстановочное представление G на AX :

λX(g)f(x) = f(g−1x), f ∈ AX , g ∈ G.

Таким образом, AX есть G-модуль. В случае, когда X = G, указанное пред-
ставление называют левым регулярным представлением группы G в AG.

Хорошо известно следующее утверждение (см., например, [8, лемма 2.1]).

Предложение 3.1. Предположим, что (дискретная) группа G действует
свободно на множестве X. Тогда H1(G,AX) = 0.

Далее будем писать F(X) вместо RX .
Введем понятие пространства функций с конечной �-суммой Дирихле:

D�(X) = {f ∈ F(X) | ‖λX(g)f − f‖`(�)(X) <∞ для всех g ∈ G}
= {f ∈ F(X) | ‖λX(s)f − f‖`(�)(X) <∞ для всех s ∈ S}.

Пусть D�(X)G — пространство функций из D�(X), постоянных на G-орбитах
множестваX. Соответственно `�(X)G — `�-функции, постоянные наG-орбитах.
Введем на пространстве D�(X) = D�(X)/D�(X)G норму вида

‖f‖D�(X) =
∑
s∈S

‖λX(s)f − f‖`(�)(X).

Очевидно, что D�(X)G — ядро отображения

‖ · ‖D�(X) : D�(X) → R.

Определим линейное отображение α : D�(X) → Z1(G, `�(X)), полагая

α(f)(g) = λX(g)f − f.

Отображение, индуцируемое α на D�(X), инъективно, поскольку D�(X)G —
ядро α.

Положим `�G(X) = `�(X)/`�(X)G.
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Теорема 3.2. Предположим, что конечно порожденная группа G действу-
ет свободно на счетном множестве X. Тогда α : D�(X) → Z1(G, `�(X)) —
топологический изоморфизм и, следовательно,

(1) H1(G, `�(X)) ∼= D�(X)/`�G(X);
(2) H

1
(G, `�(X)) ∼= D�(X)/`�G(X).

Доказательство. В силу изложенного выше, отображение α непрерывно
и инъективно. Докажем его сюръективность. По предложению 3.1 H1(G,F(X))
= 0. Следовательно, для каждого b ∈ Z1(G, `�(X)) существует функция f ∈
F(X) такая, что b(g) = λX(g)f − f для всех g ∈ G. Очевидно, что f ∈ D�(X).
Поэтому α(f) = b. Легко видеть, что α−1 непрерывно. Обратившись к опреде-
лению α, нетрудно заметить, что α(`�G(X)) = B1(G, `�(X)). Теорема доказана.
�

Далее будем считать, что � — непрерывно дифференцируемая функция.
Определение 3.3. Пусть G — конечно порожденная группа, S — (конеч-

ное) множество ее порождающих элементов, и пусть G действует на счетном
множестве X. Определим �-лапласиан �� : F(X) → F(X) следующим обра-
зом:

(��f)(x) :=
∑
s∈S

�′(f(s−1x)− f(x)) для f ∈ F(X) и x ∈ X.

Функция f ∈ D�(X) называется �-гармонической, если (��f)(x) = 0 для всех
x ∈ X. Будем обозначать множество �-гармонических функций на X символом
HD�(X).

Необходимо ввести еще один оператор 〈��∗, ∗〉 : D�(X) × D�(X) → R,
действие которого определяется следующей формулой:

〈��h, f〉 :=
∑
x∈X

∑
s∈S

�′(h(s−1x)− h(x))(f(s−1x)− f(x)).

Данная сумма конечна в силу предложения 1.9.
Заметим, что �-лапласиан и форма 〈��·, ·〉 корректно определены на эле-

ментах D�(X). Сохраним их обозначения для этого пространства.
Напомним (см. [16]), что если V — вещественное векторное пространство,

то функционал ρ : V → [0,∞] называется модуляром на V в том случае, когда
для всех x, y ∈ V выполняются следующие свойства:

(1) ρ(0) = 0;
(2) ρ(−x) = ρ(x);
(3) ρ(αx+ βy) ≤ ρ(x) + ρ(y) для α, β > 0, α+ β = 1;
(4) ρ(x) = 0 влечет x = 0.
Снабдим пространство D�(X) модуляром ρ : D�(X) → R+ вида

ρ(f) =
∑
s∈S

∑
x∈X

�(f(s−1x)− f(x)).

Напомним, что дифференциал Гато отображения ρ в точке f ∈ D�(X) опреде-
ляется как

ρ′f (g) = lim
t→0+

ρ(f + tg)− ρ(f)
t

.

Несложно проверить, что ρ′f (g) = 〈��f, g〉.
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Предложение 3.4. Пусть � — непрерывно дифференцируемая строго вы-
пуклая N -функция. Допустим, что f1, f2 ∈ D�(X). В этом случае f1 − f2 ∈
D�(X)G тогда и только тогда, когда

〈��f1, f1 − f2〉 = 〈��f2, f1 − f2〉.

Доказательство. Предположим, что f1 − f2 ∈ D�(X)G. Несложно за-
метить, что 〈��f, ∗〉 отображает D�(X)G в {0} для всех f ∈ D�(X) и, следо-
вательно, 〈��f1, f1 − f2〉 = 0 = 〈��f2, f1 − f2〉. Обратно, предположим, что
f1−f2 /∈ D�(X)G. Тогда f1 и f2 задают различные элементы в D�(X)/D�(X)G.
Воспользовавшись предложением 5.4 из [17], можем заключить, что

ρ(f1) > ρ(f2) + ρ′f2(f1 − f2) = ρ(f2) + 〈��f2, f1 − f2〉.

Повторяя предыдущие рассуждения, получим

ρ(f2) > ρ(f1) + ρ′f1(f2 − f1) = ρ(f1)− 〈��f1, f1 − f2〉.

Таким образом, 〈��f1, f1 − f2〉 > 〈��f2, f1 − f2〉. �

Для каждого x ∈ X определим функцию δx : X → R:

δx(t) =
{

1, если t = x,

0, если t 6= x.

Лемма 3.5. Для h ∈ D�(X) следующие утверждения эквивалентны:
(1) h ∈ HD�(X);
(2) 〈��h, δx〉 = 0 для всех x ∈ X;
(3) 〈��h, f〉 = 0 для всех f ∈ (`�G(X))D�(X).

Доказательство. (1)⇔(2). Имеем

〈��h, δx〉 =
∑
t∈X

∑
s∈S

�′(h(s−1t)− h(t))(δx(s−1t)− δx(t))

=
∑
s∈S

(�′(h(x)− h(sx))− �′(h(s−1x)− h(x)))

= −
∑
s∈S

�′(h(sx)− h(x))−
∑
s∈S

�′(h(s−1x)− h(x))

= −2
∑
s∈S

�′(h(s−1x)− h(x)) = −2��h(x).

Это влечет наличие равенства ��h(x) = 0 для всех x ∈ X тогда и только тогда,
когда 〈��h, δx〉 = 0 для всех x ∈ X.

Импликация (3)⇒(2) тривиальна.
(1)⇒(3) Поскольку

(
`�G(X)

)
D�(X) совпадает с замыканием линейной обо-

лочки � множества { δx | x ∈ X } в D�(X), для каждого элемента f ∈ `�G(X)
существует последовательность {fn} ⊂ � такая, что ‖f − fn‖D�(X) → 0 при
n→∞. Предположим, что h ∈ HD�(X) и m = max

s∈S

∑
x∈X

�(�′(h(s−1x)− h(x))).

Тогда m < ∞ по предложению 1.9, следовательно, �′(λX(s)h − h)/m ∈ ˜̀�
1 (X)
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для всех s. Отсюда заключаем, что

0 ≤ |〈��h, f〉| = |〈��h, f − fn〉|

=
∣∣∣∣m∑

s∈S

∑
x∈X

�′((λX(s)h− h)(x))
m

(λX(s)(f − fn)− (f − fn))(x)
∣∣∣∣

≤ |m|
∑
s∈S

‖(λX(s)(f − fn)− (f − fn))‖`�(X)

≤ 2|m|
∑
s∈S

‖(λX(s)(f − fn)− (f − fn))‖`(�)(X) = 2|m| ‖f − fn‖D�(X) → 0

при n→∞. �

Теорема 3.6. Предположим, что �— непрерывно дифференцируемая стро-
го выпуклая N -функция, лежащая в �2(0) ∩ ∇2(0). Пусть G — конечно по-
рожденная группа, действующая на счетном множестве X. Тогда для любой
функции f ∈ D�(X) существует разложение f = u + h, где u ∈ (`�(X))D�(X)

и h ∈ HD�(X). Такое разложение единственно с точностью до элемента из
D�(X)G.

Доказательство. Так как � ∈ �2(0)∩∇2(0), пространство `�(X) рефлек-
сивно (см. [9]). То же верно для D�(X).

Зафиксируем некоторое конечное множество S порождающих для G.
Пусть f ∈ D�(X), соответствующий элемент из D�(X) = D�(X)/D�(X)G

будем обозначать тем же символом f .
Пусть

d = inf
g∈(`�G(X))

D�(X)

ρ(f − g), B =
{
g ∈

(
`�G(X)

)
D�(X) | ρ(f − g) ≤ d+ 1

}
.

Очевидно, что множество B ограничено, так как в силу свойств пространств
Орлича для всех f ∈ D�(X) имеем ‖f‖D�(X) ≤ ρ(f) + k, где k — число порож-
дающих в системе S. Докажем, что B замкнуто. Пусть ‖f − fn‖D�(X) → 0
при n → ∞, где f , fn ∈

(
`�G(X)

)
D�(X). Поскольку функция � �2-регулярна,

сходимость в `�(X) по норме эквивалентна сходимости по модуляру ρ� (см.
[18, теорема 9.4]). Следовательно, в пространстве D�(X) сходимость по норме
‖ · ‖D�(X) эквивалентна сходимости по ρ. Воспользуемся следствием 15 из § 3.4
в [10], в силу которого ρ(gn) → 0 при n→∞ влечет ρ(g+gn) → ρ(g) при n→∞.
Следовательно,

ρ(fn) = ρ((fn − f) + f) → ρ(f),

и, таким образом, условие fn ∈ B для всех n влечет, что f ∈ B. Следовательно,
B — ограниченное замкнутое выпуклое подмножество рефлексивного банахова
пространства D�(X). Поэтому, как следует из теоремы Какутани (см., напри-
мер, [19, следствие 10.6.2]), B компактно в слабой топологии. Стало быть, слабо
полунепрерывный снизу функционал

F (g) = ρ(f − g), g ∈
(
`�G(X)

)
D�(X),

достигает своего минимума d на B. Пусть F (u) = d и h = f − u. Для v ∈ `�G(X)
рассмотрим гладкую функцию

Fv(t) = ρ(f − (u− tv)), t ∈ R.
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Очевидно, что минимум F достигается при t = 0, что означает

dFv(t)
dt

∣∣∣∣
t=0

= ρ′h(v) = 〈��h, v〉 = 0 для всех v ∈ `�G(X).

Таким образом, 〈��h, δx〉 = 0 для всех x ∈ X, и, следовательно, h ∈ HD�(X)
по лемме 3.5.

Докажем единственность. Предположим, что f = u1 + h1 = u2 + h2. Вос-
пользовавшись леммой 3.5, заключаем, что 〈��h1, h1−h2〉 = 〈��h1, u1−u2〉 =
0, и аналогично 〈��h2, h1 − h2〉 = 0. В силу предложения 3.4 имеем h1 − h2 =
u1 − u2 ∈ D�(X)G. �

Следствие 3.7. Если действие группы G на X свободно, то пространство
H

1
(G, `�(X)) может быть естественным образом отождествлено с простран-

ством HD�(X)/D�(X)G.
Доказательство непосредственно следует из рассуждений, изложенных

в ходе доказательств теорем 3.2 и 3.6. �

§ 4. Нормальные подгруппы
с большим централизатором

Теорема 4.1. Пусть � — N -функция из �2(0) ∩ ∇2(0), и пусть N — бес-
конечная конечно порожденная нормальная подгруппа конечно порожденной
группы G. Если N неаменабельна, а ее централизатор ZG(N) бесконечен, то
H

1
(G, `�(G)) = 0.
Доказательство. Известно, что каждое пространство Орлича `�(G) то-

пологически изоморфно пространству `�̃(G), где �̃ — некоторая непрерывно
дифференцируемая строго выпуклая N -функция такая, что

�(u) ≤ �̃(u) ≤ 2�(u) (2)

(см. [18, 20]). Таким образом, имеем топологические изоморфизмы

H1(G, `�(G)) ∼= H1(G, `�̃(G)), H
1
(G, `�(G)) ∼= H

1
(G, `�̃(G)).

Неравенства (2) влекут эквивалентность N -функций � и �̃ [10, 18]. Поэтому ес-
ли � ∈ �2(0), то �̃ ∈ �2(0) (см., например, [10, § 2.3]); кроме того, для функций
� и �̃, дополнительных к � и �̃ соответственно, обращаясь к (2), имеем

�
(v

2

)
≤ �̃(v) ≤ �(v).

Стало быть, ∇2-регулярность также сохраняется при переходе от � к �̃, и, таким
образом, можно утверждать, что `�̃ рефлексивно. Как следствие можно без
ограничения общности полагать, что сама � — непрерывно дифференцируемая
строго выпуклая N -функция.

Сначала заметим, что D�(G)ZG(N)=0. В самом деле, пусть [f ]∈D�(G)ZG(N)

— класс эквивалентности, содержащий элемент f . Тогда λG(g)f − f ∈ D�(G)N
для всех g ∈ ZG(N); другими словами, λG(n)(λG(g)f − f) = λG(g)f − f для
всех n ∈ N . Это эквивалентно тому, что λG(g)(λG(n)f − f) = λG(n)f − f ,
поскольку n, g ∈ ZG(N). Так как [f ] ∈ D�(G)ZG(N), имеем λG(n)f − f ∈ `�(G),
что влечет λG(n)f − f ∈ `�(G)ZG(N). Вспоминая, что централизатор ZG(N)
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бесконечен, заключаем, что функция λG(n)f − f тождественно равна нулю,
т. е. f ∈ D�(G)N . Таким образом, [f ] = 0.

Вернемся к доказательству теоремы. Пусть α : D�(G)→ Z1(N,`�(G)|N) —
отображение из теоремы 3.2. Как упоминалось выше, действие группы G на
D�(G) индуцирует действие на Z1(N, `�(G)|N ), определяемое формулой

(g · b)(n) = λ(g)(b(g−1ng)), b ∈ Z1(N, `�(G)|N ), g ∈ G, n ∈ N.

Поскольку это действие оставляет пространство B1(N, `�(G)|N ) инвариантным,
оно корректно определено на H1(N, `�(G)|N ). Несложные вычисления дают

(m · b)(n) = b(n) + (λ(n)b(m)− b(m)) для m ∈ N.

В силу вышеизложенного действие N на H1(N, `�(G)|N ) тривиально. Неслож-
но проверить, что α G-эквивариантно. Поэтому по следствию 3.7 существу-
ет ZG(N)-эквивариантная биекция между HD�(G)/D�(G)N и H

1
(N, `�(G)|N ).

Рассмотрим отдельно случаи конечного и бесконечного пересечения N ∩ZG(N).
Сначала допустим, что оно бесконечно. Индуцированное действие N остав-

ляет элементы HD�(G)/D�(G)N неподвижными, потому что оно тривиально.
Повторив приведенные рассуждения, заключаем, что D�(G)N∩ZG(N) = 0 и, сле-
довательно, HD�(G)/D�(G)N = 0. Отсюда вытекает, что H

1
(N, `�(G)|N ) = 0

и по лемме 2.4 H
1
(G, `�(G)) = 0.

Пусть пересечение конечно. Для неаменабельной группы N имеем

H
1
(N, `�(G)|N ) = H1(N, `�(G)|N ).

Аналогично предыдущему заключаем, что

H1(N, `�(G)|N )ZG(N)/(N∩ZG(N)) = 0,

поэтому H1(N, `�(G)|N )G/N = 0. Отсюда, воспользовавшись леммой 2.4, за-
ключаем, что H1(G, `�(G)) = 0 = H

1
(G, `�(G)). �

Аналогично теореме 4.1 может быть доказано следующее утверждение.

Следствие 4.2. Если � ∈ �2(0) ∩ ∇2(0), а конечно порожденная группа
G имеет бесконечный центр, то H

1
(G, `�(G)) = 0.

Так же, как в [8] для `p-когомологий, установим достаточные условия три-
виальности первой группы `�-когомологий сплетения счетных дискретных
групп.

Теорема 4.3. Предположим, что G1, G2 — нетривиальные счетные дис-
кретные группы, � ∈ �2(0) ∩ ∇2(0) и G = G1 o G2. Если G1 неаменабельна, то
H1(G, `�(G)) = 0.

Доказательство. Пусть N = G1 × (⊕G2G1). Тогда N неаменабельна.
Представим N как N = G1 ×G0, где G0 = ⊕G2\{e}G1. В силу теоремы 2 из [10,
§ 7.3] можно заменить нашу N -функцию � ∈ �2(0) ∩ ∇2(0) эквивалентной N -
функцией �1 ∈ �2(0)∩∇2(0) такой, что пространства `�(N) и `�1(N) изоморф-
ны, а `�1(N) равномерно выпукло. Заметим, что пространство `�1(N) также
рефлексивно. Замена � на �1 не затрагивает когомологии, и, следовательно,
не теряя общности рассуждений, можно полагать, что `�(N) равномерно вы-
пукло. Левое регулярное представление λN группы N на `�(N) таково, что
λN |G1 и λN |G0 не имеют инвариантных векторов (поскольку G1 бесконечна),
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а λN не имеет почти инвариантных векторов (из-за неаменабельности N , см.
предложение 2 из [15, § 5]). Предположим, что

H1(N, `�(N)) 6= 0. (3)

Как известно (см. леммы 2.2.1 и 2.2.6 в [3], заметим, что формулировки в [3]
приводятся для действий на гильбертовых модулях, но все сказанное сохраня-
ет силу и для банаховых модулей), если G — топологическая группа, а V —
G-модуль, то существует соответствие между Z1(G,V ) и непрерывными дей-
ствиями G аффинными изометриями на V ; кроме того, аффинное действие, со-
ответствующее коциклу, имеет неподвижную точку тогда и только тогда, когда
он является кограницей. Следовательно, предположение (3) влечет существо-
вание действия группы N аффинными изометриями на `�(N), не имеющего
неподвижных точек. Тогда в силу теоремы 7.1 из [21], поскольку `�(N) — рав-
номерно выпуклый N -модуль и левое регулярное представление N на `�(N) не
имеет почти инвариантных векторов, должен существовать ненулевой инвари-
антный вектор для λN |G1 и λN |G0 . Это противоречит сказанному выше. Таким
образом, (3) не выполняется, и H1(N, `�(N)) = 0. Следовательно, по лемме 2.4,
H1(N, `�(G)|N ) = 0. Тогда ввиду предложения 2.1 H1(G, `�(G)) = 0. Теорема
доказана. �
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