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О ПРИВЕДЕННОМ МОДУЛЕ

КОМПЛЕКСНОЙ СФЕРЫ

В. Н. Дубинин

Аннотация. Понятие приведенного модуля сферы Римана относительно совокуп-
ности конечных точек распространяется на случай, когда пластины обобщенно-
го конденсатора представляют собой произвольные континуумы, стягивающиеся к
указанным точкам. Показывается, что приведенный модуль не зависит от формы
вырождающихся пластин. Ранее приведенный модуль рассматривался в случае,
когда пластины конденсатора являлись элементами семейств почти кругов с фик-
сированными центрами.
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гарифмическая емкость.
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§ 1. Введение и формулировка основного результата

Приведенный модуль области на сфере Римана относительно одной точки
этой области рассматривался впервые в классических работах Гретша и Тейх-
мюллера начала 20-го века. Большое влияние на применение этого понятия
в геометрической теории функций комплексного переменного оказали исследо-
вания Альфорса и Бёрлинга [1], Хеймана [2] и Дженкинса [3]. Впоследствии
появились многочисленные разновидности приведенных модулей, изучение ко-
торых диктовалось прежде всего широтой приложений (см., например, [4–15]).
Из современных исследований свойств приведенных модулей отметим работы
[16–22]. Приведенный модуль области относительно совокупности из n ≥ 3 то-
чек этой области введен впервые в [23, 24]. Предельный случай этого модуля,
когда граница области стягивается в точку (т. е. приведенный модуль сферы),
рассмотрен в [25, 26]. Имеются приложения приведенного модуля комплексной
сферы к решению ряда задач об экстремальном разбиении [20, 21, 25, 27, 28], к
доказательству теорем искажения [21, 26, 28, 29] и к неравенствам для полино-
мов [30, 31]. В данной статье понятие приведенного модуля комплексной сферы
распространено на случай, когда стягивающиеся в точки пластины обобщен-
ного конденсатора представляют собой произвольные континуумы с заданным
изменением логарифмической емкости. Полученная при этом формула для при-
веденного модуля охватывает все случаи применения формулы [25, 26] и предо-
ставляет, таким образом, больше возможностей для решения сложных задач
геометрической теории функций.

Перейдем к точным формулировкам. Обобщенный конденсатор (далее кон-
денсатор) на сфере Римана C — тройка C = (C,E ,�), где E = {Ek}nk=1 —
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совокупность замкнутых непустых попарно не пересекающихся множеств Ek,
k = 1, . . . , n, а � = {δk}nk=1 — совокупность вещественных чисел δk, k = 1, . . . , n,
n ≥ 2. Множества Ek, k = 1, . . . , n, называются пластинами конденсатора C.
Емкость capC конденсатора C определяется как точная нижняя граница ин-
тегралов Дирихле

I(v,C) :=
∫ ∫

C

|∇v|2 dxdy

по всем вещественнозначным функциям v, непрерывным в C, удовлетворяю-
щим условию Липшица внутри C и равным δk на Ek, k = 1, . . . , n. Модуль
конденсатора есть величина, обратная его емкости:

|C| = 1
capC

(1/0 = ∞). Пусть Z = {zk}nk=1 — совокупность различных конечных точек
C; � = {δk}nk=1 — совокупность вещественных чисел, по крайнем мере два
из которых различны; и пусть � = {ψk(r)}nk=1, где ψk(r) = µkrνk , µk, νk, k =
1, . . . , n, — положительные числа. Пусть {Ek(r)}r>0 — семейство континуумов,
удовлетворяющих условиям: логарифмическая емкость1) capEk(r) представима
в виде ψk(r)(1 + o(1)) при r → 0 и dist(zk, Ek(r)) → 0, r → 0, k = 1, . . . , n.
Заметим, что в этих условиях континуумы Ek(r) стягиваются соответственно к
точкам zk, k = 1, . . . , n. Введем обозначения:

ν =

(
n∑

k=1

(δk − δ)2

νk

)−1

, δ =

(
n∑

k=1

δk
νk

)
/

n∑
k=1

1
νk
.

Приведенным модулем комплексной сферы C относительно совокупностей Z, �
и � назовем предел

M(Z,�,�) = lim
r→0

{∣∣(C, {Ek(r)}nk=1,�)
∣∣+ ν

2π
log r

}
, (1)

если он существует и конечен. Ранее приведенный модуль сферы рассматри-
вался в случае, когда совокупности {Ek(r)}r>0 представляли собой семейства
«почти кругов» радиусов ψk(r) с центрами в точках zk, k = 1, . . . , n (см. по-
дробнее [21]). Оказывается, что приведенный модуль (1) не зависит от выбора
совокупностей {Ek(r)}r>0, k = 1, . . . , n. Более того, справедлива следующая

Теорема 1. В принятых выше обозначениях приведенный модуль ком-
плексной сферы существует и справедлива формула

M(Z,�,�) = − ν
2

2π

{
n∑

k=1

(δk − δ)2

ν2
k

logµk +
n∑

k=1

n∑
l=1,
l 6=k

(δk − δ)(δl − δ)
νkνl

log |zk − zl|

}
.

(2)
Аналогичный результат имеет место для приведенных модулей областей,

отличных от комплексной сферы [33]. Однако основной результат нашей статьи
(теорема 1) и результаты в [33] не сводятся друг к другу. Доказательство тео-
ремы 1 приводится в § 3 данной статьи. Перед этим нам необходимо установить
несколько вспомогательных утверждений, касающихся в том числе сведе́ния си-
туации к конденсаторам, вырождающиеся пластины которых являются «почти
кругами».

1)С определением и свойствами логарифмической емкости компакта (емкости, трансфи-
нитного диаметра) можно ознакомиться в монографии [32].
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§ 2. Вспомогательные утверждения

Пусть zk, k = 1, . . . , n, — фиксированные различные точки плоскости C,
zn = 0, и пусть zk(r), k = 1, . . . , n − 1, — произвольные функции, заданные на
некотором интервале (0, r0) и удовлетворящие условиям: zk(r) → zk при r → 0,
k = 1, . . . , n−1. Пусть δk, k = 1, . . . , n,— вещественные числа, отличные от нуля,
и пусть ψk(ρ) = µkρνk , ρ > 0, µk, νk, k = 1, . . . , n, — положительные числа. При
фиксированных достаточно малых r > 0 и ρ, 0 < ρ < 1, рассмотрим функцию

g(z) =
n−1∑
k=1

δk

n−1∑
l=1

βlk(ρ, r) log
∣∣∣∣ zzl(r)
z − zl(r)

∣∣∣∣, z ∈ C\

[
{0} ∪

n−1⋃
l=1

{zl(r)}

]
, (3)

доопределенную в бесконечно удаленной точке по непрерывности. Здесь

βlk(ρ, r) =
{ −(logψk(ρ))−1(logψl(ρ))−1 log |zl(r)zk(r)/(zl(r)− zk(r))|, l 6= k,

−(logψk(ρ))−1[1 + 2(logψk(ρ))−1 log |zk(r)|], l = k,

k, l = 1, . . . , n− 1. Положим

E∗k(ρ, r) = {z : |z − zk(r)| < ψk(2ρ), g(z)/δk ≥ 1}, k = 1, . . . , n.

Лемма 1. В принятых выше обозначениях справедливы асимптотические
равенства

|z − zk(r)| ∼ ψk(ρ) при ρ→ 0, r → 0 равномерно по всем z ∈ ∂E∗k(ρ, r),

k = 1, . . . , n− 1. Если дополнительно выполняются равенства

n∑
k=1

δk
νk

=
n−1∑
k=1

δk
ν2
k

log
µνk/νnn |zk|2

µk
+

n−1∑
k=1

n−1∑
l=1,
l 6=k

δk
νkνl

log
∣∣∣∣ zkzl
zk − zl

∣∣∣∣ = 0, (4)

то выполняется также соотношение

|z| ∼ ψn(ρ), ρ→ 0, r → 0 равномерно по всем z ∈ ∂E∗n(ρ, r).

Доказательство. При фиксированном значении k, 1 ≤ k ≤ n − 1, и при
достаточно малых ρ и r для всех точек z ∈ ∂E∗k(ρ, r) выполняется

δk = δk

n−1∑
l=1

βlk(ρ, r) log
∣∣∣∣ zzl(r)
z − zl(r)

∣∣∣∣+ n−1∑
j=1,
j 6=k

δj

n−1∑
l=1

βlj(ρ, r) log
∣∣∣∣ zzl(r)
z − zl(r)

∣∣∣∣
= δk

{
−(logψk(ρ))−1[1 + 2(logψk(ρ))−1 log |zk(r)|]

× [− log |z − zk(r)|+ 2 log |zk(r)|+ o(1)]−
n−1∑
l=1,
l 6=k

(logψk(ρ))−1(logψl(ρ))−1

× log
∣∣∣∣ zl(r)zk(r)
zl(r)− zk(r)

∣∣∣∣[ log
∣∣∣∣ zl(r)zk(r)
zl(r)− zk(r)

∣∣∣∣+ o(1)
]}

+
n−1∑
j=1,
j 6=k

δj

{
−(logψj(ρ))−1(logψk(ρ))−1 log

∣∣∣∣ zk(r)zj(r)
zk(r)− zj(r)

∣∣∣∣
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× [− log |z − zk(r)|+ 2 log |zk(r)|+ o(1)]

− (logψj(ρ))−1[1 + 2(logψj(ρ))−1 log |zj(r)|]
[

log
∣∣∣∣ zk(r)zj(r)
zk(r)− zj(r)

∣∣∣∣+ o(1)
]

−
n−1∑
l=1,

l 6=k, l 6=j

(logψj(ρ))−1(logψl(ρ))−1 log
∣∣∣∣ zl(r)zj(r)
zl(r)− zj(r)

∣∣∣∣[ log
∣∣∣∣ zk(r)zl(r)
zk(r)− zl(r)

∣∣∣∣+ o(1)
]}
.

Здесь o(1) означает бесконечно малую при ρ → 0, r → 0 равномерно по z.
Поэтому

δk = (δk + o(1))(logψk(ρ))−1 log |z − zk(r)|, ρ→ 0, r → 0,

log |z − zk(r)| ∼ logψk(ρ), ρ→ 0, r → 0.

Учитывая последнее соотношение в предыдущих вычислениях, заключаем

δk = δk{(logψk(ρ))−1 log |z − zk(r)|+ [2(logψk(ρ))−1 log |zk(r)|](1 + o(1))

− 2(logψk(ρ))−1 log |zk(r)|+ o((log ρ)−1)}

+
n−1∑
j=1,
j 6=k

δj

{[
(logψj(ρ))−1 log

∣∣∣∣ zk(r)zj(r)
zk(r)− zj(r)

∣∣∣∣]

× (1 + o(1))− (logψj(ρ))−1 log
∣∣∣∣ zk(r)zj(r)
zk(r)− zj(r)

∣∣∣∣+ o((log ρ)−1)
}

= δk{(logψk(ρ))−1 log |z − zk(r)|+ o((log ρ)−1)}.

Следовательно,

|z − zk(r)| ∼ ψk(ρ) при ρ→ 0, r → 0 равномерно по z.

При достаточно малом r для точек z ∈ ∂E∗n(ρ, r) имеем

δn =
n−1∑
k=1

δk

n−1∑
l=1

βlk(ρ, r)(log |z|+ o(1))

=

{
−

n−1∑
k=1

δk(logψk(ρ))−1[1 + 2(logψk(ρ))−1 log |zk(r)|]

−
n−1∑
k=1

δk

n−1∑
l=1,
l 6=k

(logψk(ρ))−1(logψl(ρ))−1 log
∣∣∣∣ zl(r)zk(r)
zl(r)− zk(r)

∣∣∣∣
}

(log |z|+ o(1))

= −(logψn(ρ))−1(log |z|)

{
n−1∑
k=1

δk
(logψk(ρ))−1

(logψn(ρ))−1

[
1 + 2

log |zk(r)|
νk log ρ

]
+ o

(
1

log ρ

)

+
n−1∑
k=1

n−1∑
l=1,
l 6=k

δk
(logψk(ρ))−1

(logψn(ρ))−1 (logψl(ρ))−1 log
∣∣∣∣ zl(r)zk(r)
zl(r)− zk(r)

∣∣∣∣
}

= (logψn(ρ))−1(log |z|)

{
δn −

νn
log ρ

[
n−1∑
k=1

δk
ν2
k

log
µνk/νn |zk(r)|2

µk
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+
n−1∑
k=1

n−1∑
l=1,
l 6=k

δk
νkνl

log
∣∣∣∣ zl(r)zk(r)
zl(r)− zk(r)

∣∣∣∣
]

+ o

(
1

log ρ

)}

= (logψn(ρ))−1(log |z|)
{
δn + o

(
1

log ρ

)}
.

В последних равенствах воспользовались соотношением (4). Итоговое равенство
дает

|z| ∼ ψn(ρ), ρ→ 0, r → 0.

Лемма доказана.

Лемма 2. Если вещественнозначные функции ϕ1(ρ, r) и ϕ2(r) удовлетво-
ряют соотношениям ϕ1(ρ, r) ∼ ρ, ρ → 0, r → 0, и ϕ2(r) ∼ r при r → 0, то
функции

ρ′(r) = inf{ρ : ϕ1(ρ, r) ≥ ϕ2(r)}, ρ′′(r) = sup{ρ : ϕ1(ρ, r) ≤ ϕ2(r)}

эквивалентны r при r → 0.
Доказательство. Рассмотрим сначала функцию ρ′′(r). По условию лем-

мы справедливы представления

ϕ1(ρ) = ρ(1 + α1(ρ, r)), ϕ2(r) = r(1 + α2(r)), (5)

где α1(ρ, r) и α2(r) бесконечно малые при ρ→ 0, r → 0. Отсюда

r(1 + α2(r)) ≥ ρ′′(r)(1 + inf
u≤2r

α1(u, r)) = ρ′′(r)(1 + o(1)) ≥ 0, r → 0.

Следовательно, ρ′′(r) бесконечно малая при r → 0 и

ρ′′(r) ≤ r(1 + o(1)) при r → 0. (6)

Положим α(ρ, r) := sup
u≤ρ

max(|α1(u, r)|, |α2(u)|). Из условия ρ(1 +α(ρ, r)) ≤ r(1−

α(r, r)) следует ρ(1 + α1(ρ, r)) ≤ r(1 + α2(r)). Поэтому

ρ′′(r) ≥ sup{ρ : ρ(1 + α(ρ, r)) ≤ r(1− α(r, r))} ≥ r(1− 2α(r, r)). (7)

Последнее неравенство выполняется ввиду

r(1− 2α(r, r))[1 + α(r(1− 2α(r, r)), r)] = r + rα(r(1− 2α(r, r)), r)− 2rα(r, r)
− 2rα(r, r)α(r(1− 2α(r, r)), r) ≤ r(1− α(r, r))

(воспользовались тем, что функция α(ρ, r) > 0 неубывающая по ρ). Из нера-
венств (6) и (7) вытекает, что ρ′′(r) ∼ r при r → 0. Функция ρ′(r) рассматрива-
ется аналогично. Из представлений (5) имеем

r(1 + α2(r)) ≤ ρ′(r)(1 + sup
u≤2r

α1(u, r)) = ρ′(r)(1 + o(1)), r → 0.

Отсюда
ρ′(r) ≥ r(1 + o(1)) при r → 0. (8)

Из условия ρ(1 − α(ρ, r)) ≥ r(1 + α(r, r)) следует ρ(1 + α1(ρ, r)) ≥ r(1 + α2(r)).
Поэтому

ρ′(r) ≤ inf{ρ : ρ(1− α(ρ, r)) ≥ r(1 + α(r, r))} ≤ r(1 + 3α(2r, r)), (9)
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так как

r(1 + 3α(2r, r))[1− α(r(1 + 3α(2r, r)), r)]
= r + 3rα(2r, r)− rα(r(1 + 3α(2r, r)), r)[1 + 3α(2r, r)] ≥ r(1 + α(r, r)).

Неравенства (8) и (9) дают ρ′(r) ∼ r при r → 0. Лемма доказана.

Введем обозначения: U(z0, R) = {z : |z − z0| < R}, V (z0, R) = {z : |z − z0| >
R}, z0 ∈ C, R > 0. Следующее вспомогательное утверждение взято из [33]. Для
полноты изложения приведем здесь его доказательство.

Лемма 3. Предположим, что для некоторой точки z0 ∈ C и семейства
континуумов {E(r)}r>0 выполняются условия capE(r) → 0 и dist(z0, E(r)) → 0
при r → 0, и пусть функция fr конформно и однолистно отображает внеш-
нюю компоненту2) дополнения континуума E(r) на область V (z0, c(r)) так, что
fr(∞) = ∞, f ′r(∞) = 1. Тогда для любого числа R > 0 при достаточно малом
r > 0 функция fr представима в виде

fr(z) = z + α0(r) + c(r)τ(z; r), z ∈ V (z0, R), (10)

где α0(r) → 0 при r → 0, τ(z; r) = O(1) при r → 0 равномерно по z ∈ V (z0, R) и

τ(z′; r)− τ(z′′; r) = O((z′ − z′′)) при r → 0 (11)

равномерно по z′, z′′ в любом круге U ⊂ V (z0, R).
Доказательство. Прежде всего заметим, что величина c(r) равна лога-

рифмической емкости континуума E(r) и, следовательно, c(r) → 0 при r → 0.
Каждому числу r > 0 сопоставим некоторую точку z(r) континуума E(r) такую,
что |z0 − z(r)| = dist(z0, E(r)). Обозначим через

gr(ζ) = ζ +
∞∑
n=0

an(r)ζ−n

функцию, которая конформно и однолистно отображает внешнюю компоненту
дополнения континуума

{ζ : ζ = (z − z(r))/c(r), z ∈ E(r)}

на область |w| > 1. Функция, обратная gr(ζ), принадлежит известному классу
� и не обращается в нуль при |w| > 1. По теореме 6.11 из [3]

|a0(r)| ≤ 2 для любых r > 0.

Кроме того, из результата Нетаньяху [34] следует, что для любых r > 0 и n =
1, 2, . . . выполняются неравенства

|an(r)| ≤ |bn|. (12)

Здесь функция

w = g(ζ) = ζ +
∞∑
n=0

bnζ
−n

2)Внешней является связная компонента, содержащая бесконечно удаленную точку.
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является обратной к функции ζ = w + 2 + 1/w, которая отображает область
|w| > 1 на внешность отрезка [0, 4]. В силу теоремы единственности функция
fr представима в виде

fr(z) = z0 + c(r)gr((z − z(r))/c(r)).

Отсюда выполняется (10), где α0(r) = z0 − z(r) + c(r)a0(r) → 0 при r → 0 и

τ(z; r) =
∞∑
n=1

an(r)cn(r)
(z − z(r))n

.

Покажем равномерную ограниченность τ(z; r). По заданному R > 0 возьмем
r > 0 такое, что |z(r)− z0| < R/2 и c(r) < R/10. Тогда для любых z ∈ V (z0, R)
с учетом (12) имеем

|τ(z; r)| ≤
∞∑
n=1

|bn|
|(z − z(r))/c(r)|n

≤
∞∑
n=1

|bn|
5n

= O(1), r → 0.

Для доказательства (11) заметим, что при любых конечных ζ1 и ζ2, удовлетво-
ряющих условию dist(0, [ζ1, ζ2]) > 0, выполняется оценка∣∣ζ−n1 − ζ−n2

∣∣ ≤ n

∫
[ζ1,ζ2]

|ζ−n−1||dζ| ≤ n[dist(0, [ζ1, ζ2])]−n−1|ζ1 − ζ2|. (13)

По заданному R > 0 фиксируем круг U ⊂ V (z0, R) и возьмем r > 0 такое, что
|z(r) − z0| < R/2 и c(r) < R/(10e). Тогда для любых z′, z′′ ∈ U с учетом (12) и
(13) имеем

|τ(z′; r)− τ(z′′, r)| ≤
∞∑
n=1

|an(r)|n
(

2c(r)
R

)n+1∣∣∣∣z′ − z(r)
c(r)

− z′′ − z(r)
c(r)

∣∣∣∣
≤ 2
R

∞∑
n=1

n

en
|bn|

[R/(2ec(r))]n
|z′ − z′′| ≤ 2

R

∞∑
n=1

|bn|
5n
|z′ − z′′| = O((z′ − z′′)), r → 0.

Лемма доказана.

§ 3. Доказательство теоремы 1

Так как совокупность � содержит по крайней мере два различных числа,
модуль конденсатора в (1) отличен от бесконечности. Легко убедиться, что в
этом случае формула (2) вытекает из следующей асимптотической формулы
для емкости конденсатора:

cap
(
C, {Ek(r)}nk=1,�

)
= −2π

n∑
k=1

(δk − δ)2

νk log r
+R

(
1

log r

)2

+ o

((
1

log r

)2)
, r → 0,

(14)
где

R = 2π

{
n∑

k=1

(δk − δ)2

ν2
k

logµk +
n∑

k=1

n∑
l=1,
l 6=k

(δk − δ)(δl − δ)
νkνl

log |zk − zl|

}
.
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Поскольку при замене постоянных δk на δk− δ, k = 1, . . . , n, а также при сдвиге
всех пластин на одно и то же число емкость конденсатора не изменится, можно
считать, что

δ =
n∑

k=1

δk
νk

= 0, δn 6= 0, zn = 0.

При отображении z 7→ az, a > 0, емкость конденсатора в (14) вновь не меняется,
в то время как следующие величины преобразуются по правилу: |zk| 7→ a|zk|,
δk 7→ δk, µk 7→ aµk, νk 7→ νk, k = 1, . . . , n. Учитывая, что δn 6= 0, можно
подобрать число a таким образом, чтобы выполнялось второе равенство в (4).
Всюду далее считаем, что справедливы оба равенства в (4).

При достаточно малом r > 0 рассмотрим совокупность функций fkr, k =
1, . . . , n. Здесь функция f1r отображает внешнюю компоненту дополнения кон-
тинуума E1(r) на область V (z1, capE1(r)) так, что f1r(∞) = ∞ и f ′1r(∞) = 1; f2r
отображает внешнюю компоненту дополнения континуума f1r(E2(r)) на область
V (z2, cap f1r(E2(r))) так, что f2r(∞) = ∞ и f ′2r(∞) = 1, и т. д. Функция fnr отоб-
ражает внешнюю компоненту дополнения континуума fn−1r(. . . f1r(En(r)) . . . )
на область V (zn, cap fn−1r (. . . f1r(En(r)) . . . ) так, что fnr(∞) = ∞ и f ′nr(∞) = 1.
Функции fkr обладают следующими свойствами. Если некоторое семейство кон-
тинуумов {E(r)}r>0 удовлетворяет условиям

capE(r) ∼ ψl(r), r > 0, r → 0, dist(zl, E(r)) → 0 при r → 0,

1 ≤ l ≤ n, то для любого k 6= l, 1 ≤ k ≤ n, имеем
(a) dist(zl, fkr(E(r))) → 0 при r → 0;
(b) cap fkr(E(r)) ∼ ψl(r) при r → 0;
(c) если дополнительно

U(z(r), s(r)) ⊂ E(r) ⊂ U(z(r), t(r)), r → 0,

при некоторых s(r) ∼ t(r) ∼ ψl(r), z(r) → zl, r → 0, то существуют функции
s′(r) ∼ t′(r) ∼ ψl(r), r → 0, при которых

U(fkr(z(r)), s′(r)) ⊂ fkr(E(r)) ⊂ U(fkr(z(r)), t′(r)),

fkr(z(r)) → zl, r → 0. Действительно, ввиду (10) для любой точки z̃(r) множе-
ства E(r) выполняется

|zl − fkr(z̃(r))| = |zl − z̃(r) + o(1)|, r → 0.

Отсюда имеет место (a) и, более того, континуум fkr(E(r)) стягивается в точку
zl при r → 0. Учитывая (10) и (11) в некоторой окрестности U(zl, R′)(fr = fkr),
получаем

|fkr(z′)− fkr(z′′)| = |z′ − z′′|(1 + o(1)), r → 0, (15)

равномерно по всем z′, z′′ ∈ U(zl, R′). Отсюда представление логарифмической
емкости через трансфинитный диаметр дает свойство (b):

cap fkr(E(r)) = lim
j→∞

max
ζl,ζm∈E(r)

{ ∏
1≤l<m≤j

|fkr(ζl)− fkr(ζm)|
}2/[j(j−1)]

= (1 + o(1)) lim
j→∞

max
ζl,ζm∈E(r)

{ ∏
1≤l<m≤j

|ζl − ζm|
}2/[j(j−1)]

= (1 + o(1)) capE(r) = ψl(r)(1 + o(1)), r → 0.
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Полагая в соотношении (15) z′ = z(r) и z′′ ∈ U(z(r), t(r))\U(z(r), s(r)), z′′ ∈
E(r), приходим к свойству (c). Введем следующие обозначения:

Ẽ1(r) = fnr(. . . f2r(U(z1, capE1(r))) . . . ),

Ẽ2(r) = fnr(. . . f3r(U(z2, cap f1r(E2(r)))) . . . ),

. . .

Ẽn(r) = U(zn, cap fn−1r(. . . f1r(En(r)) . . . )).

Из свойств (a)–(c) следует, что при любом k, 1 ≤ k ≤ n, семейство континуумов
{Ẽk(r)}r>0 асимптотически круговое, точнее, выполняются включения

U(zk(r), sk(r)) ⊂ Ẽk(r) ⊂ U(zk(r), tk(r)) (16)

при некоторых zk(r) → zk и sk(r) ∼ tk(r) ∼ ψk(r), r > 0, r → 0, ψk(r) = µkrνk ,
k = 1, . . . , n (zn(r) ≡ zn = 0). Кроме того, конформная инвариантность емкости
конденсатора дает

cap
(
C, {Ek(r)}nk=1,�

)
= cap

(
C, {Ẽk(r)}nk=1,�

)
. (17)

Положим
r(r) = min

1≤k≤n
ψ−1
k (sk(r)), r(r) = maxψ−1

k (tk(r)).

В условиях леммы 1 положим также

r∗(ρ, r) = min
1≤k≤n

ψ−1
k (s∗k(ρ, r)), r∗(ρ, r) = max

1≤k≤n
ψ−1
k (t∗k(ρ, r)),

где
s∗k(ρ, r) = inf{|z − zk(r)| : z ∈ ∂E∗k(ρ, r)},

t∗k(ρ, r) = sup{|z − zk(r)| : z ∈ ∂E∗k(ρ, r)}, k = 1, . . . , n.

Наконец, введем функции

ρ′(r) = inf{ρ : r∗(ρ, r) ≥ r(r)}, ρ′′(r) = sup{ρ : r∗(ρ, r) ≤ r(r)}.

Предположим, что δk 6= 0, k = 1, . . . , n. Из лемм 1 и 2 легко заключаем,
что ρ′(r) ∼ ρ′′(r) ∼ r при r → 0. Для каждого k, 1 ≤ k ≤ n, справедливы
неравенства

tk(r) ≤ ψk(r(r)) ≤ ψk(r∗(ρ̃′(r), r)) ≤ s∗k(ρ̃
′(r), r),

sk(r) ≤ ψk(r(r)) ≥ ψk(r∗(ρ̃′′(r), r)) ≥ t∗k(ρ̃
′′(r), r),

где ρ̃′(r) и ρ̃′′(r) — некоторые функции, удовлетворяющие условиям ρ̃′(r) ∼ ρ′(r),
ρ̃′′(r) ∼ ρ′′(r) при r → 0. Отсюда

E∗k(ρ̃
′′(r), r) ⊂ Ẽk(r) ⊂ E∗k(ρ̃

′(r), r), k = 1, . . . , n.

Из монотонности емкости получаем

cap
(
C, {E∗k(ρ̃′′(r), r)}nk=1,�

)
≤ cap

(
C, {Ẽk(r)}nk=1,�

)
≤ cap

(
C, {E∗k(ρ̃′(r), r)}nk=1,�

)
.

Ввиду (17) осталось показать, что асимптотики емкостей конденсаторов в левой
и правой частях последнего неравенства совпадают с правой частью (14), где
δ = 0. Достаточно рассмотреть один из этих случаев. Функция g(z) (см. (3),
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где ρ = ρ̃′(r)) гармоническая в C\
n⋃

k=1
{zk(r)} и равна δk на границе множества

E∗k(ρ̃
′(r), r), k = 1, . . . , n. По принципу Дирихле

cap
(
C, {E∗k(ρ̃′(r), r)}nk=1,�

)
= I

(
g,C\

n⋃
k=1

E∗k(ρ̃
′(r), r)

)
.

Возьмем число t > 0 настолько малым, чтобы множества U(zk(r), 2t) принадле-
жали пластинам E∗k(ρ̃

′(r), r), k = 1, . . . , n. Применяя формулу Грина и теорему
Гаусса, имеем последовательно

I

(
g,C\

n⋃
k=1

E∗k(ρ̃
′(r), r)

)
= −

n∑
k=1

∫
∂E∗

k(ρ̃′(r),r)

δk
∂g

∂n
ds = −

n∑
k=1

δk

∫
∂U(zk(r),t)

∂g

∂n
ds

= −
n∑

k=1

δk

n−1∑
l=1

δj

n−1∑
l=1

βlj(ρ̃′(r), r)
∫

∂U(zk(r),t)

∂

∂n
log
∣∣∣∣ zzl(r)
z − zl(r)

∣∣∣∣ ds
= 2π

n−1∑
k=1

n−1∑
l=1

δk(δl − δn)βkl(ρ̃′, r) = −2π
n−1∑
k=1

δk(δk − δn)(logψk(ρ̃′(r)))−1

× [1 + 2(logψk(ρ̃′(r)))−1 log |zk(r)|]− 2π
n−1∑
k=1

n−1∑
l=1,
l 6=k

δk(δl − δn)(logψk(ρ̃′(r)))−1

× (logψl(ρ̃′(r)))−1 log
∣∣∣∣ zk(r)zl(r)
zk(r)− zl(r)

∣∣∣∣ = −2π

{
n−1∑
k=1

δk(δk − δn)
[

1
νk log r

+
1
ν2
k

(
log

|zk|2

µk

)(
1

log r

)2]
+

n−1∑
k=1

n−1∑
l=1,
l 6=k

[
δk(δl − δn)

× 1
νkνl

log
∣∣∣∣ zkzl
zk − zl

∣∣∣∣]( 1
log r

)2
}

+ o

((
1

log r

)2)

− 2π
n∑

k=1

δ2k
νk log r

+ 2π

{
n∑

k=1

δ2k
ν2
k

logµk +
n−1∑
k=1

n−1∑
l=1,
l 6=k

δkδl
νkνl

log |zk − zl|

−
n−1∑
k=1

n−1∑
l=1

δkδl
νkνl

log |zkzl|+ δn

[
n−1∑
k=1

δk
ν2
k

log
µνk/νnn |zk|2

µk

+
n−1∑
k=1

n−1∑
l=1,
l 6=k

δk
νkνl

log
∣∣∣∣ zkzl
zk − zl

∣∣∣∣
]}(

1
log r

)2

+ o

((
1

log r

)2)

− 2π
n∑

k=1

δ2k
νk log r

+ 2π

{
n∑

k=1

δ2k
ν2
k

logµk +
n∑

k=1

n∑
l=1,
l 6=k

δkδl
νkνl

log |zk − zl|

}(
1

log r

)2

+ o

((
1

log r

)2)
, r → 0.
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Здесь ∂/∂n означает дифференцирование вдоль внешней нормали. Мы вос-
пользовались леммой 2 и равенствами (4). Итак, асимптотическая формула
(14) доказана в случае, когда все δk, k = 1, . . . , n, отличны от нуля.

Пусть δk = 0 при k = 1, . . . ,m и δk 6= 0 в случае k = m + 1, . . . , n при
некотором m, 1 ≤ m ≤ n − 2. Пусть g(z) — функция, построенная выше (см.
(3), где ρ = ρ̃′(r)), но с суммированием от m+ 1 до n− 1, и пусть E∗k(ρ̃

′(r), r) —
соответствующие множества, порожденные этой функцией, k = m + 1, . . . , n.
При достаточно малых значениях r и R, tk(r) < R, k = 1, . . . ,m, рассмотрим
вспомогательные функции

hk(z) = Mk(r)
(

log
∣∣∣∣z − zk(r)

tk(r)

∣∣∣∣)/ log
R

tk(r)
, z ∈ U(zk(r), R)\U(zk(r), tk(r)),

где Mk(r) = max{|g(z)| : z ∈ U(zk(r), R)} = O((log r)−1), r → 0, k = 1, . . . ,m.
С учетом (16) получаем, что функция

h(z) =


g(z), z /∈

m⋃
k=1

U(zk(r), R),

max{min[g(z), hk(z)],−hk(z)}, z ∈ U(zk(r), R)\U(zk(r), tk(r)),
0, z ∈ U(zk(r), tk(r)), 1 ≤ k ≤ m,

локально липшицева в C\
n⋃

k=m+1
{zk(r)}, равна нулю на Ẽk(r), k = 1, . . . ,m, и

равна δk на ∂E∗k(ρ̃
′(r), r), k = m+1, . . . , n. Из монотонности емкости и принципа

Дирихле имеем

cap
(
C, {Ẽk(r)}nk=m+1{δk}nk=m+1

)
≤ cap

(
C, {Ẽk(r)}nk=1,�

)
≤ cap(C, {Ẽ1(r), . . . , Ẽm(r), E∗m+1(ρ̃

′(r), r), . . . , E∗n(ρ̃′(r), r)},�)

≤ I

(
h,C\

n⋃
k=m+1

E∗k(ρ̃
′(r), r)

)
.

С другой стороны, простые вычисления дают

I

(
h,C\

n⋃
k=m+1

E∗k(ρ̃
′(r), r)

)
≤ I

(
g,C\

n⋃
k=m+1

E∗k(ρ̃
′(r), r)

)

+
m∑
k=1

I(hk, U(zk(r), R)\U(zk(r), tk(r)))

= cap
(
C, {E∗k(ρ̃′(r), r)}nk=m+1, {δk}nk=m+1

)
+ o((log r)−2), r → 0

(R фиксировано, ρ̃′(r) ∼ r при r → 0). Применяя формулу (14) для первой и
последней емкостей в выписанных соотношениях, заключаем, что эта формула
имеет место также для емкости cap

(
C, {Ẽk(r)}nk=1,�

)
(δ = 0). Отсюда следует

равенство (2). Теорема доказана.
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