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ИЗОМОРФИЗМЫ СОБОЛЕВСКИХ

ПРОСТРАНСТВ НА ГРУППАХ КАРНО

И КВАЗИИЗОМЕТРИЧЕСКИЕ ОТОБРАЖЕНИЯ
С. К. Водопьянов, Н. А. Евсеев

Аннотация. Изучаются свойства отображений на группе Карно, индуцирующих
по правилу замены переменной изоморфизмы пространств Соболева, показатель
суммируемости которых отличен от хаусдорфовой размерности группы.
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Дорогому Юрию Григорьевичу Решетняку
к 85-летнему юбилею

1. Введение

Изучение операторов композиции в пространствах Соболева восходит к
классической работе С. Л. Соболева [1] (см. работу [2], в которой приведе-
ны подробная история и библиография по этому вопросу). Новый импульс
для развития этой проблематики возник при решении задачи Ю. Г. Решетняка
об описании всех изоморфизмов ϕ∗ однородных пространств Соболева L1

n, по-
рожденных квазиконформными отображениями ϕ евклидова пространства Rn

по правилу ϕ∗(u) = u ◦ ϕ, сформулированной в 1968 г. на первом Донецком
коллоквиуме по теории квазиконформных отображений. В [3] показано, что
таковыми являются структурные изоморфизмы пространств L1

n и только они.
Предложенный в [3] подход к задаче Решетняка естественно рассматривать в
контексте предшествующих этому результатов (см., например, [4]): в теоремах
Банаха, Стоуна, Эйленберга, Аренса и Келли, Хьюита, Гельфанда и Колмо-
горова получены условия на различные структуры пространства непрерывных
функций C(S), изоморфизм которых определяет топологическое пространство
S с точностью до гомеоморфизма. Отметим здесь результат Стоуна, согласно
которому C(S) как структурно упорядоченная группа определяет S. С другой
стороны, Накаи [5] и Льюис [6] установили, что изоморфность алгебр Ройдена
равносильна квазиконформной эквивалентности областей определения. Выде-
ляя в однородном пространстве Соболева L1

n две структуры: векторной решет-
ки и полунормированного пространства, мы получаем ситуацию, в алгебраи-
ческом смысле близкую к работе Стоуна, а в метрическом — к работе Накаи.
Такой взгляд на задачу является наиболее естественным, так как все еще да-
ет возможность восстановить отображение, несмотря на минимум «материала»
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для его нахождения, доказать его непрерывность и установить его метрические
свойства.

В рамках найденного в [3] подхода к проблеме Решетняка возникла сле-
дующая задача: какие метрические и аналитические свойства имеет измери-
мое отображение ϕ, индуцирующее изоморфизм ϕ∗ по правилу ϕ∗(f) = f ◦ ϕ,
f ∈ L1

n? Варьируя функциональное пространство, мы каждый раз приходим
к новой задаче: пространства Соболева W 1

p , p > n, рассмотрены в [7], одно-
родные пространства Бесова blp(Rn), n > 1, lp = n, — в [8] при p = n + 1 и
в [9] при p > n + 1, пространства Соболева W 1

p , n − 1 < p < n, — в [10], про-
странства риссовых и бесселевых потенциалов — в [11], трехиндексные шкалы
пространств Никольского — Бесова и Лизоркина — Трибеля (и их анизотроп-
ные аналоги) — в [12], пространства Соболева W 1

p на областях многомерных
евклидовых областей, 1 ≤ p <∞, p 6= n, — в [13] (новое сравнительно с работа-
ми [7, 11] доказательство). В [14] к задаче замены переменной в пространствах
Соболева применена теория мультипликаторов. Свойства ограниченного опе-
ратора композиции на пространствах Бесова кроме [9] изучались также в [15]
и [16]. Квазиконформная эквивалентность классов Лизоркина — Трибеля ис-
следована в [17].

Вывод работ [8–14] состоит в том, что изоморфность оператора ϕ∗ влечет в
зависимости от соотношения между показателями гладкости, суммируемости и
размерностью пространства свойство отображения быть квазиконформным или
квазиизометрическим в метрике области определения, адекватной геометрии
функционального пространства.

Настоящую работу можно рассматривать как естественное развитие ре-
зультатов и методов работы [13]. Исследуемая здесь задача состоит в том,
чтобы найти необходимые и достаточные условия на измеримое отображение
ϕ такие, чтобы ϕ индуцировало по правилу замены переменной изоморфизм ϕ∗

неголономных пространств Соболева с первыми горизонтальными обобщенны-
ми производными на областях групп Карно при условии, что суммируемость
отлична от хаусдорфовой размерности группы (в [13] эта задача решена в ев-
клидовых пространствах).

Пусть D,D′ — области на группе Карно G. Будем говорить, что измеримое
отображение ϕ : D → D′ принадлежит классу IL1

p, если ϕ индуцирует оператор
композиции пространств Соболева

ϕ∗ : L1
p(D

′) ∩ C∞(D′) → L1
p(D), ϕ∗(f) = f ◦ ϕ, f ∈ L1

p(D
′) ∩ C∞(D′), (1)

такой, что
1) для любой функции f ∈ L1

p(D′) ∩ C∞(D′) справедливы неравенства

K−1∥∥f | L1
p(D

′)
∥∥ ≤ ∥∥ϕ∗(f) | L1

p(D)
∥∥ ≤ K

∥∥f | L1
p(D

′)
∥∥, (2)

где постоянная K не зависит от выбора функции f ,
2) образ ϕ∗

(
L1
p(D′) ∩ C∞(D′)

)
всюду плотен в L1

p(D).
Отметим, что условие 2 не зависит от условия 1. Действительно, рассмот-

рим отображение ϕ : R2 → R2, действующее по правилу ϕ(x1, x2) = (|x1|, x2).
Очевидно, что условие 1 выполнено. С другой стороны, образ ϕ∗(L1

p(R2) ∩
C∞(R2)) будет состоять из функций, четных относительно оси x2 = 0, и, следо-
вательно, не будет плотным в L1

p(R2).
Основной результат сформулирован в следующей теореме.
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Теорема 1 [18]. Пусть p ≥ 1, p 6= ν, и D,D′ — области на группе Карно
G (здесь ν — хаусдорфова размерность G). Измеримое отображение ϕ : D →
D′ принадлежит классу IL1

p тогда и только тогда, когда ϕ совпадает п. в. с
некоторой квазиизометрией � : D → �(D), для которой пространства Соболева
L1
p(�(D)) и L1

p(D′) (1, p)-эквивалентны.
Замечание 1. 1. В силу двусторонней оценки (2) оператор (1) является

мономорфизмом.
2. В лемме 10 будет показано, что оператор (1) продолжается по непре-

рывности до изоморфизма пространств Соболева L1
p и продолженный оператор

будет также оператором композиции в определенном смысле.

Приведем определения основных понятий из формулировки этой теоремы.
Определение 1. Гомеоморфизм � : D → D′ двух открытых множеств

называется квазиизометрией, если выполнены условия

lim
y→x

d(�(y), �(x))
d(y, x)

≤M, lim
y→z

d(�−1(y), �−1(z))
d(y, z)

≤M (3)

для всех x ∈ D и z ∈ D′, M — некоторая константа, не зависящая от выбора
точек x ∈ D и z ∈ D′, d — расстояние Карно — Каратеодори на группе G.

Определение 2. Два открытых множества D1 и D2 называются (1, p)-
эквивалентными, если операторы ограничения

ri : L1
p(Di) → L1

p(D1 ∩D2), ri(f) = f |D1∩D2 , где f ∈ L1
p(Di),

являются изоморфизмами.

Свойства (1, p)-эквивалентных областей исследованы в евклидовом про-
странстве в [19], на группе Карно — в [20].

Замечание 2. Отметим, что из теоремы 1 можно получить следующее
следствие: если отображение ϕ : D → D′ — квазиизометрия, то f ◦ ϕ ∈ L1

p(D)
для любой функции f ∈ L1

p(D′), а оператор ϕ∗, индуцированный по правилу
композиции, является изоморфизмом пространств Соболева.

Данная работа организована следующим образом. В § 2, 3 приводятся ос-
новные определения и вспомогательные результаты. В § 4 показываем, что опе-
ратор композиции (1) можно определить на всем пространстве L1

p(D′) с со-
хранением свойств (1) и (2). Более того, полученный оператор композиции
ϕ∗ : L1

p(D′) → L1
p(D) является изоморфизмом пространств Соболева L1

p(D′) и
L1
p(D). Далее, в § 5 доказываем основной результат работы.

Доказательство теоремы 1 разбивается на два основных случая. Первый —
p > ν — более простой. По существу, он сводится к ситуации, когда измеримое
отображение ϕ биективно, и базируется на том, что емкость двух точек x и y
в пространстве L1

p(G) сравнима с величиной d(x, y)ν−p. Тогда изоморфность
оператора ϕ∗ равносильна соотношениям M−1d(x, y) ≤ d(ϕ(x), ϕ(y)) ≤Md(x, y)
для достаточно близких точек x, y ∈ D, выбранных из специального всюду
плотного подмножества в D. Из последнего выводим (3) (см. детали в доказа-
тельстве теоремы 4).

Второй случай — 1 ≤ p < ν (лемма 22) — значительно более деликатный.
Лемме 22 предшествуют многошаговые рассуждения, суть которых состоит в
том, чтобы удалить на каждом шаге некоторое множество нулевой меры с це-
лью получения в конце концов суженной области определения Dom6 ϕ ⊂ D
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измеримого отображения ϕ, |D \ Dom6 ϕ| = 0, на которой ϕ обладает рядом
замечательных свойств таких, как биективность, N -свойство Лузина и N −1-
свойство Лузина. Эти свойства дают возможность доказать аппроксимативную
дифференцируемость отображения ϕ вдоль горизонтальных векторных полей.
Последнее — это основа для применения аналитических методов исследования
отображения ϕ. Оказывается, что прямое отображение ϕ аппроксимативно
дифференцируемо и его аппроксимативный дифференциал Dϕ(x) и якобиан
J(x, ϕ) = detDϕ(x) удовлетворяют соотношениям

|Dϕ|(x) ≤ L <∞, |J(x, ϕ)| ≥ α1 > 0 п. в. в D.

Здесь мы доказываем аналогичные соотношения для аппроксимативного диф-
ференциала Dψ(y) обратного отображения ψ = ϕ−1:

|Dψ|(y) ≤ L′ <∞, |J(y, ψ)| ≥ α > 0 п. в. в D′.

С помощью этих соотношений и условий на оператор ϕ∗ cводим исследова-
ние метрических свойств отображения ϕ к первому случаю. Эта редукция и
позволяет доказать, что ϕ совпадает п. в. на D с некоторой квазиизометрией
� : D → D′.

Часть методов, которые используются при доказательстве основных ре-
зультатов, являются обобщениями классических подходов. Например, аппрок-
симация функций из пространства Соболева гладкими функциями. С другой
стороны, в некоторых случаях требуется привлечение новых методов, базирую-
щихся на свойствах метрических пространств с мерой. Основная преодолевае-
мая трудность состоит в том, чтобы корректно удалить из области определения
множество нулевой меры и доказать, что суженное отображение аппроксима-
тивно дифференцируемо п. в. вдоль горизонтальных векторных полей. В ходе
доказательства применяются также результаты и методы работ [20–25].

В случае p = ν справедлив следующий результат.

Теорема 2 [18]. Пусть D,D′ — области на группе Карно G, а ν — хау-
сдорфова размерность G. Измеримое отображение ϕ : D → D′ принадлежит
классу IL1

ν тогда и только тогда, когда ϕ совпадает п. в. с некоторым квазикон-
формным отображением � : D\{x0} → G, для которого пространства Соболева
L1
ν(�(D)) и L1

ν(D′) (1, ν)-эквивалентны, где x0 ∈ G — некоторая точка.
Теорема 2 доказывается в [26]. При этом используется часть утверждений,

полученных в настоящей работе для p ≤ ν.

2. Пространства Соболева на группе Карно

Определение 3. Группой Карно G называется связная односвязная ниль-
потентная группа Ли, алгебра Ли G которой градуирована, т. е. G = V1 ⊕ · · · ⊕
Vm, где dimV1 = n1 ≥ 2, [V1, Vk] = Vk+1 для 1 ≥ k ≥ m − 1, [V1, Vm] = 0 и

N =
m∑
i=1

dimVi.

Отождествим элементы g ∈ G с элементами x ∈ RN посредством экспо-
ненциального отображения exp

(∑
xijXij

)
, числа xij называются координатами

первого рода точки g ∈ G, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ ni = dimVi. Для краткости коор-
динаты, соответствующие горизонтальному подпространству, будем обозначать
без двойной индексации: xj = x1j , 1 ≤ j ≤ ni. Таким образом, на G существует
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глобальная система координат, посредством которой точки на группе G отож-
дествляются с точками в RN . Будем обозначать символом gh элементы группы,
у которых все координаты, кроме x1, . . . , xn1 , равны нулю.

В координатах первого рода отображение

δt : (x̄1, x̄2, . . . , x̄m) 7→ (tx̄1, t
2x̄2, . . . , t

mx̄m), t > 0,

задает однопараметрическое семейство растяжений. Здесь x̄i ∈ Rni .
Левоинвариантные векторные поля Xi = Xi,1, i = 1, . . . , n1, составляющие

стандартный базис подрасслоения V1, называются горизонтальными.
Зафиксируем следующую однородную норму на группе G (см., например,

[22]):

ρ(x) =

(
m∑
i=1

|x̄i|2m!/i

)1/2m!

,

где |x̄i| — евклидова норма в Vi. Как и для всякой однородной нормы [27]
выполняются следующие свойства:

1) ρ(x) = 0 ⇔ x = 0,
2) ρ(x−1) = ρ(x),
3) ρ(δλ(x)) = λρ(x),
4) ρ(xy) ≤ c(ρ(x) + ρ(y)), где c — некоторая постоянная, не зависящая от

x, y ∈ G; однородная норма задает однородную квазиметрику: ρ(x, y) = ρ(x−1y)
для точек x, y ∈ G.

Абсолютно непрерывная кусочно гладкая кривая γ : [a, b] → G, касатель-
ный вектор которой принадлежит V1, называется горизонтальной кривой.

Определение 4. Метрика Карно — Каратеодори d(x, y) на группе G —
это точная нижняя грань длин всех горизонтальных кривых, соединяющих точ-
ки x и y.

Обозначим расстояние до нуля символом d(x) = d(0, x).
Можно показать, что величины d(x, y) и ρ(x, y) эквивалентны (см. рассуж-

дения из леммы 1.4 и предложения 1.5 в [27]), т. е. соотношения

cρ(x, y) ≤ d(x, y) ≤ Cρ(x, y)

выполнены для всех точек x, y ∈ G с некоторыми постоянными 0 < c ≤ C <∞.
Пусть g ∈ G. Несложно показать, что для элементов gh верно

d(gh) = ρ(gh) =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n1

(4)

и
d(gh) ≤ d(g). (5)

Действительно, пусть gh = (x1, . . . , xn1 , 0, . . . , 0). Кривая γ(t) = (tx1, . . . , txn1 ,
0, . . . , 0), t ∈ [0, 1], горизонтальна и γ(0) = 0, γ(1) = gh. Так как γ(t) — прямо-
линейный отрезок, соединяющий 0 и gh, а метрика в горизонтальной плоскости
совпадает с евклидовой, то γ(t) имеет минимальную длину. Таким образом,
d(gh) совпадает с длиной данного отрезка: d(gh) =

√
x2

1 + · · ·+ x2
n1

. Для любой
горизонтальной кривой γ(t) = (γ1(t), . . . , γ2(t), γ21(t), . . . , γmnm(t)), соединяю-
щей 0 и g, имеем

1) Prh γ(0) = 0 и Prh γ(1) = gh;
2) длина кривой Prh γ равна длине кривой γ,
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где Prh γ(t) = (γ1(t), . . . , γ2(t), 0, . . . , 0) — проекция кривой на горизонтальное
подпространство; с другой стороны, d(gh) — длина отрезка, соединяющего 0 и
gh, и, следовательно, не превосходит длины любой кривой, соединяющей эти
точки, т. е. d(gh) ≤ d(g).

Размерность Хаусдорфа группы G равна ν = n1 + 2n2 + 3n3 + · · · + mnm,
где ni = dimVi.

Пусть G — группа Карно с однопараметрической группой растяжений δ
и D — открытое множество в G. Определим пространство функций Lp(D),
суммируемых в степени p ∈ [1,∞), как совокупность измеримых по Лебегу
функций, имеющих конечную норму

‖f | Lp(D)‖ =
(∫
D

|f(x)|p dx
)1/p

<∞.

Здесь dx — мера Лебега в RN , нормированная таким образом, что мера шара
единичного радиуса (относительно квазиметрики ρ) равна 1. Локально сумми-
руемая функция vi : D 7→ R называется обобщенной производной функции f
вдоль векторного поля Xi, i = 1, . . . , n1, если∫

D

viψ dx = −
∫
D

fXiψ dx

для произвольной финитной функции ψ ∈ C∞
0 (D).

Однородное пространство Соболева L1
p(D) состоит из локально суммируе-

мых функций с конечной полунормой∥∥f | L1
p(D)

∥∥ = ‖∇L f | Lp(D)‖,

где∇L f(x) = (X1f(x), . . . , Xn1f(x)) — обобщенный субградиент f в точке x ∈ D
(здесь производные только по горизонтальным полям).

Пространство Соболева W 1
p (D) состоит из локально суммируемых функ-

ций, имеющих конечную норму∥∥f |W 1
p (D)

∥∥ = ‖f | Lp(D)‖+ ‖∇L f | Lp(D)‖.

Будем говорить, что f принадлежит классу W 1
p,loc(D), если f ∈ W 1

p (V ) для
любой ограниченной подобласти V ⊂ D такой, что V ⊂ D.

В [28] Ю. Г. Решетняк предложил подход к определению соболевских клас-
сов функций со значениями в метрических пространствах. Пусть (X, r) — пол-
ное метрическое пространство, r — метрика на X, a D — открытое множество
на группе Карно G. Будем говорить, что отображение ϕ : D → X принадлежит
классу W 1

p,loc(D; X), если выполнены следующие условия.
(A) Для всякого z ∈ X функция [ϕ]z : x ∈ D 7→ r(ϕ(x), z) принадлежит

классу W 1
p,loc(D).

(B) Семейство субградиентов (∇L [ϕ]z)z∈X имеет мажоранту, принадлежа-
щую Lp,loc(D), т. е. существует функция g ∈ Lp,loc(D), не зависящая от z, такая,
что |∇L [ϕ]z(x)| ≤ g(x) для п. в. x ∈ D.

Если X = G′ — еще одна группа Карно с однопараметрической группой
растяжений δ′, расстоянием ρ′ и т. д., то получаем определение отображе-
ния класса Соболева различных групп Карно и обозначаем этот класс симво-
лом W 1

p,loc(D; G′). В этом случае удобно использовать эквивалентное описание
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отображения класса Соболева (см., например, [22]): отображение ϕ : D 7→ G′

принадлежит W 1
p,loc(D; G′) тогда и только тогда, когда его можно изменить на

множестве нулевой меры так, что
(a) функция D 3 x 7→ [ϕ]z(x) = ρ′(ϕ(x), z) принадлежит Lp,loc(D) для

любой точки z ∈ G′;
(b) отображение ϕ : D → G′ абсолютно непрерывно на интегральных лини-

ях горизонтальных векторных полей, т. е. для любого открытого ограниченного
множества U , U ⊂ D, и слоения �j множества U , определяемого левоинвариант-
ным векторным полем Xj , j = 1, . . . , n1, отображение ϕ абсолютно непрерывно
на γ ∩ U ∈ �j относительно одномерной меры Хаусдорфа для dτ -п. в. кривых
γ ∈ �j (здесь γ — это левый сдвиг кривой exp tXj , а мера dτ на слоении �j
равна внутреннему произведению i(Xj) векторного поля Xj с биинвариантной
формой объема dx);

(c) производная Xjϕ(x) = lim
t→0

δt−1(ϕ(x)−1ϕ(exp tXj)) существует и принад-
лежит V ′

1(ϕ(x)) п. в. в открытом множестве D и, кроме того, |Xj(ϕ)| ∈ Lp,loc(D)
для всех j.

Если отображение ϕ : D 7→ G′ удовлетворяет только сформулированным
выше условиям (а) и (b), то говорим, что ϕ принадлежит классу ACL(D).
Для такого отображения ϕ существуют производные Xjϕ ∈ V ′

1 вдоль векторных
полей Xj , j = 1, . . . , n1, п. в. в D (см. [29]).

Матрица (Xjϕk(x)), j, k = 1, . . . , n1, называемая (формальным) горизон-
тальным дифференциалом отображения ϕ в точке x, определяет линейный опе-
ратор Dhϕ : V1 7→ V ′

1 горизонтального пространства V1 в горизонтальное про-
странство V ′

1 для п. в. x (см. [29]), |Dhϕ| — норма этого оператора. В [21, 22]
доказано, что линейный оператор Dhϕ : V1 7→ V ′

1 продолжается до гомоморфиз-
ма Dϕ : G 7→ G ′ алгебры Ли G в алгебру Ли G ′. В случае G = G′ якобиан
J(x, ϕ) = detDϕ(x) представляет собой определитель матрицы Dϕ(x).

Напомним определение локально липшицевых и билипшицевых отображе-
ний.

Определение 5. Отображение ϕ : U → G называется локально липшице-
вым (билипшицевым), если для каждой точки x ∈ U найдутся окрестность V
такая, что V ⊂ U , и постоянная LV , для которых выполняются соотношения

d(ϕ(y), ϕ(z)) ≤ LV d(y, z) (L−1
V d(y, z) ≤ d(ϕ(y), ϕ(z)) ≤ LV d(y, z)) (6)

для всех y, z ∈ V . Если в качестве V можно взять U , то отображение ϕ : U → G
будем называть липшицевым (билипшицевым) на U .

Символом Liploc(D) будем обозначать пространство локально липшицевых
функций f : D → R. Заметим, что пространство локально липшицевых функ-
ций Liploc(D) совпадает с пересечением C(D)∩W 1

∞,loc(D) (см., например, [30]).

Лемма 1. Пусть g(x) = d(x0, x), где x0 ∈ G — фиксированная точка. Тогда

|∇L g(x)| = 1 п. в. в G.

Доказательство. Разобьем доказательство на три шага.
1. Имеем

|g(x)− g(y)| = |d(x0, x)− d(x0, y)| ≤ d(x, y).
Таким образом, g — липшицева функция. Отсюда выводим неравенство

|g(x)− g(y)|
d(x, y)

≤ 1 для всех x 6= y. (7)
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2. Для произвольной точки x ∈ G найдется кратчайшая γ, соединяющая x и
x0. Пусть y — точка на кривой γ. Тогда |g(x)− g(y)| = d(x, y) и, следовательно,

|g(x)− g(y)|
d(x, y)

= 1 для y ∈ γ. (8)

Из неравенств (7) и (8) выводим

lim
y→x∈G

|g(y)− g(x)|
d(x, y)

= 1. (9)

3. Так как g — липшицева функция, онаP-дифференцируема п. в. в смыс-
ле Пансю [29] (см. другое доказательство в [22]). Следовательно, в точке x
P-дифференцируемости функции g имеем

lim
d(x,y)→0

g(y)− g(x)−∇L g(x) · (x−1y)h
d(x, y)

= 0, (10)

где ∇L g(x) · (x−1y)h =
n1∑
i=1

Xig(x)(x−1y)1i.

Обозначим z = x−1y. Из (9) и (10) можно вывести, что

lim
d(z)→0

|∇L g(x) · zh|
d(z)

= 1. (11)

Тогда

1 = lim
d(z)→0

|∇L g(x) · zh|
d(z)

≥ lim
z=zh,d(z)→0

|∇L g(x) · zh|
d(z)

= lim
d(zh)→0

|∇L g(x) · zh|
d(zh)

.

(12)
С другой стороны, из неравенства (5) имеем

lim
d(zh)→0

|∇L g(x) · zh|
d(zh)

= lim
d(z)→0

|∇L g(x) · zh|
d(zh)

≥ lim
d(z)→0

|∇L g(x) · zh|
d(z)

= 1. (13)

Поэтому

lim
d(z)→0

|∇L g(x) · zh|
d(z)

= lim
d(zh)→0

|∇L f(x) · zh|
d(zh)

= 1. (14)

Учитывая равенство d(zh) = ρ(zh) (см. (4)), получаем

1 = lim
ρ(zh)→0

∣∣∣∣∇L g(x) · zh
ρ(zh)

∣∣∣∣ = sup
yh∈Rn1 , ρ(yh)=1

|∇L g(x) · yh|,

где yh = zh
ρ(zh) . Отсюда приходим к равенству |∇L g(x)| = 1. �

Замечание 3. Утверждение леммы 1 справедливо также и для функции
g(x) = d(x, F ) = inf

y∈F
d(x, y)

в следующей форме: |∇L g(x)| = 1 п. в. в G\F . Здесь функция g — расстояние
от точки x до фиксированного множества F .

2.1. Аппроксимация гладкими функциями. Рассуждения в этом под-
пункте во многом основаны на работах [27, 31]. Пусть ϕ ∈ C∞

0 (G), suppϕ ⊂
B(0, 1) и ∫

G

ϕ(x) dx = a. (15)

Пусть u ∈ L1
p(D) и u(x) = 0 для всех x ∈ G \D. Рассмотрим семейство усредне-

ний:
uε(x) =

1
εν

∫
G

ϕ(δε−1xy−1)u(y) dy. (16)

Функция ϕ называется усредняющим ядром, а число ε — радиусом усреднения.
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Предложение 1. Если u ∈ Lp(D), p ∈ [1,∞), то имеют место следующие
свойства:

1) uε ∈ C∞(G);
2) uε → au в Lp(D).
Доказательство. 1. Функции ϕ(x) и τy(x) = xy−1 принадлежат C∞(G),

поэтому в силу теоремы о дифференцировании под знаком интеграла uε ∈
C∞(G).

2. Непрерывные финитные функции плотны в Lp(G), стало быть, для любой
v ∈ Lp(G) имеем ∫

G

|v(xz−1)− v(x))|p dx→ 0 при z → e, (17)

где e — единица группы G.
Положим ϕε(x) = 1

εν ϕ(δε−1x). Далее,

|uε(x)− au(x)| =
∣∣∣∣ ∫

G

ϕε(xy−1)u(y) dy − u(x)
∫
G

ϕε(xy−1) dy
∣∣∣∣

≤
∫
G

|ϕε(xy−1)||u(y)− u(x)| dy

≤
(∫

G

|ϕε(xy−1)| dy
) 1

p′
(∫

G

|ϕε(xy−1)||u(y)− u(x)|pdy
) 1

p

= K

(∫
G

|ϕε(z)| · |u(xz−1)− u(x)|pdz
) 1

p

,

где K — положительная константа. Имеем

‖uε − au | Lp(G)‖p =
∫
G

|uε(x)− au(x)|p dx

≤ K

∫
G

∫
G

|ϕε(z)||u(xz−1)− u(x)|p dz dx = K

∫
G

|ϕε(z)|
∫
G

|u(xz−1)− u(x)|p dx dz

= K

∫
G

|ϕ(h)|
∫
G

|u(x(δεh)−1)− u(x)|p dx dh→ 0 при ε→ 0.

В предпоследнем интеграле сделали замену переменных h = δε−1z. Таким об-
разом, uε → au при ε→ 0 в Lp(G). �

Замечание 4. В частности, если a = 1, то uε → u при ε→ 0 в Lp(G).

Предложение 2. Пусть u ∈ L1
p(D), a = 1 (т. е.

∫
G
ϕ(x) dx = 1) и V b D —

компактно вложенная область1). Тогда

Xiuε → Xiu в Lp(V ). (18)

Доказательство. Заметим, что на группе Карно свертка не коммутатив-
на, поэтому аргументы, применяемые в Rn, на группах Карно не работают.

1)Другими словами, V — ограниченная область такая, что V ⊂ D.
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Доказательство этого утверждения на группах Карно основано на более рафи-
нированных методах. В [32, лемма 2.1; 33] доказано существование функций
χij ∈ C∞

0 (B(0, 1)) таких, что
∫
G

χij(x) dx = δij и для всех x ∈ V и ε < dist(V, ∂D)

выполнено следующее равенство:

Xiuε(x) =
N∑
j=1

(Xju) ∗ χij,ε(x),

где χij,ε(x) = 1
εν χij(δε−1x). По предложению 1 имеем (Xju) ∗χij,ε → δijXju при

ε→ 0 в Lp(V ). В итоге

‖Xiuε −Xiu | Lp(V )‖ =

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

(Xju) ∗ χij,ε −
N∑
j=1

δijXju | Lp(V )

∥∥∥∥∥
≤

N∑
j=1

‖(Xju) ∗ χij,ε − δijXju | Lp(V )‖ → 0

при ε→ 0. �

Предложение 2 позволяет доказать плотность гладких функций в L1
p(D).

Лемма 2. Пространство L1
p(D)∩C∞(D) плотно в L1

p(D). Если f ∈ L1
p(D) —

локально липшицева функция, то существует последовательность функций fl ∈
L1
p(D) ∩ C∞(D), l ∈ N, сходящаяся к f локально равномерно и в L1

p(D).
Доказательство. Приводимое ниже доказательство основано на рассуж-

дениях из [31, теорема 1].
Пусть u ∈ L1

p(D). Рассмотрим локально конечное покрытие2) {Bk}k≥1 об-
ласти D шарами Bk ⊂ D и разбиение единицы {ψk}k≥1, подчиненное этому
покрытию. Пусть {ρk} — убывающая к нулю последовательность положитель-
ных чисел такая, что последовательность шаров {(1 + ρk)Bk} также образует
локально конечное покрытие области D. Обозначим символом wk усреднение
функции uk = ψku с радиусом усреднения ρkrk, где rk — радиус шара Bk. Легко
видеть, что w =

∑
k
wk принадлежит C∞(D), так как сумма локально конечна

(каждая точка имеет окрестность, в которой только конечное число функций
wk не равны нулю). Возьмем произвольное ε ∈

(
0, 1

2

)
. В силу предложений 1

и 2 можно выбрать ρk так, что∥∥uk − wk | L1
p(D)

∥∥ ≤ εk. (19)

На любой ограниченной области V такой, что V ⊂ D, выполнено равенство
u =

∑
k
uk. Следовательно,

∥∥u− w | L1
p(V )

∥∥ ≤∑
k

∥∥uk − wk | L1
p(V )

∥∥ ≤ ε

1− ε
. (20)

Таким образом, для любой функции u ∈ L1
p(D) и произвольного ε ∈

(
0, 1

2

)
найдется функция w ∈ L1

p(D) ∩ C∞(D) такая, что
∥∥u− w | L1

p(D)
∥∥ ≤ ε. �

2)Т. е. для каждой точки x ∈ D найдется окрестность U ⊂ D, которая пересекается
только с конечным числом шаров из покрытия {Bk}.
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Отметим следующие свойства, очевидным образом вытекающие из лем-
мы 2.

Замечание 5. Если f ∈ L1
p(D), то найдется последовательность гладких

функций fn ∈ L1
p(D)∩C∞(D), сходящаяся к f п. в. в D. А если p > ν, то можно

подобрать последовательность, которая будет сходится локально равномерно в
D.

Доказательство. В качестве данной последовательности можно взять
функции {wk}, построенные в лемме 2. �

Из леммы 2 выводим

Следствие 1. Пространство L1
p(D) ∩ Liploc(D) плотно в L1

p(D), где D ⊂
G — область.

2.2. Неравенства Пуанкаре и области Джона. Напомним, что кривая
γ : [a, b] → G спрямляема, если

sup
P

kP∑
i=1

d(γ(xi−1), γ(xi)) <∞,

где супремум берется по всем разбиениям P = {a = x0 < x1 < · · · < xkP =
b}. Для двух точек x, y ∈ G кратчайшей называется горизонтальная кривая,
соединяющая эти точки и имеющая минимальную длину.

Определение 6. Область � ⊂ G называется областью Джона J(α, β)
(коротко � ∈ J(α, β)), 0 < α ≤ β, если найдется точка x0 ∈ � такая, что любую
точку x ∈ � можно соединить с x0 спрямляемой кривой γ, которая содержит-
ся в � и удовлетворяет следующим условиям: если s ∈ [0, l] — натуральная
параметризация кривой γ, то l ≤ β,

γ(0) = x, γ(l) = x0, dist(γ(s), ∂�) ≥ αs

l
для всех s ∈ [0, l]. (21)

Замечание 6. Легко проверить, что шар B(x, r) в метрике Карно — Ка-
ратеодори является областью Джона J(r, r), где центр шара (точка x) является
выделенной точкой.

Лемма 3. Пусть D — произвольная область в G и шары B0, B1 содержатся
в этой области. Тогда найдется область Джона � ∈ J(α, β), � ⊂ D, с некоторы-
ми параметрами α, β, зависящими от области D и шаров B0, B1, которая будет
содержать оба этих шара.

Доказательство. Пусть x0, x1 — центры данных шаров, а r0, r1 — их
радиусы. Построим спрямляемую кривую, соединяющую точки x0 и x1.

Для этого рассмотрим сначала произвольную непрерывную кривую K, ле-
жащую в D и соединяющую точки x0 и x1, т. е. непрерывное отображение
K : [0, 1] → D такое, что K(0) = x0 и K(1) = x1. Такая кривая существу-
ет, поскольку D — связное открытое множество. (Заметим, что кривая K не
обязательно является спрямляемой.)

Совокупность шаров
{
B(K(t)), 1

2 dist(K(t), ∂D)
}
t∈[0,1] образует покрытие

компактного множества K([0, 1]). Из этого покрытия можно выделить конечное
подпокрытие B(ξ1, ρ1), . . . , B(ξm, ρm), где ξj = K(τj), τj ∈ [0, 1], τ1 < τ2 < · · · <
τm.
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Пусть B(ξl, ρl) — шар с наибольшим номером, содержащий точку x0. Если
x1 ∈ B(ξl, ρl), то кривая γ, составленная из кратчайших, соединяющих точку ξl
с точками x0 и x1, спрямляема и ее длина |γ| не больше 2ρl.

В противном случае существует максимальное значение t1 параметра t ∈
(0, 1) такое, что v1 = K(t1) ∈ ∂B(ξl, ρl), а K(t) /∈ B(ξl, ρl) для всех t ∈ (t1, 1].
Тогда найдется кривая γ1 ⊂ B(ξl, ρl) ⊂ D, составленная из кратчайших, соеди-
няющих точку ξl с точками x0 и v1. Длина кривой γ1 не превосходит 2ρl.

В свою очередь, точка v1 принадлежит некоторому шару B(ξk, ρk), где l <
k ≤ m — максимальный номер шара, содержащий точку v1. Если x1 ∈ B(ξk, ρk),
то дополним кривую γ1 кратчайшими, соединяющими точку ξk с точками v1 и
x1. Получим кривую γ, длина которой не превосходит 2(ρl + ρk).

В противном случае существует максимальное значение t2 параметра t ∈
(t1, 1) такое, что v2 = K(t2) ∈ ∂B(ξk, ρk), а K(t) /∈ B(ξk, ρk) для всех t ∈ (t2, 1].
Тогда дополним кривую γ1 новой кривой γ2 ⊂ B(ξk, ρk) ⊂ D, составленной из
кратчайших, соединяющих точку ξk с точками v1 и v2. Так как длина γ2 не
превосходит 2ρk, длина составленной кривой γ1 ∪ γ2 не превосходит 2(ρl + ρk).

Продолжая этот процесс по индукции, через конечное число шагов (не бо-
лее m) получим спрямляемую кривую � = γ1 ∪ γ2 . . . в D, длина которой не

превосходит 2
m∑
k=1

ρk.

Таким образом, кривая � спрямляема и соединяет центры шаров B0 и B1:
� (0) = x0, � (L) = x1 (считаем, что � параметризована натуральным парамет-
ром, а L — длина � ).

Обозначим символом δ = dist(� , ∂D) расстояние между кривой � и гра-
ницей области D. Рассмотрим область � = B0 ∪ B1 ∪

⋃
x∈�

B(x, δ), состоящую

из шаров B0, B1 и всех шаров радиуса δ с центрами на � . Положим α =
min{dist(� , ∂�), r0, r1} (или, что то же самое, α = min{δ, r0, r1}), β = L + r0 +
r1 + δ.

Покажем, что � является областью Джона J(α, β) с выделенной точкой
x0. Пусть x ∈ �. Если x ∈ B0, то условия (21) выполняются автоматически:
в качестве кривой γ выбираем кратчайшую, соединяющую x и x0. Тогда l =
|γ| < r0 < β и для всех s ∈ [0, l] выполнены следующие неравенства:

dist(γ(s), ∂�) ≥ dist(γ(s), ∂B0) ≥ s =
sl

l
≥ sr0

l
≥ αs

l
. (22)

Если x ∈ B1, то положим γ = γ1 ∪ � , где γ1 — кратчайшая, соединяющая
x и x1. Обозначим l1 = |γ1| < r1, тогда l = |γ| = l1 + L < r1 + L < β,
dist(γ(s), ∂�) ≥ αs

l1
≥ αs

l для s ∈ [0, l1] и dist(γ(s), ∂�) ≥ α ≥ αs
l для s ∈ [l1, l1+L].

Следовательно, dist(γ(s), ∂�) ≥ αs
l для всех s ∈ [0, l].

Пусть x не принадлежит ни B0, ни B1. Тогда x ∈ B(ξ, r), где ξ — точка
на кривой � и r < δ. В качестве кривой γ возьмем кривую, состоящую из
кратчайшей, соединяющей x и ξ, и сегмента кривой � от ξ до x0. Как и в
предыдущих двух случаях, имеем l1 = |γ1| < δ, l = |γ| < δ + L < β,

dist(γ(s), ∂�) ≥ αs

l1
≥ αs

l
для s ∈ [0, l1], dist(γ(s), ∂�) ≥ α ≥ αs

l
для s ∈ [l1, l].

Таким образом, dist(γ(s), ∂�) ≥ αs
l для всех s ∈ [0, l].

Поэтому � ⊂ D является областью Джона, содержащей данные шары
B0, B1. �

Приведем следующее неравенство Пуанкаре для областей Джона (см. [34]).
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Предложение 3 [34, теорема 4]. Пусть p < ν, p ≤ q ≤ νp
ν−p и U — область

Джона J(α, β). Тогда для любой функции u ∈W 1
p (U) имеем

‖u− cu | Lq(U)‖ ≤ C

(
α

β

)ν
diam(U)1−

ν
p+ ν

q ‖∇L u | Lp(U)‖, (23)

где cu и C — постоянные, причем C > 0 не зависит от u, U, α, β.
Далее нам потребуется вариант неравенства Пуанкаре в следующей форме

(см. также [24]).

Лемма 4. Пусть U — область Джона J(α, β) и подмножество F ⊂ U имеет
положительную меру, |F | > 0. Тогда для всех u(x) ∈W 1

p (U), p ≤ q ≤ νp
ν−p , p < ν,

таких, что u|F = 0, выполнено неравенство(∫
U

|u(x)|q dx
) 1

q

≤ |U |
1
q

|F |
1
q

C

(
α

β

)ν
diam(U)1−

ν
p+ ν

q

(∫
U

|∇L u(x)|p dx
) 1

p

. (24)

Доказательство. Рассмотрим произвольную функцию u(x) ∈W 1
p (U) та-

кую, что u|F = 0, где подмножество F ⊂ U имеет положительную меру. Обо-
значим M = ‖u | Lq(U)‖ > 0. Тогда

|F | =
∫
U

(χF (x))q dx ≤
∫
U

∣∣∣∣1− u(x)|U |
1
q

M

∣∣∣∣q dx ≤ |U |
Mq

∫
U

∣∣∣∣ M|U | 1q − u(x)
∣∣∣∣q dx.

Следовательно,
Mq|F | ≤ |U |‖(M |U |−

1
q − u) | Lq(U)‖q. (25)

Для постоянной cu из неравенства Пуанкаре (предложение 3) справедлива оцен-
ка

|M |U |−
1
q − cu| = ||U |−

1
q ‖u | Lq(U)‖− |U |−

1
q ‖cu | Lq(U)‖| ≤ |U |−

1
q ‖u− cu | Lq(U)‖.

Используя неравенство Пуанкаре (23), имеем

‖(M |U |−
1
q − u) | Lq(U)‖ ≤ ‖(M |U |−

1
q − cu) | Lq(U)‖+ ‖u− cu | Lq(U)‖

≤ 2‖u− cu | Lq(U)‖ ≤ 2C
(
α

β

)ν
diam(U)1−

ν
p+ ν

q ‖∇L u | Lp(U)‖.

Применяя (25), получаем

‖u | Lq(U)‖ ≤ |U |
1
q

|F |
1
q

2C
(
α

β

)ν
diam(U)1−

ν
p+ ν

q ‖∇L u | Lp(U)‖.

Лемма доказана. �

Лемма 5. Пусть p > ν, а функция f ∈ C(D)∩L1
p(D) такова, что f(x0) = 0

и f(x1) = 1 для некоторых точек x0, x1 ∈ B ⊂ D. Тогда выполнено неравенство

1
d(x0, x1)1−ν/p

≤ K
∥∥f | L1

p(D)
∥∥. (26)

Доказательство. Нам потребуется следующее неравенство Пуанкаре из
[34, теорема 4]:

‖u− cu | L∞(B)‖ ≤ C diam(B)1−
ν
p ‖∇L u | Lp(B)‖. (27)
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Фиксируем шар B такой, что x0, x1 ∈ B. Имеем
|f(x0)− f(x1)| ≤ |f(x0)− cf |+ |f(x1)− cf | ≤ 2‖f − cf | L∞(B)‖

≤ Kd(x0, x1)1−ν/p‖∇L f | Lp(B)‖ ≤ Kd(x0, x1)1−ν/p‖∇L f | Lp(D)‖, (28)
где K — некоторая постоянная. В нашем случае |f(x0)− f(x1)| = 1 и, следова-
тельно,

1
d(x0, x1)1−ν/p

≤ K
∥∥f | L1

p(D)
∥∥. � (29)

3. Функция множеств

Пусть D ⊂ G — открытое подмножество. Рассмотрим совокупность откры-
тых подмножеств �(D) из D таких, что

1) B ∈ �(D) для любого шара B ⊂ D;

2)
n⋃
i=1

Ui ∈ �(D) для любых попарно не пересекающихся множеств U1, . . . ,

Un ∈ �(D), где n ∈ N.
Замечание 7. Среди таких совокупностей существуют: минимальная —

всевозможные объединения конечных наборов открытых шаров, замыкания ко-
торых не пересекаются, и максимальная — все открытые подмножества из D.

Определение 7. Отображение � : �(D) 7→ [0,∞] называется конечно-
квазиаддитивной функцией множеств, если

1) для любого x ∈ D существует δ, 0 < δ < dist(x, ∂D), такое, что 0 ≤
�(Bδ(x)) <∞;

2) неравенство
k∑
i=1

�(Ui) ≤ �(U) выполнено для любого набора попарно не

пересекающихся открытых множеств U1, . . . , Uk ⊂ U , где Ui, U ∈ �(D), i =
1, . . . , k.

Конечно-квазиаддитивная функция будет также и счетно-квазиаддитив-
ной.

Если вместо второго условия в определении функции множеств потребовать
k∑
i=1

�(Ui) = �(U)

для любого конечного набора Ui ∈ �(D), i = 1, . . . , k, попарно не пересекаю-
щихся открытых множеств, то такая функция называется конечно-аддитивной.
Если это равенство распространить на счетный набор, то функция называется
счетно-аддитивной.

Определение 8. Квазиаддитивная функция � называется монотонной,
если �(U1) ≤ �(U2) при U1 ⊂ U2, U1, U2 ∈ �(D).

Верхняя и нижняя производные квазиаддитивной функции, заданной на
совокупности открытых подмножеств �(D), определяются как

�
′
(x) = lim

h→0
sup
δ<h

�(Bδ)
µ(Bδ)

, �′(x) = lim
h→0

inf
δ<h

�(Bδ)
µ(Bδ)

.

Здесь супремум и инфимум берутся по всем открытым шарам Bδ, содержащим
точку x, с радиусом δ < h. Если в некоторой точке x верхняя и нижняя произ-
водные совпадают: �

′
(x) = �′(x), то их общее значение называется производной

�′(x) функции множеств �.
Для квазиаддитивной функции множества справедливо
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Предложение 4 [25]. Пусть G — группа Карно, а квазиаддитивная функ-
ция множества � определена на некоторой системе �(D) открытых подмно-
жеств области D ⊂ G. Тогда

(a) почти в каждой точке x ∈ D существует конечная производная

�′(x) = lim
δ→0

�(Bδ)
|Bδ|

;

(b) �′(x) — измеримая функция;
(c) для любого открытого множества U ∈ �(D) справедливо неравенство∫

U

�′(x) dx ≤ �(U).

Использование функций множеств позволяет доказать следующую теорему
Лебега.

Теорема 3 [25]. Пусть G — группа Карно, D — область в G. Предположим,
что функция f принадлежит L1,loc(D). Тогда для п. в. x ∈ D имеем

lim
δ→0, x∈Bδ

1
|Bδ|

∫
Bδ

|f(y)− f(x)| dy = 0.

4. Оператор композиции

Всюду далее D,D′ ⊂ G — связные области, а отображение ϕ : D → D′

принадлежит классу IL1
p.

Напомним определение сходимости в полунормированном пространстве
L1
p(D).

Определение 9. Будем говорить, что последовательность функций
{fn} ∈ L1

p(D) сходится к функции f ∈ L1
p(D) (fn → f) в пространстве L1

p(D),
если ∥∥fn − f | L1

p(D)
∥∥→ 0 при n→∞.

Заметим, что если fn → f в пространстве L1
p(D), то также fn → f +C, где

C ∈ R — произвольная константа.

Лемма 6. Пусть f ∈ L1
p(D′), fn ∈ L1

p(D′)∩C∞(D′), fn → f в пространстве
L1
p(D′) при n→∞ и выполнены следующие условия:

(1) функция f ◦ ϕ определена п. в. на D и п. в. принимает конечные
значения;

(2) fn ◦ ϕ(x) → f ◦ ϕ(x) при n→∞ для п. в. x ∈ D.
Тогда
(1) f ◦ ϕ ∈ L1

p(D),
(2) K−1

∥∥f | L1
p(D′)

∥∥ ≤ ∥∥f ◦ ϕ | L1
p(D)

∥∥ ≤ K
∥∥f | L1

p(D′)
∥∥.

Доказательство. Шаг 1. Сначала рассмотрим случай, когда |f | < C
(применяя срезки, можно считать, что |fn| < 2C для всех n ∈ N). Обозначим
gn(x) = fn ◦ ϕ(x). По теореме Лебега о мажорируемой сходимости последо-
вательность {gn} сходится к функции f ◦ ϕ в L1(B) на всяком шаре B ⊂ D.
Кроме того, последовательность градиентов {∇L gn} фундаментальна в Lp(D)
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и потому имеет предел в Lp(D). Перечисленные свойства обеспечивают суще-
ствование обобщенных производных у локально-суммируемой функции f ◦ϕ, и
эти производные принадлежат Lp(D). Следовательно, f ◦ ϕ ∈ L1

p(D).

Шаг 2. Пусть f — произвольная функция в L1
p(D′), которую можно считать

положительной, так как f = f+ − f−, а f+, f− ∈ L1
p(D′).

Фиксируем шар B0 ⊂ D. Можно считать, что f ◦ ϕ = 0 на некотором
множестве F ⊂ B0 положительной меры. Действительно, множество {x ∈ B0 :
f(ϕ(x)) − k0 ≤ 0} будет иметь положительную меру при некотором k0 ∈ N.
Тогда вместо f можно рассматривать функцию max{f(y)− k0, 0}, а вместо по-
следовательности {fn} — функции max{fn(y)− k0, 0}. При этом

fn ◦ ϕ→ 0 п. в. на F при n→∞. (30)

Далее рассматриваем неотрицательную функцию f ∈ L1
p(D′) такую, что

множество F = {x ∈ B0 : f ◦ ϕ(x) = 0} имеет положительную меру.
Определим монотонную последовательность функций um = gm◦ϕ, где gm =

min{f,m}. Поскольку gm является ограниченной функцией, um ∈ L1
p(D) в силу

шага 1. Также um → f ◦ ϕ п. в. при m → ∞. Действительно, для п. в. точек
x ∈ D найдется номер m такой, что f(ϕ(x)) < m. Тогда uk(x) = f(ϕ(x)) для
всех k > m.

Для произвольного шара B ⊂ D выберем область Джона U ⊃ B ∪ B0 и
применим к функциям um неравенство Пуанкаре (24). При q = p выводим∫

U

|um(x)|p dx ≤ diamU

|F |
Crp

∫
U

|∇L um(x)|p dx

=
diamU

|F |
Crp

∫
U

|∇L (gm ◦ ϕ(x))|p dx =
diamU

|F |
Crp

∥∥ϕ∗gm | L1
p(D)

∥∥p
≤ K

diamU

|F |
Crp

∥∥gm | L1
p(D

′)
∥∥p ≤ C2

∥∥f | L1
p(D

′)
∥∥p. (31)

В третьем неравенстве мы воспользовались результатом шага 1. Таким образом,
um ∈ Lp(B). Так как функции um = gm◦ϕ, монотонно возрастая, сходятся на B
к функции f ◦ ϕ, по теореме Беппо Леви f ◦ ϕ ∈ Lp(B). Поскольку шар B ⊂ D
произвольный, композиция f ◦ ϕ локально суммируема на D. Заметим еще,
что последовательность градиентов ∇L um фундаментальна в Lp(D), поскольку
таковой является последовательность градиентов∇L gm. Действительно, имеем

‖∇L gl −∇L gm | Lp(D′)‖ ≤
∫

{x∈D′:f(x)≥m}

|∇L f |p dx при l > m.

Следовательно, f ◦ϕ ∈ L1
p(D). Таким образом, лемма доказана и в случае, когда

f не является ограниченной. �

Лемма 7. Пусть p > ν. Тогда для любой функции f ∈ L1
p(D′)

(1) f̃ ◦ ϕ ∈ L1
p(D),

(2) K−1
∥∥f | L1

p(D′)
∥∥ ≤ ∥∥f̃ ◦ ϕ | L1

p(D)
∥∥ ≤ K

∥∥f | L1
p(D′)

∥∥,
где f̃ — непрерывный представитель f .

Доказательство. Пусть f ∈ L1
p(D′) и f̃ — непрерывный представитель

f . Тогда найдется последовательность fn ∈ C∞(D′) ∩ L1
p(D′), n ∈ N, такая, что
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fn → f̃ в L1
p(D′) и fn(x) → f̃(x) для всех x ∈ D′ (см. замечание 5). Заметим,

что композиция непрерывной функции f̃ c отображением ϕ определена п. в.
на D. Тогда

fn ◦ ϕ(x) → f̃ ◦ ϕ(x) при n→∞ для п. в. x ∈ D. (32)

Таким образом, для функции f̃ выполнены условия леммы 6. �

Нам понадобится следующее

Предложение 5 [24, лемма 1]. Предположим, что отображение ϕ : D →
D′ порождает ограниченный оператор

ϕ∗ : L1
p(D

′) ∩ C∞(D′) → L1
q(D), 1 ≤ q < p ≤ ∞, ϕ∗f = f ◦ ϕ.

Тогда

�(A′) = sup
f∈

◦
L1
p(A′)∩C∞(A′)

(‖ϕ∗f | L1
q(D)‖

‖f |
◦
L1
p(A′)‖

)κ
, где κ =

{ pq
p−q при p ≤ ∞,

q при p = ∞

— ограниченная счетно-аддитивная функция, определенная на открытых огра-
ниченных подмножествах A′ ⊂ D′.

Из леммы 14 (см. ниже) можно получить

Следствие 2 [24, следствие 1]. Аддитивная функция множеств из пред-
ложения 5 абсолютно непрерывна.

Замечание 8. В [24] утверждения следствия 2 и предложения 5 доказаны
в Rn. Подобно тому, как это было сделано в [25], доказательства с очевидными
изменениями переносятся и на группу Карно.

Лемма 8 [24, теорема 4]. Если отображение ϕ : D → D′ порождает огра-
ниченный мономорфизм

ϕ∗ : L1
p(D

′) ∩ C∞
0 (D′) → L1

p(D), 1 ≤ p ≤ ν,

то отображение ϕ обладает N −1-свойством Лузина.
Доказательство. Сначала покажем, что прообраз всякого открытого

множества имеет положительную меру. Пусть U ⊂ D′ — открытое множество.
Покажем, что |ϕ−1(U)| > 0. Предположим, что это не так, т. е. |ϕ−1(U)| = 0.
Поскольку U является открытым множеством, можно выбрать шар B = B(y0, r)
так, что 2B = B(y0, 2r) ⊂ U . Возьмем функцию класса f ∈ C∞

0 (D′) такую, что
f = 1 на B и f = 0 вне 2B. Таким образом, f 6≡ 0. С другой стороны, ϕ∗f = 0
п. в. на D. Следовательно, ϕ∗f = 0, чего быть не может, поскольку ϕ∗ являет-
ся мономорфизмом. Таким образом, прообраз любого открытого множества не
может иметь нулевую меру.

Фиксируем срезку η ∈ C∞
0 (G), равную единице на B(0, 1) и нулю вне шара

B(0, 2). Рассмотрим шар B = B(y0, r) ⊂ D′ такой, что B(y0, 2r) ⊂ D′, и функ-
цию f(y) = η

(
δr−1(y−1

0 y)
)
∈ L1

p(D′). Для полунормы этой функции выполнена
оценка ∥∥f | L1

p(D
′)
∥∥ ≤ Cr

1
p−

1
ν . (33)

Случай p < ν. Поскольку оператор ϕ∗ ограничен
(∥∥ϕ∗f | L1

p(D)
∥∥ ≤ ‖ϕ∗‖

×
∥∥f | L1

p(D′)
∥∥), из оценки (33) имеем∥∥ϕ∗f | L1

p(D)
∥∥ ≤ ‖ϕ∗‖

∥∥f | L1
p(D

′)
∥∥ ≤ C1‖ϕ∗‖|B|

1
p−

1
ν . (34)
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Фиксируем открытое множество U ⊂ D′. Выберем покрытие области D
счетным числом шаров Q0, Q1, Q2, . . . так, чтобы Ql ⊂ D и

⋃
l
Ql = D. Пусть

множество нулевой меры E ⊂ D′ находится на положительном расстоянии от
открытого множества U . По теореме Лузина найдется компактное множество
T ⊂ ϕ−1(U) положительной меры такое, что отображение ϕ непрерывно на T и,
следовательно, ϕ(T ) тоже компактное множество. Кроме того, можно считать,
что T ⊂ Q0. Рассмотрим открытое множество конечной меры V ⊂ D′ (сколь
угодно малой меры, скажем |V | = ε), такое, что V ⊃ E и V ∩ ϕ(T ) = ∅.
Пусть наборы {B(yi, ri)} ⊂ V и {B(yi, 2ri)} ⊂ V образуют конечнократные
покрытия множества V . Для функции fi(y) = η

(
δr−1

i

(
y−1
i y

))
имеем ϕ∗fi = 1 на

ϕ−1(B(yi, ri)) и ϕ∗fi = 0 вне ϕ−1(B(yi, 2ri)), в частности, ϕ∗fi = 0 на множестве
T . В этом случае оценка (34) имеет вид∥∥ϕ∗fi | L1

p(D)
∥∥ ≤ C1‖ϕ∗‖|B(yi, ri)|

1
p−

1
ν . (35)

Кроме того, справедлива также оценка меры прообраза ϕ−1(B(yi, ri)):

|ϕ−1(B(yi, ri))| ≤
∫
D

|ϕ∗fi|q dx, (36)

где 1 ≤ q. Для произвольного шара Qj из покрытия {Ql} найдется область
Джона � ⊂ D (� ∈ J(α, β)) такая, что Qj ⊂ � и Q0 ⊂ � (лемма 3). Далее
воспользуемся неравенством Пуанкаре (24)(∫

�

|g|p
∗
dx

) 1
p∗

≤ C2(diam(�))
ν
p∗

(∫
�

|∇L g|p dx
) 1

p

, (37)

где q = p∗ = pν
ν−p и g ∈ L1

p(D) — произвольная функция, равная нулю на
множестве T ⊂ Q0 ⊂ � положительной меры, а постоянная C2 имеет следующий
вид:

C2 =
C

|T |
1
p∗

(
α

β

)ν
.

Подставим в неравенство (37) функцию g = ϕ∗fi и применим оценки (35) и
(36). Приходим к цепочке неравенств

|ϕ−1(B(yi, ri)) ∩Qj |
1
p−

1
ν ≤

(∫
�

|ϕ∗fi|p
∗
dx

) 1
p∗

≤ C2(diam(�))
ν
p∗

(∫
�

|∇Lϕ∗fi|p dx
) 1

p

≤ C2(diam(�))
ν
p∗ C1‖ϕ∗‖· |B(yi, ri)|

1
p−

1
ν ,

откуда
|ϕ−1(B(yi, ri)) ∩Qj | ≤ C4|B(yi, ri)|. (38)

Поскольку {B(yi, ri)} образуют конечнократное покрытие V , можно заключить,
что ∑

i

|ϕ−1(B(yi, ri)) ∩Qj | ≤ C4
∑
i

|B(yi, ri)| ≤ C4ζν |V |, (39)

где постоянная ζν — кратность покрытия. Так как множества ϕ−1(B(yi, ri)) ∩
Qj покрывают ϕ−1(E) ∩ Qj , а множество V имеет сколь угодно малую меру,
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получаем |ϕ−1(E) ∩ Qj | = 0 для произвольного шара Qj из счетного набора
{Ql}. Следовательно, |ϕ−1(E)| = 0.

Если множество E ⊂ D′ \ U нулевой меры такое, что dist(E,U) = 0, то его
можно представить в виде E =

⋃
Ek, где Ek =

{
y ∈ E : dist(y, U) ≥ 1

k

}
. Тогда

ϕ−1(E) ⊂
⋃
ϕ−1(Ek). Так как |ϕ−1(Ek)| = 0, то и |ϕ−1(E)| = 0.

Таким образом, для всех множеств E ⊂ D′ \ U нулевой меры прообраз
ϕ−1(E) имеет нулевую меру. Другими словами, если |E| = 0, то |ϕ−1(E\U)| = 0.

Пусть U1 — другое открытое множество, находящееся на положительном
расстоянии от U . Любое множество E ⊂ D′ может быть представлено в виде
E = (E\U)∪(E\U1). Если множество E имеет нулевую меру, то |ϕ−1(E\U)| = 0
и |ϕ−1(E \ U1)| = 0, следовательно, |ϕ−1(E)| ≤ |ϕ−1(E \ U)|+ |ϕ−1(E \ U1)| = 0.

Случай p = ν. Фиксируем произвольный шар B1 ⊂ D, тогда если g ∈
L1
ν(B1), то g ∈ L1

q(B1), где q < ν. Рассмотрим ограниченный оператор

ϕ∗B : L1
ν(D

′) → L1
q(B1),

определенный по правилу ϕ∗Bf = ϕ∗f |B1 . В этом случае неравенство (34) при-
нимает вид ∥∥ϕ∗Bf | L1

p(B1)
∥∥ ≤ C1�(2B)

1
κ , (40)

где функция � из предложения 5.
Пусть E — множество нулевой меры и V ⊃ E — открытое множество меры

ε > 0. Выберем совокупность шаров {Bi} такую, что 2Bi ⊂ V и оба набора
{Bi}, {2Bi} образуют конечнократные покрытия множества V . По аналогии с
рассуждениями для случая p < ν, используя лемму 14 (см. ниже), получаем

|ϕ−1(E) ∩B1| ≤
∑
i

|ϕ−1(Bi)| ≤ C
∑
i

�(2Bi) ≤ CζN�(V ).

Применяя абсолютную непрерывность функции � (следствие 2), выводим,
что |B1 ∩ ϕ−1(E)| = 0 для любого множества нулевой меры E ∈ D′. В силу
произвольности шара B1 получаем требуемое.

В итоге прообраз любого множества нулевой меры также является мно-
жеством меры нуль, т. е. отображение ϕ : D → D′ обладает N −1-свойством
Лузина. �

Лемма 9. Пусть p ≤ ν, тогда для любой функции f ∈ L1
p(D′)

(1) f ◦ ϕ ∈ L1
p(D),

(2) K−1
∥∥f | L1

p(D′)
∥∥ ≤ ∥∥f ◦ ϕ | L1

p(D)
∥∥ ≤ K

∥∥f | L1
p(D′)

∥∥.
Доказательство. Пусть f ∈ L1

p(D′) и {fn} — последовательность функ-
ций из C∞(D′) ∩ L1

p(D′) такая, что
∥∥f − fn | L1

p(D′)
∥∥ → 0 и fn → f п. в. на

D′ (см. замечание 5). Поскольку оператор (1) является мономорфизмом (см.
замечание 1), отображение ϕ обладает N −1-свойством Лузина (лемма 8). Сле-
довательно, функция f ◦ ϕ определена п. в. на D и fn ◦ ϕ → f ◦ ϕ п. в. на D.
Далее, из леммы 6 получаем требуемые утверждения (1) и (2). �

Лемма 10. Пусть ϕ ∈ IL1
p. Тогда оператор ϕ∗ : L1

p(D′)∩C∞(D′) → L1
p(D)

продолжается по непрерывности до оператора ϕ̃∗ : L1
p(D′) → L1

p(D) и обладает
следующими свойствами:

(1) значение оператора ϕ̃∗ : L1
p(D′) → L1

p(D) на классах [f ] ∈ L1
p(D′) можно

найти по формуле

ϕ̃∗([f ]) =
{
f ◦ ϕ при p ≤ ν, f — произвольный представитель класса [f ],
f̃ ◦ ϕ при p > ν, f̃ — непрерывный представитель класса [f ];
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(2) K−1
∥∥f | L1

p(D′)
∥∥ ≤ ∥∥ϕ̃∗(f) | L1

p(D)
∥∥ ≤ K

∥∥f | L1
p(D′)

∥∥;
(3) ϕ̃∗ : L1

p(D′) → L1
p(D) — изоморфизм.

Доказательство. Поскольку L1
p(D′) ∩ C∞(D′) плотно в L1

p(D′), опера-
тор ϕ∗ : L1

p(D′) ∩ C∞(D′) → L1
p(D) можно продолжить по непрерывности на

L1
p(D′): пусть f ∈ L1

p(D′), выбираем последовательность fn ∈ L1
p(D′) ∩ C∞(D′)

такую, что fn → f в L1
p(D′). Тогда последовательность ϕ∗fn будет сходиться

в пространстве L1
p(D). С другой стороны, можно считать, что эта же последо-

вательность сходится поточечно. На основании леммы 6 естественно положить
lim
n→∞

ϕ∗fn = f ◦ ϕ, так как композиция f ◦ ϕ определена п. в. при p ≤ ν (при

p > ν следует рассматривать непрерывный представитель f̃ ∈ L1
p(D′)).

Из лемм 7 и 9 для любой функции f ∈ L1
p(D) имеем f ◦ϕ ∈ L1

p(D) при p ≤ ν

и f̃ ◦ ϕ ∈ L1
p(D) при p > ν, откуда получаем утверждения (1), (2). Свойство (2)

влечет изоморфность оператора ϕ̃∗. �

Далее предполагаем, что оператор ϕ∗ определен на L1
p(D′).

5. Основные теоремы

Приводимое ниже определение квазиизометрического гомеоморфизма эк-
вивалентно определению 1.

Определение 10. Гомеоморфизм � : D → D′, где D,D′ ⊂ G, из неголо-
номного класса Соболева W 1

1,loc(D,G) называется квазиизометрией, если

|D�(x)| ≤M и 0 < α ≤ |detD�(x)| (41)

для п. в. x ∈ D, где постоянные M и α не зависят от x.

Используя неравенство Адамара (|detD�(x)| ≤ |D�(x)|ν), из условия (41)
получаем

L−1 ≤ |D�(x)| ≤ L, (42)

где постоянная L такова, что L−1 ≤ α
1
ν и L ≥M .

Отметим еще, что определение 10 эквивалентно определению, сформули-
рованному в [35].

Определение 11. Пусть U — открытое множество на группе Карно G
и � : U → G — гомеоморфизм класса Соболева W 1

1,loc(U,G). Отображение
� — квазиизометрия, если якобиан J(x,�) сохраняет знак на U и L−1|ξ| ≤
|D�(x)ξ| ≤ L|ξ| для всех ξ ∈ V1 и для п. в. x ∈ U , где L ≥ 1 .

Следующая лемма устанавливает связь между квазиизометриями и локаль-
но билипшицевыми отображениями (см. определение 5).

Лемма 11 [35, лемма 1]. Гомеоморфизм � : D → D′ является квазиизо-
метрией тогда и только тогда, когда отображение � локально-билипшицево с
одной и той же постоянной билипшицевости.

Лемма 12. Пусть D,D′ ⊂ G — открытые множества и |D| < ∞, ϕ : D →
D′ — измеримое отображение, определенное п. в. в D. Тогда найдется воз-
растающая последовательность компактов {Tk} ⊂ Domϕ ⊂ D такая, что ϕ
непрерывно на каждом Tk и

∣∣D \
⋃
k
Tk
∣∣ = 0.

Доказательство. По теореме Лузина найдется компактное множество
P1 ⊂ Domϕ такое, что отображение ϕ непрерывно на P1 и |Domϕ \ P1| < 1.
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Аналогично найдется компактное множество P2 ⊂ Domϕ \ P1 такое, что отоб-
ражение ϕ непрерывно на P2 и |(Domϕ \ P1) \ P2| < 1

2 , и т. д. Таким обра-

зом получаем последовательность множеств {Pi}. Обозначим Tk =
k⋃
1
Pi, тогда

Tk ⊂ Tk+1 ⊂ Domϕ. Отображение ϕ непрерывно на каждом Tk, поскольку Tk
представляет собой конечное объединение компактных попарно не пересекаю-
щихся множеств P1, . . . , Pk, на каждом из которых отображение ϕ непрерывно.
Кроме того, |D \ Tk| = |Domϕ \ Tk| < 1

k для любого k ∈ N. Следовательно,∣∣D \
⋃
k
Tk
∣∣ = 0. �

Таким образом, областью определения отображения ϕ можно считать мно-
жество

Dom1 ϕ =
⋃
k

Tk. (43)

Замечание 9. Можно выбрать множества T̃k ⊂ Tk (где Tk — множества
из леммы 12), состоящие только из точек ненулевой плотности. При этом ϕ

непрерывно на каждом T̃k и
∣∣D \

⋃
k
T̃k
∣∣ = 0.

Доказательство. Действительно, пусть T̃k — множество точек ненулевой
плотности множества Tk. Тогда |Tk \ T̃k| = 0, T̃k+1 ⊃ T̃k и

∣∣D \
⋃
k
T̃k
∣∣ = 0. �

Замечание 10. Лемма 12 также верна и в том случае, когда область D не
ограничена.

Доказательство. Область D можно представить в виде счетного объ-
единения непересекающихся множеств: D =

⋃
i
Di, где D1 = D ∩ B(0, 1), D2 =

(D ∩B(0, 2)) \D1 и т. д. По лемме 12 для каждого множества Di имеем возрас-
тающую (по индексу k) последовательность компактов T ik ⊂ Domϕ такую, что∣∣Di \

⋃
k
T ik
∣∣ = 0. Полагая T1 = T 1

1 , T2 = T 1
2 ∪ T 2

2 , T3 = T 1
3 ∪ T 2

3 ∪ T 3
3 и т. д., полу-

чаем возрастающую последовательность компактов Tk ⊂ Domϕ. В частности,∣∣Di \
⋃
k
Tk
∣∣ = 0 (поскольку

⋃
k
T ik ⊂

⋃
k
Tk). Тогда D \

⋃
k
Tk =

⋃
i

(
Di \

⋃
k
Tk
)
. Следо-

вательно,
∣∣D \

⋃
k
Tk
∣∣ = 0 как счетное объединение множеств нулевой меры. �

Далее нам понадобятся следующее очевидные свойства непрерывных функ-
ций.

Предложение 6. (1) Пусть f , g — непрерывные функции на множестве
T , состоящем из точек положительной плотности. Если f = g п. в. на T , то
f = g всюду на T .

(2) Непрерывная функция f : D → R определяется однозначно своими
значениями на плотном в D множестве T .

5.1. Случай p > ν.

Лемма 13. Пусть p > ν и ϕ : D → D′ — измеримое отображение (где
D,D′ — области в G). Предположим, что выполнены следующие условия:

(1) отображение ϕ непрерывно на некотором множестве T ⊂ D, все точки
множества T являются точками положительной плотности в G;
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(2) для любой локально липшицевой функции f с компактным носителем
в D′ верно f ◦ ϕ ∈ L1

p(D) и∥∥f ◦ ϕ | L1
p(D)

∥∥ ≤ C
∥∥f | L1

p(D
′)
∥∥. (44)

Тогда для любых двух точек x0, x1 ∈ T , x0 6= x1, таких, что B(x1, d(x0, x1)) ⊂ D,
справедливо неравенство

d(ϕ(x0), ϕ(x1)) ≤ cd(x0, x1). (45)

Если вместо условия (2) выполнено условие
(2′) для любой локально липшицевой функции g с компактным носителем

в D существует функция f ∈ L1
p(D′) такая, что g = f ◦ ϕ и∥∥f | L1

p(D
′)
∥∥ ≤ C ′∥∥f ◦ ϕ | L1

p(D)
∥∥, (46)

то для любых двух точек x0, x1 ∈ T таких, что B(ϕ(x1), d(ϕ(x0), ϕ(x1))) ⊂ D′ и
ϕ(x0) 6= ϕ(x1), выполняется неравенство

d(x0, x1) ≤ c′d(ϕ(x0), ϕ(x1)). (47)

Здесь постоянные c и c′ зависят только от ν, p, C и C ′.
Доказательство. Если ϕ(x0) = ϕ(x1), то неравенство (45) очевидно.
Пусть ϕ(x0) 6= ϕ(x1) и выполнены условия (1) и (2). Рассмотрим функцию

f(y) =
(

1− d(y, ϕ(x1))
d(ϕ(x0), ϕ(x1))

)+

, (48)

где (·)+ — положительная часть числа. Заметим, что f(ϕ(x0)) = 0, f(ϕ(x1)) = 1.
В силу леммы 1 справедливы оценки∥∥f | L1

p(D
′)
∥∥ ≤ ∥∥f | L1

p(G)
∥∥ ≤ κ

d(ϕ(x0), ϕ(x1))1−ν/p
, (49)

где постоянная κ зависит от меры единичного шара.
Носитель функции f содержится в шаре B(ϕ(x1), d(ϕ(x1), ϕ(x0))). Пусть

g — непрерывный представитель f ◦ ϕ. По лемме 10 непрерывная функция g
совпадает с f ◦ ϕ п. в. на D. Однако на множестве T , состоящем из точек
положительной плотности, отображение ϕ непрерывно. Поэтому g|T (x) = f ◦
ϕ|T (x) для всех x ∈ T . Следовательно, g(x0) = 0 и g(x1) = 1. По лемме 5
для любой непрерывной функции g ∈ L1

p(D) такой, что g(x0) = 0 и g(x1) = 1,
справедлива оценка

1
d(x0, x1)1−ν/p

≤ K
∥∥g | L1

p(D)
∥∥. (50)

Возвращаясь к тому, что g = f ◦ ϕ, где f определена в (48), с учетом
соотношений (50), (49) и

∥∥g | L1
p(D)

∥∥ ≤ C
∥∥f | L1

p(D′)
∥∥ имеем

1
d(x0, x1)1−ν/p

≤ K
∥∥g | L1

p(D)
∥∥ ≤ KC

∥∥f | L1
p(D

′)
∥∥ ≤ KCκ

d(ϕ(x0), ϕ(x1))1−ν/p
. (51)

Отсюда
d(ϕ(x0), ϕ(x1)) ≤ cd(x0, x1), (52)

где постоянная c зависит только от ν, p и C.



Изоморфизмы соболевских пространств на группах Карно 1023

Пусть выполнены условия (1) и (2′). Рассмотрим функцию

g(x) =
(

1− d(x, x1)
d(x0, x1)

)+

. (53)

Снова отметим, что g(x0) = 0, g(x1) = 1 и справедлива оценка (лемма 1)∥∥g | L1
p(D)

∥∥ ≤ κ
d(x0, x1)1−ν/p

. (54)

Пусть функция f ∈ L1
p(D′) такова, что g = f ◦ ϕ (можно считать, что f

непрерывна). Поскольку отображение ϕ непрерывно на T , имеем f ◦ ϕ|T (x) =
g|T (x) для всех x ∈ T (предложение 6). Тогда f(ϕ(x0)) = 0, f(ϕ(x1)) = 1 и в
силу леммы 5 получаем

1
p(ϕ(x0), ϕ(x1))1−ν/p

≤ K ′∥∥f | L1
p(D

′)
∥∥. (55)

Используя соотношения
∥∥f | L1

p(D′)
∥∥ ≤ C ′

∥∥g | L1
p(D)

∥∥, (54) и (55), выводим

1
d(ϕ(x0), ϕ(x1))1−ν/p

≤ K ′∥∥f | L1
p(D

′)
∥∥ ≤ K ′C ′∥∥g | L1

p(D)
∥∥ ≤ K ′C ′κ

d(x0, x1)1−ν/p
.

(56)
Отсюда

d(x0, x1) ≤ c′d(ϕ(x0), ϕ(x1)), (57)

где постоянная c′ зависит только от ν, p и C ′. �

Теорема 4. Пусть p > ν, а D,D′ ⊂ G — две области. Если измеримое
отображение ϕ : D → D′ таково, что для любой ограниченной функции f ∈
L1
p(D′) выполнены условия

(1) f̃ ◦ ϕ ∈ L1
p(D),

(2) K−1
∥∥f | L1

p(D′)
∥∥ ≤ ∥∥f̃ ◦ ϕ | L1

p(D)
∥∥ ≤ K

∥∥f | L1
p(D′)

∥∥,
где f̃ — непрерывный представитель f и K — положительная константа. Тогда
отображение ϕ совпадает п. в. с некоторой квазиизометрией.

Доказательство. По лемме 12 с учетом замечаний 9 и 10 найдется воз-
растающая последовательность множеств {T̃k} ⊂ D такая, что отображение ϕ
непрерывно на каждом T̃k и

∣∣D\⋃
k
T̃k
∣∣ = 0, где Tk состоят только из точек нену-

левой плотности. Тогда областью определения отображения ϕ можно считать
множество

Dom2 ϕ =
⋃
k

T̃k. (58)

Пусть x0, x1 ∈ Dom2 ϕ — две различные точки. Тогда найдется номер k
такой, что x0, x1 ∈ T̃k. Сначала покажем, что для двух таких точек имеем
ϕ(x0) 6= ϕ(x1). Пусть, напротив, ϕ(x0) = ϕ(x1). Рассмотрим непрерывную
функцию f ∈ L1

p(D) такую, что f(x0) 6= f(x1) (очевидно, что такая функция
найдется, так как точки x0 и x1 находятся на положительном расстоянии). По
лемме 10 найдется функция g ∈ L1

p(D′) такая, что f = ϕ∗g. В силу леммы 7
имеем f = ϕ∗g = g̃ ◦ ϕ п. в. на T̃k, где g̃ — непрерывный представитель g.
Отображение ϕ непрерывно на T̃k, поэтому g̃ ◦ ϕ тоже непрерывно на T̃k и,
следовательно, f |T̃k(x) = g◦ϕ|T̃k(x) для всех x ∈ T̃k, так как точки множества T̃k
имеют положительную плотность (предложение 6). Но тогда f(x0) = g̃(ϕ(x0)) =
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g̃(ϕ(x1)) = f(x1), т. е. f(x0) = f(x1), что противоречит выбору функции f .
Итак, ϕ(x0) 6= ϕ(x1) при x0 6= x1.

Кроме того, выполнено условие (1) леммы 13, если в качестве множества T
взять Tk.

Поскольку ϕ∗ : L1
p(D′) → L1

p(D) является ограниченным оператором, для
любой липшицевой функции f с компактным носителем верно f ◦ ϕ ∈ L1

p(D) и∥∥f ◦ ϕ | L1
p(D)

∥∥ ≤ C
∥∥f | L1

p(D
′)
∥∥.

Таким образом, выполнено условие (2) леммы 13. Следовательно,

d(ϕ(x0), ϕ(x1)) ≤ cd(x0, x1)

при условии, что B(x0, d(x0, x1)) ⊂ D.
Получим неравенство, обратное к (52). Поскольку оператор ϕ∗ : L1

p(D′) →
L1
p(D) — изоморфизм, для любой липшицевой функции g с компактным носи-

телем в D существует функция f ∈ L1
p(D′) такая, что g = f ◦ ϕ и∥∥f | L1

p(D
′)
∥∥ ≤ C ′∥∥f ◦ ϕ | L1

p(D)
∥∥.

Другими словами, выполнено условие (2′) леммы 13. Значит,

d(x0, x1) ≤ c′d(ϕ(x0), ϕ(x1)) (59)

при условии, что B(ϕ(x0), d(ϕ(x0), ϕ(x1))) ⊂ D′. Из неравенств (52) и (59) по-
лучаем, что для для достаточно близких точек x0, x1 ∈ Dom2 ϕ выполнены
неравенства

1
c′
d(x0, x1) ≤ d(ϕ(x0), ϕ(x1)) ≤ cd(x0, x1). (60)

Действительно, левая этих соотношений справедлива при условии d(x0, x1) <
c−1d(ϕ(x0), ∂D′) так как в этом случае

d(ϕ(x0), ϕ(x1)) ≤ cd(x0, x1) < d(ϕ(x0), ∂D′),

а следовательно, B(ϕ(x0), d(ϕ(x0), ϕ(x1))) ⊂ D′.
Заметим, что неравенства (60) выполняются при выполнении следующего

условия:
d(x0, x1) < rx0 = min(d(x0, ∂D), c−1d(ϕ(x0), ∂D′)).

Рассмотрим произвольное положительное число ρx0 < rx0 . Подберем его
так, чтобы для любых точек x, y ∈ B(x0, ρx0) одновременно выполнялись два
условия:

d(x, y) < d(x, ∂D) и d(x, y) < c−1d(ϕ(x), ∂D′).
Для выполнения первого неравенства достаточно выбрать ρx0 так, что 0 < ρx0 <
rx0/3. Действительно, в этом случае выводим

d(x, y) ≤ d(x, x0) + d(x0, y) ≤ 2ρx0 < rx0 − ρx0 < d(x, ∂D).

Для обеспечения второго неравенства фиксируем произвольное 0 < ρx0 < rx0/3
так, что

diamϕ(B(x0, ρx0)) < c−1c′ dist(ϕ(B(x0, ρx0)), ∂D
′).

Это можно сделать, так как diamϕ(B(x0, ρ)) убывает при уменьшении ρ, а
dist(ϕ(B(x0, ρ)), ∂D′) возрастает при уменьшении ρ. При таком выборе ρx0 по-
лучаем

d(ϕ(x), ϕ(y)) ≤ cd(x, y) ≤ cc′−1 diamϕ(B(x0, ρ0))

< dist(ϕ(B(x0, ρx0)), ∂D
′) ≤ d(ϕ(x), ∂D′).
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Таким образом, для любых точек x, y ∈ B(x0, ρx0) ⊂ D выполняются включение
B(ϕ(x), d(ϕ(x), ϕ(y))) ⊂ D′, а значит, неравенства

1
c′
d(x, y) ≤ d(ϕ(x), ϕ(y)) ≤ cd(x, y).

Обозначим D1 =
⋃

x0∈Dom2 ϕ
B(x0, ρx0). Имеем D1 ⊂ D и |D \ D1| = 0.

Кроме того, ϕ : Dom2 ϕ → D′ продолжается по непрерывности до локально-
билипшицего отображения � : D1 → D′ ⊂ G. Заметим, что � : D1 → D′ ⊂ G —
инъективное отображение. Пусть, напротив, �(x) = �(y) для некоторых раз-
личных точек x, y ∈ D1. Тогда найдутся шары B(x, r) и B(y, r), замыкания
которых дизъюнктны, а пересечение �(B(x, r)) ∩ �(B(y, r)) — открытое мно-
жество. Очевидно, что любая функция f ∈ L1

p(D), равная нулю на B(x, r) и
единице на B(y, r), не может быть получена как образ ϕ∗(g) некоторой непре-
рывной функции g ∈ L1

p(D′), поскольку мера образа �(D1\Dom2 ϕ) равна нулю.
Следовательно, � : D1 → D′ ⊂ G — гомеоморфизм.

Рассмотрим набор шаров QL = B(e, L), L ∈ N, и гладкие финитные функ-
ции

ηL(y) =
{

1, y ∈ QL,

0, y 6∈ QL+1.

Пусть x ∈ D \ D1. Предположим, что существует последовательность
{xn ∈ D1} такая, что lim

n→∞
xn = x, а последовательность образов {�(xn)} огра-

ничена: найдется число L такое, что {�(xn)} ⊂ QL−1 для всех n ∈ N. Тогда
не может быть такого, чтобы для какой-нибудь последовательности {yn ∈ D1}
такой, что lim

n→∞
yn = x, последовательность образов {�(yn)} была бы неогра-

ниченной. Действительно, функция ϕ∗(ηL) непрерывна и в точках множества
Dom2 ϕ совпадает с композицией ηL ◦ ϕ. Так как Dom2 ϕ плотно в D1, непре-
рывная функция ϕ∗(ηL) равна композиции ηL ◦ � во всех точках множества
D1. Отсюда имеем ϕ∗(ηL)(xn) = 1 для всех n ∈ N и lim

n→∞
ϕ∗(ηL)(yn) = 0, что

противоречит непрерывности функции ϕ∗(ηL).
Рассмотрим непрерывные функции yi · ηL ∈ L1

p(G). Тогда ϕ∗(yi · ηL)(x) ∈
L1
p(D) будет непрерывной функцией, совпадающей поточечно с функцией �i(x)·

ηL(�(x)) наD1. Из условия �i(xn) = �i(xn)·ηL(�(xn)) для �(xn) ∈ QL вытекает,
что последовательность �(xn) имеет предел. По критерию Гейне отображение
� : D1 → G имеет предел при y → x по множеству D1. Полагая значение �(x)
равным этому пределу, получаем непрерывное продолжение отображения � в
точку x.

Остается рассмотреть множествo точек

F = {x ∈ D \D1 : d(ϕ(xn)) →∞ для любой
последовательности xn → x, xn ∈ D1}.

Заметим, что множество F замкнуто. Предположим F 6= ∅. Выберем точку
x ∈ D1 и шар B(x, ρ) ⊂ D1 так, чтобы B(x, ρ) ∩ F 6= ∅. Пусть y ∈ B(x, ρ) ∩ F .
Найдется кривая конечной длины γ ⊂ B(x, d(x, y)) соединяющая точки x и
y. Образ этой кривой �(γ) также имеет конечную длину (см. доказательство
леммы 1 из [35]). Следовательно, существует последовательность точек xn ∈
D1 такая, что последовательность �(xn) ограничена. Последнее противоречит
определению множества F . Следовательно, F = ∅.



1026 С. К. Водопьянов, Н. А. Евсеев

Таким образом, мы построили отображение � : D → G, которое очевидно
будет непрерывным.

Докажем его открытость. Фиксируем точку x ∈ D\D1 и полагаем z = �(x).
Из условий теоремы вытекает (см. детали ниже в доказательстве леммы 22), что
отображение � : D → G принадлежит классу Соболева W 1

ν,loc(D) и индуцирует
ограниченный оператор композиции �∗ : L1

ν(G) → L1
ν(D). Отсюда выводим,

что прообраз �−1(z) имеет (1, ν)-емкость нуль и, следовательно, ν-меру Хау-
сдорфа нуль (см. детали в [26]). Отсюда стандартным образом выводим, что
для некоторого шара B(x, r) ⊂ D имеем �(x) /∈ �(S(x, r)).

Пусть �(x) принадлежит ограниченной компоненте дополнения G\�(S(x, r)).
Тогда найдутся точки y ∈ B(x, r) ∩ D1, для которых образ �(y) принадлежит
той же компоненте связности, и �(y) P- дифференцируемо в точках y, причем
P-дифференциал не вырожден. Тогда степень отображения � в точке �(y) не
равна нулю. Отсюда получаем, что образ �(B(x, r)) — окрестность точки �(x).
Таким образом, в этом случае � — открытое отображение.

Остается исключить возможность, когда �(x) принадлежит неограничен-
ной компоненте дополнения G\�(S(x, r)). Если такое случилось, то аналогично
найдутся точки y ∈ B(x, r)∩D1, для которых образ �(y) принадлежит неограни-
ченной компоненте связности, и �(y) P-дифференцируемо в точках y, причем
P-дифференциал не вырожден. Тогда степень отображения � в точке �(y) не
равна нулю, чего очевидно быть не может.

Из открытости отображения � : D → G аналогично тому, как выше была
получена инъективность отображения � : D1 → G, выводим его инъективность.
Следовательно, отображение � : D → G — квазиизометрический гомеоморфизм
в соответствии с определением 10. Доказательство теоремы 4 завершено.

5.2. Случай p < ν.

Лемма 14 [25, лемма 10]. Пусть монотонная счетно-аддитивная функция
� определена на открытых подмножествах открытого множества D ⊂ G. Тогда
для всякого открытого множества U ⊂ D, U 6= G, существует последователь-
ность евклидовых шаров {Bj} такая, что

(1) семейства {Bj} и {2Bj} образуют конечнократное покрытие U ;

(2)
∞∑
j=1

�(2Bj) ≤ ζN�(U), где ζN — постоянная, зависящая только от раз-

мерности N .

Лемма 15. Пусть D,D′ ⊂ G, p ≤ ν и отображение ϕ : D → D′ принадле-
жит классу IL1

p. Тогда из области определения отображения ϕ можно удалить
множество нулевой меры так, что на новой области определения Dom3 ϕ будет
выполнено следующее свойство: для любых двух шаров B1, B2 ⊂ D таких, что
B1 ∩B2 = ∅, пересечение образов имеет нулевую меру, т. е.

|ϕ(B1 ∩Dom3 ϕ) ∩ ϕ(B2 ∩Dom3 ϕ)| = 0.

Доказательство. Разобьем доказательство леммы на несколько шагов.
Шаг 1. Пусть {zl} — счетное всюду плотное множество в Dom1 ϕ, l ∈ N, и{

Bml = B
(
zl,

1
m

)}
⊂ D — набор замкнутых шаров (здесь m ∈ N). Возьмем два

произвольных непересекающихся шара Bml и Bks из этого набора и локально
липшицеву функцию f ∈ L1

p(D), удовлетворяющую условиям

fmlks(x) =
{

0, если x ∈ Bml,

1, если x ∈ Bks.
(61)
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По лемме 10 найдется функция gmlks ∈ L1
p(D′) такая, что равенство ϕ∗gmlks(x)

= fmlks(x) справедливо всюду вD, за исключением некоторого множества �mlks

нулевой меры. Объединение � =
⋃
�mlks по всевозможным индексам m, l, k

и s имеет нулевую меру. Удалим � из области определения отображения ϕ.
Суженную таким образом область определения обозначим символом Dom0 ϕ.
Заметим, что для всех точек x ∈ Dom0 ϕ справедливо равенство ϕ∗gmlks(x) =
fmlks(x), где m, l, k и s — все возможные индексы.

Шаг 2. По лемме 12 из Dom0 ϕ — области определения отображения ϕ —
можно удалить множество нулевой меры и получить суженную область
Dom1 ϕ ⊂ Dom0 ϕ ⊂ D, обладающую следующими свойствами:

|D \Dom1 ϕ| = 0 и Dom1 ϕ =
⋃
k

Tk, (62)

где Tk — возрастающая последовательность компактов из замечания 10.
Шаг 3. Обозначим Fml = Bml ∩Dom1 ϕ. Заметим, что Fml являются боре-

левскими множествами положительной меры. Рассмотрим всевозможные пары
множеств Fmili , Fmj lj ⊂ Dom1 ϕ (для краткости будем обозначать их через Fi и
Fj) такие, что

(a) замкнутые шары Bmili и Bmj lj не пересекаются,
(b) |ϕ(Fi) ∩ ϕ(Fj)| > 0 (т. е. пересечение образов имеет положительную

меру).
Заметим, что множества ϕ(Fi) и ϕ(Fj) борелевские, а потому измеримые.
Обозначим Eij = ϕ−1(ϕ(Fi) ∩ ϕ(Fj)). Рассмотрим два основных случая:
1) оба множества Eij ∩ Fi и Eij ∩ Fj имеют положительную меру;
2) одно из множеств Eij ∩ Fi или Eij ∩ Fj имеет нулевую меру.
Покажем, что случай 1 противоречит свойствам, которыми обладает отоб-

ражение ϕ. В силу включений Fi ⊂ Bmili и Fj ⊂ Bmj lj имеем следующее
(используемые ниже функции определены в (61)):

(c) с одной стороны, gmilimj lj (x) = 0 во всех точках Fi, так как gmilimj lj (y)
= fmilimj lj (x) для всех y = ϕ(x) ∈ Fi и fmilimj lj (x) = 0 для всех x ∈ Fi;

(d) с другой стороны, gmilimj lj (x) = 1 во всех точках Fj , ибо gmilimj lj (y)
= fmilimj lj (x) для п. в. y = ϕ(x) ∈ Fj и fmilimj lj (x) = 1 для x ∈ Fj .

Значит, случай 1 невозможен, поэтому для множеств Fi, Fj ⊂ Dom1 ϕ вы-
полнено: или |ϕ(Fi) ∩ ϕ(Fj)| = 0, что противоречит (b), или имеет место слу-
чай 2.

Шаг 4. Перейдем к случаю 2. Обозначим E0 =
⋃

(Eij∩Fj), где объединение
ведется по таким индексам i, j, для которых |Eij ∩ Fj | = 0. Имеем |E0| = 0.

Если Fi и Fj принадлежат непересекающимся замкнутым шарам, то

|ϕ(Fi \ E0) ∩ ϕ(Fj \ E0)| = 0.

Из области определения отображения ϕ удаляем множество E0 нулевой меры и
областью определения считаем далее множество

Dom3 ϕ = Dom1 ϕ \ E0. (63)

Пусть B1, B2 ⊂ D такие шары, что B1 ∩ B2 = ∅. Поскольку B1 и B2
находятся на положительном расстоянии, можно выбрать наборы {Fi} и {Fj}
такие, что B1 ∩Dom3 ϕ =

⋃
i
Fi \ E0 и B2 ∩Dom3 ϕ =

⋃
i
Fj \ E0. Ввиду

ϕ(B1 ∩Dom3 ϕ) =
⋃
i

ϕ(Fi \ E0) и ϕ(B2 ∩Dom3 ϕ) =
⋃
j

ϕ(Fj \ E0)
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получаем

|ϕ(B1 ∩Dom3 ϕ) ∩ ϕ(B2 ∩Dom3 ϕ)| =
∣∣∣⋃
i

ϕ(Fi \ E0) ∩
⋃
j

ϕ(Fj \ E0)
∣∣∣

≤
∑
i,j

|ϕ(Fi \ E0) ∩ ϕ(Fj \ E0)|.

Все слагаемые в последней сумме равны нулю, следовательно,

|ϕ(B1 ∩Dom3 ϕ) ∩ ϕ(B2 ∩Dom3 ϕ)| = 0.

Таким образом, лемма 15 доказана. �

Фиксируем шар Q ⊂ G. Определим следующую функцию множеств:

�Q : B 7→ |ϕ(B ∩Dom3 ϕ) ∩Q|, (64)

т. е. функция �Q каждому шару B ⊂ D сопоставляет меру пересечения образа
этого шара с шаром Q. В силу леммы 15 функция �Q обладает следующим
свойством аддитивности: �Q(B1 ∪ B2) = �Q(B1) + �Q(B2) для любых шаров
B1, B2 ⊂ D таких, что B1 ∩ B2 = ∅. Используя это свойство и проводя рас-
суждения из доказательства теоремы 3 из [25] (см. предложение 4), можно
показать, что для п. в. x ∈ D определена и конечна производная

�′Q(x) = lim
r→0

�Q(B(x, r))
|B(x, r)|

(65)

и выполнено неравенство ∫
U

�′Q(x) dx ≤ �Q(U), (66)

где U — конечное объединение шаров, замыкания которых не пересекаются.
Обозначим символом �� множество меры нуль, на котором производная �′Q
либо не определена, либо равна ∞. Тогда во всех точках дополнения D \ ��
определена конечная производная �′Q.

Лемма 16. На дополнении D \�� отображение ϕ обладает N -свойством
Лузина.

Доказательство. Пусть Ak = {x ∈ D \ �� : �′Q(x) < k}, тогда D \ �� =⋃
k
Ak. Пусть Ek ⊂ Ak — множество нулевой меры. Можно считать, что Ek

ограничено. Для любого ε > 0 существует открытое множество Uε ⊃ Ek такое,
что |Uε| < ε. C учетом определения множества Ak и (65) имеем: для каждого
x ∈ Ek найдется число rx > 0 такое, что B(x, r) ⊂ Uε и |ϕ(B(x, r))| < k|B(x, r)|
для любого числа 0 < r < rx. По лемме Витали из семейства шаров B =
{B(x, r) : x ∈ �k, B(x, r) ⊂ Uε, 0 < r < rε} можно выделить счетное семейство
шаров {Bj} такое, что будут выполнены следующие условия: Bi ∩Bj = ∅ при
i 6= j и Ek ⊂

⋃
j
cBj , где c — постоянная, зависящая только от ν. Кроме того,

cB(x, r) ⊂ Uε и |ϕ(cB(x, r))| < k|cB(x, r)|. Тогда

|ϕ(Ek)| ≤
∞∑
j=1

|ϕ(cBj)| < k
∞∑
j=1

|cBj | ≤ ck
∞∑
j=1

|Bj | ≤ ck|Uε| < ckε, (67)
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откуда |ϕ(Ek)| = 0, так как ε > 0 произвольно. Для любого множества меры
нуль E ⊂ D \ �� имеем также |ϕ(E)| = 0, так как E =

⋃
k
E ∩Ak.

Таким образом, отображение ϕ : D \ �� → D′ обладает N -свойством Лу-
зина. �

Поскольку |�� | = 0, областью определения отображения ϕ можно считать
множество

Dom4 ϕ = Dom3 ϕ \ �� . (68)

Теперь можно обобщить утверждение леммы 15.

Лемма 17. Пусть для отображения ϕ : Dom4 ϕ → D′ выполнены условия
леммы 15. Если A1, A2 ⊂ Dom4 ϕ — два непересекающихся измеримых множе-
ства положительной меры, то |ϕ(A1) ∩ ϕ(A2)| = 0.

Доказательство. Из доказательства леммы 15 можно вывести: если
K1,K2 ⊂ D — два компакта положительной меры и K1 ∩ K2 = ∅, то |ϕ(K1 ∩
Dom4 ϕ)∩ϕ(K2)∩Dom4 ϕ| = 0. Действительно, пусть

{
B1
i

}
и
{
B2
j

}
— конечные

покрытия компактов K1 и K2 такие, что шары из покрытия 1 находятся на
положительном расстоянии от шаров из покрытия 2. Тогда

|ϕ(K1 ∩Dom4 ϕ) ∩ ϕ(K2 ∩Dom4 ϕ)|

≤
∑
i,j

∣∣ϕ(B1
i ∩Dom4 ϕ

)
∩ ϕ
(
B2
j ∩Dom4 ϕ

)∣∣ = 0.

ПустьA1, A2 ⊂ Dom4 ϕ— два непересекающихся множества положительной
меры. Тогда каждое из них можно исчерпать компактами:

∣∣A1 \
⋃
K1
i

∣∣ = 0 и∣∣A2\
⋃
K2
j

∣∣ = 0. В силу того, что отображение ϕ обладаетN -свойством Лузина,
имеем

∣∣ϕ(Al \
⋃
Kl
i

)∣∣ = 0, l = 1, 2, откуда |ϕ(A1) ∩ ϕ(A2)| = 0. �

Замечание 11. В силу леммы 17 для функции множеств �Q выполнено
обычное свойство аддитивности. Другими словами, для двух открытых непе-
ресекающихся множеств A1 и A2 верно

�Q(A1 ∪A2) = |ϕ(A1 ∪A2) ∩Q| = |(ϕ(A1) ∪ ϕ(A2)) ∩Q|
= |(ϕ(A1)) ∩Q|+ |(ϕ(ϕ(A2)) ∩Q| − |(ϕ(A1) ∩ ϕ(A2)) ∩Q|

= |(ϕ(A1)) ∩Q|+ |(ϕ(ϕ(A2)) ∩Q| = �Q(A1) + �Q(A2). (69)

Замечание 12. Отображение, для которого выполнено заключение лем-
мы 17, будем называть почти всюду инъективным.

Далее покажем, что из образа ϕ(Dom4 ϕ) можно удалить множество нуле-
вой меры так, что будет определено обратное отображение ϕ−1.

Предложение 7. Отображение ϕ инъективно вне некоторого множества
нулевой меры.

Доказательство. Пусть {zi} — счетное всюду плотное множество
в Dom4 ϕ. Рассмотрим набор шаров {Bij = B(zi, ρj)} с убывающими радиусами
(ρj → 0 при j → ∞). Получим счетный набор множеств Vij = Bij ∩ Dom4 ϕ.
Будем рассматривать только такие наборы индексов i1, j1, i2, j2, что множе-
ства вида Vi1j1 и Vi2j2 не пересекаются (Vi1j1 ∩ Vi2j2 = ∅). Обозначим Fkl =
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ϕ(Vikjk) ∩ ϕ(Viljl). Поскольку отображение ϕ является почти всюду инъектив-
ным, имеем |Fkl| = 0. Положим � =

⋃
kl
Fkl. Тогда |�| = 0 и |ϕ−1(�)| = 0

(последнее в силу того, что ϕ обладает N −1-свойством Лузина).
Положим

Dom5 ϕ = Dom4 ϕ \ ϕ−1(�) (70)

(Domϕ−1 = ϕ(Dom5 ϕ)), тогда отображение ϕ : Dom5 ϕ→ Domϕ−1 взаимно од-
нозначно. Действительно, предположим существование таких x1, x2 ∈ Dom5 ϕ,
что x1 6= x2, a ϕ(x1) = ϕ(x2). Найдутся два непересекающихся множества поло-
жительной меры V1, V2, содержащие x1, x2 соответственно. С другой стороны,
по определению Dom5 ϕ получаем ϕ(V1∩Dom5 ϕ)∩ϕ(V2∩Dom5 ϕ) = ∅. Отсюда
следует, что ϕ(x1) 6= ϕ(x2). �

В силу леммы 17 можем определить функцию �Q на открытых подмно-
жествах D (аналогично (64)). При этом будет выполнено обычное свойство
аддитивности: �Q(A1 ∪A2) = �Q(A1) + �Q(A2) для таких открытых множеств
A1, A2 ⊂ D, что A1 ∩A2 = ∅.

Предложение 8. Пусть отображение ϕ : D → D′ обладает N -свойством
Лузина и является почти всюду инъективным. Тогда для любой суммируемой
функции f : D′ ∩Q→ R верна следующая формула замены переменных:∫

D

f ◦ ϕ(x)Jϕ,Q(x) dx =
∫

D′∩Q

f(y) dy, (71)

где Jϕ,Q(x) = �′Q(x).
Доказательство. Сначала докажем абсолютную непрерывность функ-

ции �Q (см. ниже соотношение (75)).
Для всех x ∈ D \�0, где �0 — множество нулевой меры (на котором произ-

водная �′Q не существует или не конечна), имеем следующее: для любого ε > 0
найдется число ρ0(x) такое, что для всех ρ < ρ0(x) выполнены неравенства

�′Q(x)− ε ≤ �Q(B(x, ρ))
|B(x, ρ)|

≤ �′Q(x) + ε, (72)

�′Q(x)− ε ≤ 1
|B(x, ρ)|

∫
B(x,ρ)

�′Q(y) dy ≤ �′Q(x) + ε. (73)

Неравенство (72) следует из определения производной функции множеств (пред-
ложение 4), a неравенство (73) получаем из теоремы Лебега (см. теорему 3).

Имеем

�Q(B(x, ρ)) ≤ |B(x, ρ)|�′Q(x) + ε|B(x, ρ)| ≤
∫

B(x,ρ)

�′Q(y) dy + 2ε|B(x, ρ)| (74)

для всех x ∈ D \ �0 и для всех ρ < ρ0(x).
Возьмем открытое множество U ⊂ D конечной меры. Пусть B — покрытие

Витали множества U \�0 семейством шаров {B(x, ρ) | x ∈ U \�0, 0 < ρ < ρ0(x)}.
Из семейства B можно выделить последовательность попарно не пересекаю-
щихся шаров {Bj} так, что

∣∣U \
⋃
j
Bj

∣∣ = 0. Тогда |U | =
∣∣⋃
j
Bj

∣∣ =
∑
j
|Bj |.
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Применяя N -свойство Лузина отображения ϕ, получаем �Q(U) = �Q
(⋃
j
Bj

)
=∑

j
�Q(Bj).

Для каждого шара из {Bj} выполнено неравенство (74). Суммируя нера-
венство (74) по шарам из {Bj}, имеем

�Q(U) =
∑
j

�Q(Bj) ≤
∫

⋃
j

Bj

�′Q(y) dy + 2ε
∑
j

|Bj | =
∫
U

�′Q(y) dy + 2ε|U |.

В силу произвольности ε

�Q(U) ≤
∫
U

�′Q(y) dy. (75)

Неравенство (75) и обратное к нему неравенство (66) обеспечивают равенство

�Q(U) =
∫
U

�′Q(y) dy. (76)

Обозначим Jϕ,Q(x) = �′Q(x). Из равенства (76) следует формула замены
переменных для ступенчатой функции s:∫

D

s ◦ ϕ(x)Jϕ,Q(x) dx =
∫

D′∩Q

s(y) dy. (77)

Далее стандартной процедурой эта формула распространяется на функции f ∈
L1(D′ ∩Q). �

Замечание 13. Обозначим Z = {x ∈ D ∩ ϕ−1(Q) : Jϕ,Q(x) = 0}. В со-
ответствии с формулой замены переменных (71) имеем |ϕ(Z)| = 0. Поскольку
отображение ϕ обладает N −1-свойством Лузина, то и |Z| = 0.

Далее рассматриваем семейство горизонтальных кривых � . Пусть γ ∈ �
являются интегральными кривыми горизонтального поля V . Обозначим сим-
волом fs поток, соответствующий этому полю. Тогда кривая γ ∈ � имеет вид
γ(s) = fs(p), где p принадлежит поверхности S, трансверсальной векторному
полю V , а параметр s принадлежит интервалу I ⊂ R. Семейство � снабжено
мерой dγ, которая удовлетворяет неравенству

c0|B|
ν−1
ν ≤

∫
γ∈� ,γ∩B(x,r) 6=∅

dγ ≤ c1|B|
ν−1
ν

для достаточно малых шаров B = B(x, r) ⊂ G, где константы c0 и c1 не за-
висят от B(x, r). Для семейства, определяемого векторным полем V , мера dγ
может быть получена как внутреннее произведение i(V ) векторного поля V с
биинвариантной формой объема dx. Если Jfs — якобиан потока fs, то

f∗s i(V )dx =Jfsi(V ) dx

или
f∗s (Jf−si(V )dx) = i(V ) dx.
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Касательный вектор к однапараметрическому семейству кривых γt, проходя-
щих через точку p exp tX, можно идентифицировать с касательным вектором
X в точке p. Поток fs переносит вектор X в (fs)∗X. Следовательно, форма
Jf−si(V ) dx определяет меру dγ на семействе � . В случае, когда V является
левоинвариантным горизонтальным векторным полем, поток fs — правый сдвиг
на exp sV . Поскольку dx — биинвариантная форма, имеем Jfs = 1. Используя
левую инвариантность и однородность растяжения, находим∫

γ∩B(x,r) 6=∅

dγ = c|B(x, r)|
ν−1
ν ‖V ‖,

где ‖V ‖ — длина горизонтального касательного вектора V .

Лемма 18. На почти всех интегральных кривых горизонтальных вектор-
ных полей отображение ϕ :

⋃
i
T̃i ∩ Dom5 ϕ → D′ непрерывно вне некоторого

множества нулевой 1-меры Хаусдорфа.

Доказательство. Фиксируем горизонтальное полеXj . Предположим про-
тивное: найдется семейство интегральных кривых � поля Xj положительной
меры такое, что на каждой кривой γ ∈ � существует множество sγ ⊂ γ положи-
тельной 1-меры, на котором отображение ϕ :

⋃
i
T̃i ∩ Dom5 ϕ → D′ не является

непрерывным.
Обозначим S =

⋃
γ∈�

sγ . Покажем, что S измеримо. Действительно, S =

D \A, где множество

A =
⋂
n∈N

⋂
m∈N

{
x ∈

⋃
i

T̃i ∩Dom5 ϕ |

d(ϕ(x exp tXj), ϕ(x)) <
1
n

при |t| < 1
m
, exp tXj ∈

⋃
i

T̃i ∩Dom5 ϕ
}

измеримо, поскольку любое множество в фигурных скобках измеримо. По тео-
реме Фубини |S| > 0. Аналогично проверяется, что S =

⋃
m∈N

Sm, где Sm =
{
x ∈

sγ | oscl ϕ(x) > 1
m

}
— измеримое множество. Здесь oscl ϕ(x) — колебание отоб-

ражения ϕ : γ ∩
⋃
i
T̃i ∩Dom5 ϕ→ D′ в точке x. Следовательно, можно выбрать

номер m такой, что |Sm| > 0. Также найдется номер j такой, что |Sm ∩ T̃j | > 0.
Пусть x0 ∈ Sm ∩ T̃j — точка плотности 1. Тогда любой шар B(x0, r) будет
содержать подмножество положительной меры из Sm ∩ T̃j (обозначим это мно-
жество Pr). В силу непрерывности отображения ϕ на T̃j можно подобрать шар
B(x0, rm) таким образом, чтобы ϕ(B(x0, rm) ∩ Sm ∩ T̃j) ⊂ B

(
ϕ(x0), 1

4m

)
.

Фиксируем функцию η ∈ C∞
0 (D′) такую, что η(y) = 1 при y ∈ B

(
ϕ(x0), 1

4m

)
и η(y) = 0 при y 6∈ B(ϕ(x0), 1

2m ). Композиция η ◦ ϕ принадлежит L1
p(D). Сле-

довательно, функцию η ◦ ϕ можно изменить на множестве нулевой меры так,
чтобы она была абсолютно непрерывной на почти всех линиях (т. e. чтобы она
принадлежала классу ACL). Заметим, что при такой модификации отображе-
ние ϕ :

⋃
i
T̃i ∩Dom5 ϕ→ D′ не изменяется, поэтому всегда ϕ∗η(x) = η ◦ η(x) для

всех x ∈ T̃j .
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На основании вышесказанного на каждой горизонтальной кривой, пересе-
кающей Prm по множеству положительной 1-меры, имеем oscl η ◦ ϕ(x) = 1, где
x ∈ Prm . По построению множества Prm совокупность таких кривых имеет
положительную меру. Таким образом, пришли к противоречию с абсолютной
непрерывностью функции η ◦ ϕ на почти всех линиях.

Следовательно, на почти всех горизонтальных кривых отображение ϕ :⋃
i
T̃i ∩Dom5 ϕ→ D′ непрерывно вне некоторого множества нулевой 1-меры. �

Лемма 19. Пусть u ∈ Lipl(D′) ∩ L1
p(D′) и

∥∥u | L1
p(D′)

∥∥ ≤ 1, p ≤ ν. Тогда

|∇L (u ◦ ϕ)|(x) ≤ KJ
1
p

ϕ,Q(x) (78)

п. в. на D ∩ ϕ−1(Q), где K — некоторая постоянная, не зависящая от Q.
Доказательство. Фиксируем точку y0 ∈ D′ ∩ Q и шар B(y0, r) так, что

B(y0, r) ⊂ D′ ∩ Q. Рассмотрим функцию η(y) = ξ
(
δr
(
y−1
0 y

))
, где ξ ∈ C∞

0 (G) —
функция такая, что ξ|B(0,1) = 1 и ξ|G\B(0,2) = 0.

Поскольку ϕ∗ является ограниченным оператором, в частности, верно нера-
венство ∥∥ϕ∗(u− u(y0)) | L1

p(D)
∥∥ ≤ ‖ϕ∗‖

∥∥(u− u(y0)) | L1
p(D

′)
∥∥.

Тогда ∫
ϕ−1(B(y0,r))

|∇L (u ◦ ϕ)|p(x) dx ≤ ‖ϕ∗‖p
∫

B(y0,2r)

|∇L ((u− u(y0))η)|p dy

≤ c0‖ϕ∗‖p
∫

B(y0,2r)

|∇L u|pηp(y) dy + c0‖ϕ∗‖p
∫

B(y0,2r)

|∇L η|p|u− u(y0)|p dy

≤ c0‖ϕ∗‖p(|B(y0, 2r)|+ (c1r−1c2r|B(y0, 2r)|)) = C‖ϕ∗‖p|B(y0, 2r)|. (79)

Таким образом, приходим к оценке∫
ϕ−1(B(0,r))

|∇L (u ◦ ϕ)|p(x) dx ≤ C‖ϕ∗‖p|B(y0, 2r)|. (80)

Используя соотношения (71), (80) и замечание 13, в силу которого Jϕ,Q(x) 6=
0 на ϕ−1(B(y0, r)) \ Z, получаем∫

ϕ−1(B(y0,r))

|∇L (u ◦ ϕ)|p(x) dx =
∫

ϕ−1(B(y0,r))\Z

|∇L (u ◦ ϕ)|p(x)Jϕ,Q(x)
Jϕ,Q(x)

dx

=
∫

B(y0,r)∩Q\ϕ(Z)

(
|∇L (u ◦ ϕ)|p(x)

Jϕ,Q(x)

)
ϕ(x)=y

dy ≤ C‖ϕ∗‖p|B(y0, 2r)|. (81)

Дифференцируя (81) по теореме Лебега 3, выводим
|∇L (u ◦ ϕ)|p(x)

Jϕ,Q(x)

∣∣∣∣
ϕ(x)=y

≤ C‖ϕ∗‖p

для п. в. y ∈ D′ ∩Q. Отсюда имеем

|∇L (u ◦ ϕ)|(x) ≤ KJ
1
p

ϕ,Q(x) для п. в. x ∈ D ∩ ϕ−1(Q), (82)

так как отображение ϕ инъективно вне некоторого множества нулевой меры
(предложение 7) и обладает N −1-свойством Лузина. �
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Лемма 20. Пусть D,D′ ⊂ G, p ∈ [1,∞) и p ≤ ν. Если отображение
ϕ : D → D′ принадлежит классу IL1

p, то ϕ аппроксимативно дифференцируемо
п. в. вдоль горизонтальных кривых.

Доказательство. Так как результат носит локальный характер, можно
считать, что D имеет конечную меру.

Фиксируем k ∈ N и выбираем шар Q ⊂ G так, чтобы Q ⊃ ϕ(Tk ∩Dom5 ϕ).
Пусть {zj} — счетное всюду плотное множество точек в D′. Зададим счет-

ное семейство функций drzj : D′ → R+, drzj (y) = (r − dzj (y))+, где r ∈ Q+ =
{x ∈ Q | x > 0} (dzj (y) = d(zj , y)). Для каждой такой функции выполняет-
ся поточечное равенство ϕ∗drzj (x) = drzj ◦ ϕ(x), r ∈ Q+, j ∈ N, для всех точек
x ∈ T̃k. (В этом доказательстве T̃k — совокупность точек плотности 1 множества
Tk ∩Dom5 ϕ, см. аналогичное рассуждение в доказательстве теоремы 4.)

Кроме того, каждая такая функция удовлетворяет условиям леммы 19. По-
этому

∣∣∇L (drzj ◦ ϕ)
∣∣(x) ≤ CJ

1
p

ϕ,Q(x) для почти всех x ∈ Dom5 ϕ ∩ ϕ−1(Q).
Рассмотрим слоение �j области D, порожденное горизонтальным вектор-

ным полем Xj , и линию γ из этого слоения. Для почти всех кривых γ из
слоения �j выполнены следующие условия:

1) ϕ непрерывно на γ вне некоторого множества σγ нулевой 1-меры (лемма
18);

2) выполняется поточечное неравенство для измеримых функций:∣∣∇L (ϕ∗drzj)∣∣(t) ≤ KJ
1
p

ϕ,Q(t), r ∈ Q+, j ∈ N, п. в. на γ,

и функция Jϕ,Q интегрируема на γ.

3) существует конечный предел отношения 1
d(x0,x)

∫
[x0,x]

J
1
p

ϕ,Q(t) dσ при x→ x0

по кривой γ для п. в. x0 ∈ γ, равный J
1
p

ϕ,Q(x0) (здесь [x0, x] ⊂ γ — отрезок
интегральной линии);

4) Dom5 ϕ ∩ γ является множеством полной (1-мерной) меры на γ ∩D;
5) неравенство (78) верно для всех функций

{
drzj
}

одновременно п. в. на γ;
6) функции ϕ∗drzj абсолютно непрерывны на γ для всех j ∈ N и r ∈ Q+.
Фиксируем кривую γ ∈ �j , на которой выполняются все шесть условий.
Пусть x0 ∈ T̃k ∩ γ — точка положительной плотности на кривой γ, точ-

ка непрерывности ограничения ϕ|γ и точка, в которой выполняется условие 3.
Положим z = ϕ(x0). Фиксируем подпоследовательность {zjl} точек из {zj},
сходящаяся к z = ϕ(x0) (далее будем обозначать элементы этой подпоследова-
тельности как zl). Так как отображение ϕ непрерывно на γ в точке x0, можно
подобрать числа δ, r и L такие, что ϕ(B(x0, δ)∩ γ \ σγ) ⊂ Q и drzl ◦ϕ(x) 6= 0 для
всех l ≥ L и всех точек x ∈ B(x0, δ) ∩ γ \ σγ .

Интегрируя функцию CJ
1
p

ϕ,Q(x) (где C не зависит от r, z) по части кривой
γ от x0 до x, где x ∈ T̃k ∩B(x0, δ) ∩ γ \ σγ , выводим

C

∫
[x0,x]

J
1
p

ϕ,Q(t) dt ≥
∫

[x0,x]

∣∣∇L (ϕ∗drzj)∣∣(t) dt
≥
∣∣drzl ◦ ϕ(x0)− drzl ◦ ϕ(x)

∣∣ = |r − dzl(ϕ(x0))− r + dzl(ϕ(x))|
= | − dzl(ϕ(x0)) + dzl(ϕ(x))| → dz(ϕ(x)) = d(ϕ(x0), ϕ(x)) при l→∞. (83)
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Таким образом, получаем

d(ϕ(x0), ϕ(x)) ≤ C1

∫
[x0,x]

J
1
p

ϕ,Q(x) dσ (84)

или
d(ϕ(x0), ϕ(x))

d(x0, x)
≤ C

d(x0, x)

∫
[x0,x]

J
1
p

ϕ,Q(x) dσ (85)

для всех x ∈ T̃k ∩ B(x0, δ) ∩ γ \ σγ . Переходя к аппроксимативному пределу в
неравенстве (85), имеем

ap lim
x→x0,x∈γ

d(ϕ(x0), ϕ(x))
d(x0, x)

≤ C1J
1
p

ϕ,Q(x0) <∞, (86)

что означает аппроксимативную дифференцируемость отображения ϕ в точке
x0 вдоль векторного поля Xj .

В силу произвольности выбора горизонтального поля Xj , интегральной
кривой γ ∈ �j и точки z0 ∈ γ отображение ϕ аппроксимативно дифференци-
руемо п. в. вдоль горизонтальных кривых. �

Замечание 14. Из аппроксимативной дифференцируемости отображения
ϕ п. в. вдоль интегральных линий горизонтальных векторных полей вытекает
полная аппроксимативная дифференцируемость [22, теорема 3.3], а следова-
тельно, условие следующего утверждения.

Предложение 9 [21, теорема 3; 22, теорема 3.3]. Пусть D ⊂ G и

ap lim
x→a

d(ϕ(a), ϕ(x))
d(a, x)

<∞

для всех a ∈ D. Тогда множество D представимо в виде счетного объединения
D =

⋃
i
Ei так, что ϕ ∈ Lip(Ei).

Замечание 15. Каждое множество Ei из предложения 9 содержится в
счетном объединение множеств

Fki =
{
z : d(ϕ(x), ϕ(z)) ≥ 1

k
d(x, z), x ∈ Ei ∩B

(
z,

1
k

)}
,

т. е. Ei ⊂
⋃
k
Fki (см. [21]). Тогда множество D можно представить в виде

счетного объединения множеств D =
⋃
j
Dj так, что на каждом Dj отображение

ϕ является билипшицевым. Кроме того, можно считать, что множества Dj

состоят из точек плотности 1.

С учетом замечания 15 можно считать, что областью определения отобра-
жения ϕ является множество

Dom6 ϕ =
⋃
j

Ej ∩Dom5 ϕ (87)

и отображение ϕ билипшицево на Ej ∩Dom5 ϕ.
Обозначим символом Dϕ аппроксимативный дифференциал отображения

ϕ, а символом Dhϕ — горизонтальную часть этого дифференциала.
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Лемма 21. Пусть отображение ϕ удовлетворяет условиям теоремы 1, а
отображение ψ = ϕ−1 из доказательства предложения 7. Тогда верны оценки

|Dϕ|(x) < L, |J(x, ϕ)| > α1 и |Dψ|(y) < L′, |J(y, ψ)| > α (88)

для п. в. x ∈ D и для п. в. y ∈ ϕ(Dom6 ϕ), где J(x, ϕ) = detDϕ(x).

Заметим, что J(x, ϕ) = Jϕ(x) = lim
r→0

|ϕ(B(x,r))|
|B(x,r)| п. в. в D.

Доказательство. Покажем, что обратное к ϕ отображение

ψ : ϕ(Dom6 ϕ) → Dom6 ϕ

индуцирует по правилу композиции оператор ϕ∗−1 : L1
p(D) → L1

p(D′). Пусть
g ∈ L1

p(D). Тогда найдется функция f ∈ L1
p(D′) такая, что g = ϕ∗f (лемма

10). С другой стороны, f ◦ ϕ = ϕ∗f (на Dom6 ϕ) в силу леммы 9. Поэтому
(ψ∗ ◦ ϕ∗)fn(y) = fn ◦ ϕ ◦ ψ(y) = fn(y) п. в. на D′, т. е. ψ∗(ϕ∗f) = f и ψ∗ = ϕ∗−1.

Для липшицевой функции f ∈ L1
p(D′) имеем ∇Lϕ∗f = ∇L (f ◦ ϕ) =

DhϕT∇L f . Подставляя в неравенство (82) липшицевы функции η такие, что
|∇L η|(y) = 1, и учитывая соотношение

KJ
1
p (x, ϕ) ≥ |∇L (η ◦ ϕ)|(x) =

∣∣Dhϕ
T∇L η

∣∣(x),
получаем оценку нормы оператора

|Dhϕ|p(x) ≤ K1J(x, ϕ) п. в. на D. (89)

Аналогично
|Dhψ|p(y) ≤ K2J(y, ψ) п. в. на ϕ(Dom6 ϕ). (90)

Из неравенства (90) выводим, что

CKp
2 ≥

|Dhψ|p

|J(y, ψ)|
=
(
|Dhψ|ν

|J(y, ψ)|

) p
ν 1
|J(y, ψ)|1− p

ν

≥ 1
|J(y, ψ)|1− p

ν

. (91)

Следовательно, |J(y, ψ)| > α, так что |J(x, ϕ)| < β. Проводя аналогичные рас-
суждения, из неравенства (89) получаем |J(x, ϕ)| > α1 и |J(y, ψ)| < β1. В итоге

|Dϕ|(x) < L, |J(x, ϕ)| > α1 и |Dψ|(y) < L′, |J(y, ψ)| > α

для п. в. x ∈ D и для п. в. y ∈ ϕ(Dom6 ϕ). �

Лемма 22. Пусть p < ν, а отображение ϕ : D → D′ принадлежит классу
IL1

p. Тогда отображение ϕ совпадает с квазиизометрическим гомеоморфизмом
п. в.

Доказательство. Фиксируем q > ν. Для липшицевой функции f с ком-
пактным носителем в D′ имеем f ◦ϕ ∈ L1

p(D) и |∇L (f ◦ϕ)|(x) ≤ |∇L f‖Dhϕ|(x).
Отсюда с учетом (88) и формулы замены переменных (71) получим следующую
цепочку неравенств:∫

D

|∇L f ◦ ϕ|q(x) dx ≤ C

∫
D

|∇L f |q(ϕ(x))|Dϕ|q(x) dx ≤ CLq
∫
D

|∇L f |q(ϕ(x)) dx

≤ LqC

α

∫
D

|∇L f |q(ϕ(x))|J(x, ϕ)| dx = C̃

∫
ϕ(D)

|∇L f |q(y) dy. (92)
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Таким образом,
∥∥f ◦ ϕ | L1

q(D)
∥∥ ≤ C

∥∥f | L1
q(D′)

∥∥ для q > ν. Следовательно,
выполнено условие (2) леммы 13.

Пусть g — липшицева функция в D с компактным носителем. По лемме 10
найдется f ∈ L1

p(D′) такая, что g = f ◦ ϕ. Далее,

∇L g(x) = Dhϕ
T (x)∇L f(ϕ(x)),

следовательно,
∇L f(ϕ(x)) = (Dhϕ

T )−1(x)∇L g(x).
Поскольку |(DhϕT )−1| = |(Dhϕ)−1| < L, то f ∈ L1

q(D′) и∥∥f | L1
q(D

′)
∥∥ ≤ C ′∥∥f ◦ ϕ | L1

q(D)
∥∥.

В силу последних неравенств выполнено условие (2′) из леммы 13 (в котором
вместо p надо рассматривать q > ν).

Кроме того, выполнено условие (1) леммы 13, где в качестве множества T
выбираем Tk.

Из лемм 13 и 11 выводим, что отображение ϕ совпадает с квазиизометри-
ческим гомеоморфизмом п. в. �

5.3. Доказательство теоремы 1. Приведем доказательство основного
результата данной работы.

Доказательство теоремы 1. Достаточность. Можно считать, что
отображение ϕ : D → D′ обладает N -свойством и N −1- свойством Лузина и
является локально билипшицевым отображением.

Для произвольной функции f ∈ L1
p(D′) ∩ C∞(D′) композиция f ◦ ϕ абсо-

лютно непрерывна на почти всех интегральных линиях горизонтальных век-
торных полей в силу того, что f ◦ ϕ — локально липшицева функция. Более
того, ∇L (f ◦ ϕ) = Dhϕ

T (x)∇L f(ϕ(x)) [36, c. 263], где Dhϕ(x) = {Xiϕj(x)},
i, j = 1, . . . , n1, — горизонтальная часть P-дифференциала. Отсюда∫

D

|∇L (f ◦ ϕ)|p dx =
∫
D

|Dhϕ
T (x)∇L f(ϕ(x))|p dx

≤
∫
D

|Dhϕ
T (x)|p|∇L f(ϕ(x))|p dx ≤Mp

∫
D

|∇L f |p(ϕ(x)) dx

= Mp

∫
D′

|∇L f |p(y)
J(ϕ−1(y), ϕ)

dy ≤ Mp

α

∫
D′

|∇L f |p(y) dy,

где во втором и третьем неравенствах использовано свойство квазиизометрии
(41), а во втором равенстве применена формула замены переменных (71). В силу
леммы 6 полученное неравенство выполняется для всех функций f ∈ L1

p(D′),
т. е. ∥∥ϕ∗(f) | L1

p(D)
∥∥ ≤ K1

∥∥f | L1
p(D

′)
∥∥. (93)

Отображение ψ = ϕ−1 также является квазиизометрией. Тогда для g ∈
L1
p(D) ∥∥ψ∗(g) | L1

p(D
′)
∥∥ ≤ K2

∥∥g | L1
p(D)

∥∥. (94)

Заметим, что для f ∈ L1
p(D′) ∩ C∞(D′) верно ψ∗(f ◦ ϕ) = f . Следовательно,

неравенство (94) принимает вид K−1
2

∥∥f | L1
p(D′)

∥∥ ≤ ∥∥ϕ∗(f) | L1
p(D)

∥∥. Таким
образом,

K−1∥∥f | L1
p(D

′)
∥∥ ≤ ∥∥ϕ∗(f) | L1

p(D)
∥∥ ≤ K

∥∥f | L1
p(D

′)
∥∥,
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где постоянная K зависит только от свойств отображения ϕ.
Покажем, что образ ϕ∗

(
L1
p(D′) ∩ C∞(D′)

)
всюду плотен в L1

p(D). Пусть
g ∈ L1

p(D). Найдется последовательность gn ∈ L1
p(D) ∩ C∞(D) такая, что

∥∥g −
gn | L1

p(D)
∥∥ → 0. С другой стороны, в силу двусторонней оценки gn ◦ ϕ−1 ∈

L1
p(D′). Следовательно, найдется последовательность fnk ∈ L1

p(D′) ∩ C∞(D′)
такая, что

∥∥gn ◦ ϕ−1 − fnk | L1
p(D′)

∥∥ → 0 при k → ∞. Тогда для некоторой
последовательности натуральных чисел ln имеем ϕ∗fnln ∈ ϕ∗

(
L1
p(D′)∩C∞(D′)

)
и
∥∥g − ϕ∗fnln | L1

p(D)
∥∥→ 0 при n→∞.

Необходимость. Существование квазиизометрии � доказано в теореме 4
(для случая p > ν) и в лемме 22 (для случая p < ν). На основании доказанного
выше оператор композиции �∗ : L1

p(�(D)) → L1
p(D) изоморфен. Отсюда имеем

изоморфизм ϕ∗−1 ◦ �∗ : L1
p(�(D)) → L1

p(D′) такой, что ϕ∗−1 ◦ �∗(f)(x) = f(x)
для всех точек x ∈ �(D))∩D′, где f ∈ L1

p(�(D)) — произвольная функция. Ана-
логично доказанному в [19, теорема 3.1; 20, предложение 6.10] можно получить
следующие свойства:

1) |�(D)�D′| = 0;
2) для любого шара B ⊂ D′ множество B \ �(D)�D′ связное.
Докажем, что в этих условиях оператор ограничения r : L1

p(D′) → L1
p(�(D)

∩ D′) — изоморфизм. Если это не так, то существует ненулевая функция f ∈
L1
p(D′) такая, что f ≡ 0 на �(D) ∩ D′. В силу свойств 1 и 2 эта функция

— тождественный нуль на D′, поскольку ∇L f = 0 п. в. в D′, а дополнение
D′ \ �(D)�D′ — локально связное множество. �
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