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1. Введение

Обозначим через M+ множество всех неотрицательных измеримых по Ле-
бегу функций на R+ := [0,∞), M↓ ⊂ M+ — подмножество всех невозрастающих
функций.

Пусть u, v, w, ρ ∈ M+, 0 < p, r <∞, 0 < q ≤ ∞.
В работе изучается задача о характеризации неравенства ∞∫

0

[Rf(x)]rρ(x) dx

 1
r

≤ C

 ∞∫
0

[f(x)]pv(x) dx

 1
p

, f ∈ M↓, (1)

где константа C не зависит от f и полагается выбранной наименьшей из возмож-
ных. В качестве R рассматриваются квазилинейные интегральные операторы
вида

Tf(x) :=

 ∞∫
x

 t∫
0

fu

q

w(t) dt

 1
q

, f ∈ M↓, (2)

T f(x) :=

 x∫
0

 ∞∫
t

fu

q

w(t) dt

 1
q

, f ∈ M↓, (3)

Sf(x) :=

 ∞∫
x

 ∞∫
t

fu

q

w(t) dt

 1
q

, f ∈ M↓, (4)

Работа выполнена при финансовой поддержке гранта Президента России для ведущих
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S f(x) :=

 x∫
0

 t∫
0

fu

q

w(t) dt

 1
q

, f ∈ M↓. (5)

Основным методом решения задачи является метод редукции (см., напри-
мер, [1–4]) весовых неравенств (1) на конусах монотонных функций к весовым
неравенствам на конусах неотрицательных функций, исследованных, в частно-
сти, в [5, 6]. В отличие от работ [5, 6] у нас появляется дополнительная супер-
позиция (см. ниже неравенство (11)) так, что в целом задача становится более
громоздкой, но ее удается редуцировать к неравенствам на M+, изученным в
[5, 6], и найти точные выражения для характеризующих функционалов, завися-
щих только от весовых функций и параметров суммирования исходной задачи.
Отметим, что неравенства (1) играют важную роль в теории пространств Мор-
ри (см., например, [7–9]). В случае r = q неравенства (2)–(5) исследованы,
например, в [10–20].

В разд. 2 получен критерий выполнения неравенства (1) с оператором T , в
разд. 3 — с оператором S, в разд. 4 сформулированы результаты для операторов
(3) и (5).

Всюду в работе произведения вида 0 · ∞ полагаются равными 0. Соотно-
шение A . B означает A ≤ cB с константой c, зависящей только от p, q и r;
A ≈ B равносильно A . B . A. Через Z обозначается множество всех целых
чисел, χE – характеристическая функция (индикатор) множества E ⊂ (0,∞).
Если 1 ≤ p ≤ ∞, то p′ := p

p−1 при 1 < p < ∞, p′ := ∞ при p = 1 и p′ := 1 при
p = ∞.

2. Оператор T

Положим

V (t) :=
t∫

0

v, U(t) :=
t∫

0

u, W (t) :=
∞∫
t

w, 0 < t <∞.

Будем считать для простоты, что 0 <
x∫
0
ρ <∞, 0 <

∞∫
x
w <∞ при любом x > 0 и

∞∫
0
ρ = ∞,

∞∫
0
w = ∞. Определим последовательность {an} ⊂ (0;∞) из уравнений

an∫
0

ρ = 2n, n ∈ Z.

Пусть функции σ : [0;∞) → [0;∞) и σ−1 : [0;∞) → [0;∞) задаются формулами
(здесь inf ∅ = ∞)

σ(x) := inf

y > 0 :

y∫
0

ρ ≥ 2
x∫

0

ρ

, σ−1(x) := inf

y > 0 :

y∫
0

ρ ≥ 1
2

x∫
0

ρ

, x ≥ 0.

(6)

Тогда σ и σ−1 — возрастающие функции, причем
σ(x)∫
0

ρ = 2
x∫
0
ρ,

σ−1(x)∫
0

ρ = 1
2

x∫
0
ρ.

В частности, σ(an) = an+1, an = σ−1(an+1).
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Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t <∞, h ∈ M+ положим

Tth(x) := χ[t,∞)(x)

 x∫
σ−1(t)

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

p

, (7)

T[c,d]h(x) := χ[c,d](x)

 x∫
σ−1(c)

 d∫
s

h

 1
p

u(s) ds

p

, (8)

‖Tt‖Lpv→Lqw := sup
0 6=h∈M+

( ∞∫
0

[Tth]qw
) 1

q

( ∞∫
0

[h]pv
) 1

p

(9)

и аналогично для ‖T[c,d]‖Lpv→Lqw .

Теорема 1. Пусть 0 < q ≤ ∞, 0 < p < ∞, 0 < r < ∞. Тогда для
наилучшей константы CT в неравенстве ∞∫

0

[Tf(x)]rρ(x) dx

 1
r

≤ CT

 ∞∫
0

[f(x)]pv(x) dx

 1
p

, f ∈ M↓, (10)

выполняется оценка CT ≈ A1 + A2 + B, где A1, A2 — наилучшие константы в
неравенствах ∞∫

0

ρ(x)[W (x)]
r
q

 x∫
0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
1

∞∫
0

hV, h ∈ M+,

 ∞∫
0

 ∞∫
x

 ∞∫
y

h


q
p

[U(y)]qw(y) dy


p
q
 r

p

ρ(x) dx


p
r

≤ Ap
2

∞∫
0

hV, h ∈ M+,

а константа B имеет вид

B :=


sup
t>0

(
t∫
0
ρ

) 1
r

‖Tt‖
1
p

L1
V→L

q
p
w

, p ≤ r,

( ∞∫
0
ρ(x)

[(
x∫
0
ρ

)
‖T[σ−1(x),σ(x)]‖

L1
V→L

q
p
w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p,

где 1
s := 1

r −
1
p .

Доказательство. Пусть [f(x)]p =:
∞∫
x
h, h ∈ M+, тогда неравенство (10)

эквивалентно неравенству ∞∫
0

 ∞∫
x

 y∫
0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

q

w(y) dy

 r
q

ρ(x) dx


p
r

≤ Cp
T

∞∫
0

hV, h ∈ M+. (11)
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Оценка сверху. В дальнейшем будем использовать известное соотноше-
нием (см., например, [21, предложение 2.1])∑

n∈Z
2n

(∑
i≥n

ai
)s
≈

∑
n∈Z

2nasn, (12)

верное для любых последовательностей неотрицательных чисел и s > 0. Обо-
значим

Tph(y) :=

 y∫
0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

p

.

Имеем

J=
∑
n

an+1∫
an

ρ(x)

 ∞∫
x

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

dx ≈
∑
n

2n

 ∞∫
an

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

dx

=
∑
n

2n

 ∑
i≥n

ai+1∫
ai

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

dx ≈
∑
n

2n

 an+1∫
an

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

dx

≈
∑
n

2n

 an+1∫
an

w

 r
q
 an−1∫

0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

+
∑
n

2n

 an+1∫
an

w(y)

 y∫
an−1

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

q

dy

 r
q

=: J1 + J2.

Далее,

J1 ≈
∑
n

an∫
an−1

ρ(x) dx

 an+1∫
an

w

 r
q
 an−1∫

0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

≤
∑
n

an∫
an−1

ρ(x)[W (x)]
r
q

 x∫
0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

dx

=
∞∫
0

ρ(x)[W (x)]
r
q (Tph(x))

r
p dx ≤ Ar

1

 ∞∫
0

hV

 r
p

.

Таким образом,

J
p
r
1 � Ap

1

∞∫
0

hV.

Запишем

J2 ≈
∑
n

2n

 an+1∫
an

w(y)

 y∫
an−1

 an+1∫
s

h

 1
p

u(s) ds

q

dy

 r
q

+
∑
n

2n

 an+1∫
an

w(y)

 y∫
an−1

u

q

dy

 r
q
 ∞∫
an+1

h

 r
p

=: J2,1 + J2,2.
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Имеем

J2,2 ≈
∑
n

an∫
an−1

ρ(x) dx

 an+1∫
an

[U(y)]qw(y)

 ∞∫
y

h


q
p

dy

 r
q

≤
∞∫
0

ρ(x)

 ∞∫
x

[U(y)]qw(y)

 ∞∫
y

h


q
p

dy

 r
q

dx ≤ Ar
2

 ∞∫
0

hV

 r
p

,

тем самым

J
p
r
2,2 � Ap

2

∞∫
0

hV.

Используя обозначения (7) и (8), запишем

J2,1 =
∑
n

2n

 an+1∫
an

w(y)(T[an,an+1]h(y))
q
p dy


p
q
 r

p

≤
∑
n

2n‖T[an,an+1]‖
r
p

L1
V [an−1,an+1]→L

q
p
w [an,an+1]

 an+1∫
an−1

hV

 r
p

.

Рассмотрим случай p ≤ r. Применяя неравенство Йенсена, получим

J2,1 ≤ sup
n

2n‖T[an,an+1]‖
r
p

L1
V→L

q
p
w

 ∞∫
0

hV

 r
p

.

Отсюда

J
p
r
2,1 ≤ sup

t>0

 t∫
0

ρ


p
r

‖Tt‖
L1
V→L

q
p
w

∞∫
0

hV.

Следовательно,

J
p
r
2,1 ≤ Bp

∞∫
0

hV.

Рассмотрим случай r < p. Применяя неравенство Гёльдера ( 1
s = 1

r −
1
p ),

имеем

J2,1 ≤
(∑

n

2
ns
r ‖T[an,an+1]‖

s
p

L1
V→L

q
p
w

) r
s

 ∞∫
0

hV

 r
p

.

Так как∑
n

2
ns
r ‖T[an,an+1]‖

s
p

L1
V→L

q
p
w

≈
∑
n

 an+1∫
an

ρ

 an∫
0

ρ

 s
p

‖T[σ−1(an+1),σ(an)]‖
s
p

L1
V→L

q
p
w

≤
∑
n

an+1∫
an

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ(x)]‖
L1
V→L

q
p
w

 s
p

dx

=
∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ(x)]‖
L1
V→L

q
p
w

 s
p

dx = Bs,
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оценка сверху CT � A1 +A2 +B доказана.

Оценка снизу. Сужая области интегрирования [0, y] → [0, x] и [s,∞) →
[y,∞) в неравенстве (11), находим ∞∫

0

ρ(x)[W (x)]
r
q

 x∫
0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

dx


p
r

≤ Cp
T

∞∫
0

hV, h ∈ M+,

 ∞∫
0

 ∞∫
x

 ∞∫
y

h


q
p

[U(y)]qw(y) dy


p
q
 r

p

ρ(x) dx


p
r

≤ Cp
T

∞∫
0

hV, h ∈ M+,

откуда A1 ≤ CT , A2 ≤ CT .
Из неравенства (6) следует, что t∫

0

ρ


p
r
 ∞∫

t

 y∫
σ−1(t)

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

q

w(y) dy


p
q

≤ Cp
T

∞∫
σ−1(t)

hV, h ∈ M+,

поэтому CT � B, и теорема доказана при p ≤ r.
Осталось получить доказательство оценки снизу при r < p. Имеем

Bs =
∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ(x)]‖
L1
V→L

q
p
w

 s
p

dx

=
∑
n

an+1∫
an

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ(x)]‖
L1
V→L

q
p
w

 s
p

dx

≤
∑
n

an+1∫
an

ρ(x) dx

 an+1∫
0

ρ

 s
p

‖T[σ−1(an−1),σ(an+1)]‖
s
p

L1
V→L

q
p
w

≈
∑
n

2
ns
r ‖T[an−2,an+2]‖

s
p

L1
V→L

q
p
w

.

Отсюда
Bs �

∑
n

2
ns
r ‖T[an−2,an+2]‖

s
p

L1
V→L

q
p
w

=: Bs.

Пусть θ ∈ (0, 1) — произвольное фиксированное число. Тогда для любого
n ∈ Z существует hn ∈ L1

V [an−3, an+2] такая, что ‖hn‖L1
V [an−3,an+2] = 1 и

‖T[an−2,an+2]hn‖
L
q
p
w

≥ θ‖T[an−2,an+2]‖
L1
V→L

q
p
w

.

Положим

gn := 2
ns
r ‖T[an−2,an+2]‖

s
p

L1
V→L

q
p
w

hn, Tn := ‖T[an−2,an+2]‖
L1
V→L

q
p
w

, g :=
∑

gn.

Тогда

‖g‖L1
V
�

∑
n

an+2∫
an−3

gnV =
∑
n

2
ns
r T

s
p
n = Bs.



918 Г. Э. Шамбилова

С другой стороны,

D :=
∞∫
0

ρ(x)

 ∞∫
x

(Tpg)
q
p

 r
q

dx�
∑
n

an−2∫
an−3

ρ(x) dx

 an+2∫
an−2

(Tpg)
q
pw


p
q
 r

p

�
∑
n

2n

 an+2∫
an−2

 x∫
an−3

 an+2∫
s

gn

 1
p

u(s) ds

p
q
p

w(x) dx


p
q
 r

p

=
∑
n

2n

 an+2∫
an−2

(T[an−2,an+2]gn)
q
pw


p
q
 r

p

=
∑
n

2n2
ns
p T

sr
p2
n ‖T[an−2,an+2]hn‖

r
p

L
q
p
w

≥ θ
r
p

∑
n

2
ns
r T

s
p
n = θ

r
pB

s.

Из неравенства (11) имеем BsCp
T � Cp

T ‖g‖L1
V

(11)
≥ D

p
r � θB

sp
r Следовательно,

CT � θ
1
pB ≥ θ

1
pB. Отсюда в силу произвольности θ ∈ (0, 1) получаем, что

CT � B. �

Найдем явные выражения для функционалов, эквивалентных константам
A1, A2 и нормам ‖Tt‖

L1
V→L

q
p
w

и ‖T[σ−1(x),σ(x)]‖
L1
V→L

q
p
w

. Для этого нам потребуют-

ся некоторые частные случаи результатов работ [5, 6], которые приводим ниже
(теоремы А, В, С и леммы 1, 2) в более удобных для нас формулировках.

Пусть u ∈ M+ и функции ζ : [0;∞) → [0;∞) и ζ−1 : [0;∞) → [0;∞)
задаются формулами (здесь sup ∅ = 0)

ζ(x) := sup

y > 0 :
∞∫
y

ω ≥ 1
2

∞∫
x

ω

, ζ−1(x) := sup

y > 0 :
∞∫
y

ω ≥ 2
∞∫
x

ω

.

(13)

Теорема A [5, 6]. Пусть 0 < r <∞, 0 < q ≤ ∞. Для выполнения неравен-
ства  ∞∫

0

w(x)

 x∫
0

u(y)

 ∞∫
y

h

q

dy

 r
q

dx

 1
r

≤ Cτ

∞∫
0

hv, h ∈ M+, (14)

необходимо и достаточно выполнение неравенства ∞∫
0

w(x)

 x∫
0

u

 r
q
 ∞∫

x

h

r

dx

 1
r

≤ A0

∞∫
0

hv, h ∈ M+,

и конечности константы

A1 :=


sup
t>0

( ∞∫
t
w

) 1
r

‖Ht‖L1
v→Lqu , 1 ≤ r,( ∞∫

0
w(x)

[( ∞∫
x
w

)
‖H[ζ−1(x),ζ(x)]‖L1

v→Lqu

] r
1−r

dx

) 1−r
r

, 0 < r < 1,
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где ζ задается формулой (13) при ω = w и

Hdh(x) := χ(0,d](x)
∞∫
x

h, H[c,d]h(x) := χ(c,d](x)

ζ(d)∫
x

h, 0 ≤ c < d <∞, (15)

причем Cτ ≈ A0 +A1.
Пусть теперь ξ : [0;∞) → [0;∞) и ξ−1 : [0;∞) → [0;∞) заданы в виде (здесь

inf ∅ = ∞, x ≥ 0)

ξ(x) := inf

y > 0 :

y∫
0

� ≥ 2
x∫

0

�

, ξ−1(x) := inf

y > 0 :

y∫
0

� ≥ 1
2

x∫
0

�

.

(16)

Теорема B [5, 6]. Пусть 0 < r <∞, 0 < q ≤ ∞. Для выполнения неравен-
ства  ∞∫

0

w(x)

 ∞∫
x

u(y)

 ∞∫
y

h

q

dy

 r
q

dx

 1
r

≤ Cs

∞∫
0

hv, h ∈ M+, (17)

необходимо и достаточно выполнение неравенства ∞∫
0

w(x)

 ξ2(x)∫
x

u

 r
q
 ∞∫
ξ2(x)

h

r

dx

 1
r

≤ B0

∞∫
0

hv, h ∈ M+,

и конечности константы

B1 :=


sup
t>0

(
t∫
0
w

) 1
r

‖Ht‖L1
v→Lqu , 1 ≤ r,( ∞∫

0
w(x)

[(
x∫
0
w

)
‖H[ξ−1(x),ξ(x)]‖L1

v→Lqu

] r
1−r

dx

) 1−r
r

, 0 < r < 1,

где ξ задается формулой (16) при � = w и

Hch(x) := χ[c,∞)(x)
∞∫
x

h, H[c,d]h(x) := χ[c,d)(x)

ξ(d)∫
x

h, 0 < c < d ≤ ∞.

Более того, Cs ≈ B0 +B1.

Предложение 1. Пусть 0 < q ≤ ∞, 0 < p <∞, 0 < r <∞, 1
s := 1

r −
1
p при

r < p. Тогда для константы A1 в теореме 1 выполнено соотношение

A1 ≈ A1,0 +A1,1, (18)

где

A1,0 = sup
t>0

[V (t)]−
1
p

 t∫
0

ρW
r
qUr

 1
r

, p ≤ r, (19)

A1,0 ≈

 ∞∫
0

[V (t)]−
s
p

 t∫
0

ρW
r
qUr

 s
p

ρ(t)[W (t)]
r
q [U(t)]r dt

 1
s

, r < p. (20)
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При p ≤ r

A1,1 = sup
t>0

 ∞∫
t

ρW
r
q

 1
r

sup
0<s<t

U(s)

[V (s)]
1
p

, 0 < p ≤ 1, (21)

A1,1 ≈ sup
t>0

 ∞∫
t

ρW
r
q

 1
r
 t∫

0

(
U

V

) 1
p−1

 1
p′

, p > 1, (22)

При r < p ≤ 1

A1,1 ≈

 ∞∫
0

ρ(x)[W (x)]
r
q

 ∞∫
x

ρW
r
q

 sup
ζ−1(x)<t<ζ(x)

(
t∫

ζ−1(x)
u

)p

V (t)

 s
p

dx

 1
s

, (23)

при r < p, p > 1

As
1,1 ≈

∞∫
0

ρ(x)[W (x)]
r
q

 ∞∫
x

ρW
r
q

 ζ(x)∫
ζ−1(x)

( t∫
ζ−1(x)

u

V (t)

) 1
p−1

u(t) dt

p−1 s
p

dx,

(24)
где ζ задается формулой (13) при ω = ρW

r
q .

Для константы A2 в теореме 1 выполняется

A2 ≈ A2,0 +A2,1, (25)

где

A2,0 = sup
t>0

[V (t)]−
1
p

 σ−2(t)∫
0

ρ(x)

 σ2(x)∫
x

wUq

 r
q

dx

 1
r

, p ≤ r, (26)

A2,0 ≈

 ∞∫
0

[V (σ2(t))]−
s
p

 t∫
0

ρ(x)

 σ2(x)∫
x

wUq

 r
q

dx

 s
p

ρ(t)

 σ2(t)∫
t

wUq

 r
q

dt

 1
s

(27)
при r < p. Для второго слагаемого в (25) выполнено

Ap
2,1 ≈


sup
t>0

(
t∫
0
ρ

) p
r

‖Ht‖
L1
V→L

q
p
wUq

, p ≤ r,

( ∞∫
0
ρ(x)

[(
x∫
0
ρ

)
‖H[σ−1(x),σ(x)]‖

L1
V→L

q
p
wUq

] r
p−r

dx

) p−r
r

, r < p,

где σ определена в (6), а нормы операторов Ht и H[σ−1(x),σ(x)] характеризуются
следующими функционалами:

‖Ht‖
L1
V→L

q
p
wUq

≈ sup
s>t

[V (s)]−1

 s∫
t

wUq


p
q

, p ≤ q, (28)
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‖Ht‖
L1
V→L

q
p
wUq

≈

 ∞∫
t

 s∫
t

wUq


q

p−q

[V (s)]−
q

p−qw(s)[U(s)]q ds


p−q
q

, q < p.

(29)
Аналогично

‖H[σ−1(x),σ(x)]‖
L1
V→L

q
p
wUq

≈ sup
σ−1(x)<s<σ(x)

[V (s)]−1

 s∫
σ−1(x)

wUq


p
q

, p ≤ q, (30)

‖H[σ−1(x),σ(x)]‖
L1
V→L

q
p
wUq

≈

 σ(x)∫
σ−1(x)

 s∫
σ−1(x)

wUq


q

p−q

[V (s)]−
q

p−qw(s)[U(s)]q ds


p−q
q

(31)

при q < p.

Доказательство. Оценка A1. По теореме А получаем (18), где A1,0 —
наилучшая константа в неравенстве ∞∫

0

ρ(x)[W (x)]
r
q [U(x)]r

 ∞∫
x

h

 r
p

dx


p
r

≤ Ap
1,0

∞∫
0

hV, h ∈ M+.

Тогда равенство (19) вытекает из общей теоремы [22, гл. XI, § 1.5, теорема 4], а
(20) — из теоремы 3.3 из [23]. Для константы A1,1 по теореме А находим, что

Ap
1,1 =


sup
t>0

( ∞∫
t
ρW

r
q

) p
r

‖Ht‖
L1
V→L

1
p
u

, p ≤ r,( ∞∫
0
ρ(x)[W (x)]

r
q

[( ∞∫
x
ρW

r
q

)
‖H[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V→L

1
p
u

] s
p

dx

) p
s

, r < p.

Оценивая норму ‖Ht‖
L1
V→L

1
p
u

по общей теореме [22, гл. XI, § 1.5, теорема 4] при

0 < p ≤ 1 и по теореме 3.3 из [23] при p > 1, получаем формулы (21) и (22). Из
аналогичных оценок нормы ‖H[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V→L

1
p
u

вытекают (23), (24).

Оценка A2. По теореме B следует (25), где A2,0 — наилучшая константа
в неравенстве ∞∫

0

ρ(x)

 σ2(x)∫
x

wUq

 r
q
 ∞∫
σ2(x)

h

 r
p

dx


p
r

≤ Ap
2,0

∞∫
0

hV, h ∈ M+.

Тогда (26) следует из теоремы в [22, гл. XI, § 1.5, теорема 4], а (27) из [23, 24].
Таким же образом доказываются (28)–(31). �

Для доказательства следующих двух предложений потребуется модифика-
ция теоремы А.
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Лемма 1. Пусть 0 < r < ∞, 0 < q ≤ ∞, 0 < c < a < b ≤ ∞. Для
выполнения неравенства b∫

a

w(x)

 x∫
c

u(y)

 b∫
y

h

q

dy

 r
q

dx

 1
r

≤ C

b∫
c

hv, h ∈ M+, (32)

необходимо и достаточно выполнение неравенства b∫
a

w(x)

 x∫
c

u

 r
q
 b∫

x

h

r

dx

 1
r

≤ A0

b∫
c

hv, h ∈ M+,

и конечности константы

A1 :=


sup
a<t<b

(
b∫
t
w

) 1
r

‖Ht‖L1
v→Lqu , 1 ≤ r,(

b∫
ζ(a)

w(x)
[(

b∫
x
w

)
‖H[ζ−1(x),ζ(x)]‖L1

v→Lqu

] r
1−r

dx

) 1−r
r

, 0 < r < 1,

где ζ задается формулой

ζ(x) := sup

y ∈ (a, b) :
b∫

y

w ≥ 1
2

b∫
x

w

,

ζ−1(x) := sup

y ∈ (ζ(a), b) :
b∫

y

w ≥ 2
b∫

x

w

,

(33)

Hth(z) := χ(c,t)(z)
b∫

z

h, H[s,t]h(z) := χ(s,t)(z)

ζ(t)∫
z

h, a < s < t < b, (34)

причем C ≈ A0 +A1.

Предложение 2. Пусть 0 < q ≤ ∞, 0 < p ≤ r < ∞, t > 0. Тогда
для нормы ‖Tt‖

L1
V→L

q
p
w

, входящей в выражение для константы B в теореме 1,
выполнены следующие соотношения:

‖Tt‖
L1
V→L

q
p
w

≈ A0(t) + A1(t), (35)

где при p ≤ q

A0(t) = sup
s>t

[V (s)]−1

 s∫
t

w(z)

 z∫
σ−1(t)

u

q

dz


p
q

, (36)

A1(t)≈ sup
s>σ−1(t)

 ∞∫
s

χ[t,∞)w


p
q

sup
σ−1(t)<z<s

[V (z)]−1

 z∫
σ−1(t)

u

p

, 0 < p ≤ 1, (37)
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A1(t) ≈ sup
s>σ−1(t)

 ∞∫
s

χ[t,∞)w


p
q

×

 s∫
σ−1(t)

 z∫
σ−1(t)

u

 1
p−1

[V (z)]−
1

p−1u(z) dz

p−1

, p > 1, (38)

а при q < p с функцией ζt, построенной по формулам (33) с a = t, b = ∞,

A0(t) ≈

 ∞∫
t

 s∫
t

w(z)

 z∫
σ−1(t)

u

q

dz


q

p−q

[V (s)]−
q

p−qw(s)

 s∫
σ−1(t)

u

q

ds


p−q
q

(39)

A1(t) ≈

 ∞∫
ζ(t)

w(x)

 ∞∫
x

w

 sup
ζ−1
t (x)<s<ζt(x)

[V (s)]−1

 s∫
ζ−1(x)

u

p
q

p−q

dx


p−q
q

(40)
при 0 < p ≤ 1 и

[A1(t)]
q

p−q

≈
∞∫

ζ(t)

w(x)

 ∞∫
x

w

 ζt(x)∫
ζ−1
t (x)

 z∫
ζ−1
t (x)

u

 1
p−1

[V (z)]−
1

p−1u(z) dz

p−1
q

p−q

dx (41)

при p > 1.

Доказательство. Для оценки нормы ‖Tt‖ := ‖Tt‖
L1
V→L

q
p
w

оператора Tt,

определенного в (7), необходимо изучить неравенство ∞∫
t

 x∫
σ−1(t)

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

p
q
p

w(x) dx


p
q

≤ ‖Tt‖
∞∫

σ−1(t)

hV, h ∈ M+.

Для этого достаточно применить лемму 1 при a = t, c = σ−1(t), b = ∞, q = 1
p ,

r = q
p и v = V . �

Предложение 3. Пусть 0 < q ≤ ∞, 0 < r < p < ∞, 1
s := 1

r −
1
p . Тогда

для нормы ‖Tx‖ := ‖T[σ−1(x),σ(x)]‖
L1
V→L

q
p
w

, x > 0, входящей в выражение для

константы B в теореме 1, выполнены следующие соотношения:

‖Tx‖ ≈ A0(x) + A1(x), (42)

где

A0(x) = sup
σ−1(x)<s<σ(x)

[V (s)]−1

 s∫
σ−1(x)

w(z)

 z∫
σ−2(x)

u

q

dz


p
q

, p ≤ q, (43)
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[A0(x)]
q

p−q

≈
σ(x)∫

σ−1(x)

 s∫
σ−1(x)

w(z)

 z∫
σ−2(x)

u

q

dz


q

p−q

[V (s)]−
q

p−qw(s)

 s∫
σ−2(x)

u

q

ds (44)

при q < p. Для второго слагаемого в (42) выполняется

A1(x) ≈ sup
σ−1(x)<t<σ(x)

 t∫
σ−1(x)

w


p
q

‖Ht‖
L1
Vx,y

→L
1
p
ux,y

, p ≤ q,

A1(x) ≈

 σ(x)∫
ζx(σ−1(x))

w(z)

 σ(x)∫
x

w

‖H[ζ−1
x (z),ζx(z)]‖

L1
Vx,y

→L
1
p
ux,y


q

p−q

dz


p−q
q

при q < p, где ζx определяется по формуле (33) при a = σ−1(x), c = σ−2(x),
b = σ(x), а операторы H[ζ−1

x (z),ζx(z)] и Ht — по формуле (34). Для норм этих
операторов выполняются следующие соотношения. При p ≤ q

‖Ht‖
L1
V→L

1
p
u

= sup
σ−2(x)<s<σ(x)

[V (s)]−1

 s∫
σ−2(x)

u

p

, 0 < p ≤ 1, (45)

‖Ht‖
L1
V→L

1
p
u

≈

 σ(x)∫
σ−2(x)

 s∫
σ−2(x)

u

 1
p−1

[V (s)]−
1

p−1u(s) ds

p−1

, p > 1. (46)

При q < p

‖H[ζ−1
x (z),ζx(z)]‖

L1
V→L

1
p
u

= sup
ζ−1
x (z)<t<ζx(z)

[V (t)]−1

 t∫
ζ−1
x (z)

u

p

, 0 < p ≤ 1, (47)

‖H[ζ−1
x (z),ζx(z)]‖

L1
V→L

1
p
u

≈

 ζx(z)∫
ζ−1
x (z)

 t∫
ζ−1
x (z)

u

 1
p−1

[V (t)]−
1

p−1u(t) dt

p−1

, p > 1.

(48)

Доказательство. Для оценки нормы ‖Tx‖ оператора T[σ−2(x),σ(x)], опре-
деленного в (8), необходимо изучить неравенство σ(x)∫

σ−1(x)

 z∫
σ−2(x)

 σ(x)∫
s

h

 1
p

u(s) ds

p
q
p

w(z) dz


p
q

≤ ‖Tx‖
σ(x)∫

σ−2(x)

hV, h ∈ M+.

Для этого достаточно применить лемму 1 при a = σ−1(x), c = σ−2(x), b = σ(x),
q = 1

p , r = q
p и v = V , а также оценки норм операторов Харди, использованные

в доказательстве предложения 1. �
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3. Основные результаты для оператора S

Пусть

ũ :=
u

V
2
p

, Ũ(t) :=
∞∫
t

ũ, 0 < t <∞.

Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t <∞, h ∈ M+ положим

Tth(x) := χ[t,∞)(x)

 σ(t)∫
x

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

p

, (49)

T[c,d]h(x) := χ[c,d](x)

 σ(d)∫
x

 s∫
c

hV

 1
p

ũ(s) ds

p

, (50)

‖Tt‖Lpv→Lqw := sup
0 6=h∈M+

( ∞∫
0

[Tth]qw
) 1

q

( ∞∫
0

[h]pv
) 1

p

. (51)

и аналогично для ‖T[c,d]‖Lpv→Lqw .

Теорема 2. Пусть 0 < q ≤ ∞, 0 < p < ∞, 0 < r < ∞. Тогда для
наилучшей константы CS в неравенстве ∞∫

0

[Sf(x)]rρ(x) dx

 1
r

≤ CS

 ∞∫
0

[f(x)]pv(x) dx

 1
p

, f ∈ M↓, (52)

выполняется оценка
CS ≈ A1 + A2 + B,

где A1,A2 — наилучшие константы в неравенствах ∞∫
0

 ∞∫
x

 y∫
0

hV


q
p

[Ũ(y)]qw(y) dy


p
q
 r

p

ρ(x) dx


p
r

≤ Ap
1

∞∫
0

h, h ∈ M+,

 ∞∫
0

ρ(x)

 σ2(x)∫
x

w

 r
q
 ∞∫
σ2(x)

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
2

∞∫
0

h, h ∈ M+,

а константа B имеет вид

B :=


sup
t>0

(
t∫
0
ρ

) 1
r

‖Tt‖
1
p

L1→L
q
p
w

, p ≤ r,( ∞∫
0
ρ(x)

[
x∫
0
ρ‖T[σ−1(x),σ(x)]‖

L1→L
q
p
w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.
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Доказательство. В отличие от теоремы 1 здесь применим теорему 3.2 из
[4], тогда неравенство (52) эквивалентно неравенству

 ∞∫
0

 ∞∫
x

 ∞∫
y

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

q

w(y) dy

 r
q

ρ(x) dx


p
r

≤ Cp
S

∞∫
0

h, h ∈ M+.

(53)
Оценка сверху. Обозначим

Tph(y) :=

 ∞∫
y

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

p

.

Имеем

I :=
∑
n

an+1∫
an

ρ(x)

 ∞∫
x

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

dx ≈
∑
n

2n

 ∞∫
an

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

=
∑
n

2n

∑
i≥n

ai+1∫
ai

w(y)(Tph(y))
q
p dy


r
q

≈
∑
n

2n

 an+1∫
an

w(y)(Tph(y))
q
p dy

 r
q

≈
∑
n

2n

 an+1∫
an

w(y)

 an+2∫
y

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

q

dy

 r
q

+
∑
n

2n

 an+1∫
an

w

 r
q
 ∞∫
an+2

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

=: I1 + I2.

Далее,

I2 ≈
∑
n

an∫
an−1

ρ(x) dx

 an+1∫
an

w

 r
q
 ∞∫
an+2

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

≤
∑
n

an∫
an−1

ρ(x)

 σ2(x)∫
x

w

 r
q
 ∞∫
σ2(x)

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx

=
∞∫
0

ρ(x)

 σ2(x)∫
x

w

 r
q
 ∞∫
σ2(x)

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx ≤ Ar
2

 ∞∫
0

h

 r
p

.

Таким образом,

I
p
r
2 � Ap

2

∞∫
0

h.
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Запишем

I1 ≈
∑
n

2n

 an+1∫
an

w(y)

 an+2∫
y

 an∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

q

dy

 r
q

+
∑
n

2n

 an+1∫
an

w(y)

 an+2∫
y

 s∫
an

hV

 1
p

ũ(s)ds

q

dy

 r
q

=: I1,1 + I1,2.

Имеем

I1,1 ≤
∑
n

an∫
an−1

ρ(x)

 an+1∫
an

w(y)

 ∞∫
y

ũ(s) ds

q y∫
0

hV


q
p

dy

 r
q

dx

≤
∞∫
0

ρ(x)

 ∞∫
x

w(y)[Ũ(y)]q

 y∫
0

hV


q
p

dy

 r
q

dx ≤ Ar
1

∞∫
0

h.

Таким образом,

I
p
r
1,1 � Ap

1

∞∫
0

h.

Используя обозначения (49), (50), запишем

I1,2 =
∑
n

2n

 an+1∫
an

w(y)(T[an,an+1]h(y))
q
p dy


p
q
 r

p

≤
∑
n

2n‖T[an,an+1]‖
r
p

L1[an−1,an+1]→L
q
p
w [an,an+1]

 an+1∫
an−1

h

 r
p

.

Применим неравенство Йенсена при p ≤ r:

I1,2 ≤ sup
n

2n‖T[an,an+1]‖
r
p

L1→L
q
p
w

 ∞∫
0

h

 r
p

.

Отсюда

I
p
r
1,2 ≤ sup

t>0

 t∫
0

ρ


p
r

‖Tt‖
L1→L

q
p
w

 ∞∫
0

h

.

Следовательно,

I
p
r
1,2 ≤ Bp

 ∞∫
0

h

.

Рассмотрим случай r < p. Применяя неравенство Гёльдера ( 1
s = 1

r −
1
p ),

имеем

I1,2 ≤
(∑

n

2
ns
r ‖T[an,an+1]‖

s
p

L1→L
q
p
w

) r
s

 ∞∫
0

h

 r
p

.
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Так как

∑
n

2
ns
r ‖T[an,an+1]‖

s
p

L1
V→L

q
p
w

≈
∑
n

 an+1∫
an

ρ

 an∫
0

ρ

 s
p

‖T[σ−1(an+1),σ(an)]‖
s
p

L1
V→L

q
p
w

≤
∑
n

an+1∫
an

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ(x)]‖
L1
V→L

q
p
w

 s
p

dx

=
∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ(x)]‖
L1
V→L

q
p
w

 s
p

dx = Bs,

оценка сверху CS � A1 + A2 + B доказана.

Оценка снизу. Сужая области интегрирования [0, s] → [0, y], [x,∞] →
[x, σ2(x)], получим ∞∫

0

 ∞∫
x

 y∫
0

hV


q
p

[Ũ(y)]qw(y) dy


p
q
 r

p

ρ(x) dx


p
r

≤ Cp
S

∞∫
0

h, h ∈ M+,

 ∞∫
0

ρ(x)

 σ2(x)∫
x

w

 r
q
 ∞∫
σ2(x)

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r

dx


p
r

≤ Cp
S

∞∫
0

h, h ∈ M+.

Откуда следует, что A1 ≤ CS , A2 ≤ CS . Из неравенства (53) вытекает, что t∫
0

ρ


p
r
 ∞∫

t

 σ(t)∫
y

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

q

w(y) dy


p
q

≤ Cp
S

σ(t)∫
0

h,

поэтому CS � B, и теорема доказана при p ≤ r.
Осталось получить доказательство оценки снизу при r < p. Имеем

Bs =
∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ(x)]‖
L1
V→L

q
p
w

 s
p

dx

=
∑
n

an+1∫
an

ρ(x)

 x∫
0

ρ

‖T[σ−1(x),σ(x)]‖
L1
V→L

q
p
w

 s
p

dx

≤
∑
n

an+1∫
an

ρ(x) dx

 an+1∫
0

ρ

 s
p

‖T[σ−1(an−1),σ(an+1)]‖
s
p

L1
V→L

q
p
w

≈
∑
n

2
ns
r ‖T[an−2,an+2]‖

s
p

L1
V→L

q
p
w

.

Отсюда
Bs �

∑
n

2
ns
r ‖T[an−2,an+2]‖

s
p

L1
V→L

q
p
w

=: Bs.
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Пусть θ ∈ (0, 1) — произвольное фиксированное число. Тогда для любого
n ∈ Z существует функция hn ∈ L1[an−2, an+3] такая, что ‖hn‖L1[an−2,an+3] = 1
и

‖T[an−2,an+2]hn‖
L
q
p
w

≥ θ‖T[an−2,an+2]‖
L1→L

q
p
w

.

Положим

gn := 2
ns
r ‖T[an−2,an+2]‖

s
p

L1→L
q
p
w

hn, Tn := ‖T[an−2,an+2]‖
L1→L

q
p
w

, g :=
∑

gn.

Тогда

‖g‖L1 �
∑
n

an+3∫
an−2

gn =
∑
n

2
ns
r T

s
p
n = Bs.

С другой стороны,

D :=
∞∫
0

ρ(x)

 ∞∫
x

(Tpg)
q
pw

 r
q

dx ≥
∑
n

an+3∫
an+2

ρ(x) dx

 an+2∫
an−2

(Tpg)
q
pw


p
q
 r

p

≥
∑
n

2n

 an+2∫
an−2

 an+3∫
x

 s∫
an−2

gnV

 1
p

ũ(s) ds

p
q
p

w(x) dx


p
q
 r

p

=
∑
n

2n

 an+2∫
an−2

(T[an−2,an+2]gn)
q
pw


p
q
 r

p

=
∑
n

2n2
ns
p T

sr
p2
n ‖T[an−2,an+2]hn‖

r
p

L
q
p
w

≥ θ
r
p

∑
n

2
ns
r T

s
p
n = θ

r
pB

s.

Из (53) имеем BsCp
S � Cp

S‖g‖L1 ≥ D
p
r � θB

sp
r . Следовательно, CS � θ

1
pB ≥

θ
1
p B. Отсюда в силу произвольности θ ∈ (0, 1) получаем CS � B. �

Найдем явные выражения для функционалов, эквивалентных константам
A1,A2 и нормам ‖Tt‖

L1→L
q
p
w

и ‖T[σ−1(x),σ(x)]‖
L1→L

q
p
w

. Для этого потребуются

некоторые частные случаи результатов из [6].

Теорема C [5, 6]. Пусть 0 < r <∞, 0 < q ≤ ∞. Для выполнения неравен-
ства  ∞∫

0

w(x)

 ∞∫
x

u(y)

 y∫
0

hv

q

dy

 r
q

dx

 1
r

≤ Ct

∞∫
0

h, h ∈ M+, (54)

необходимо и достаточно выполнение неравенства ∞∫
0

w(x)

 ∞∫
x

u

 r
q
 x∫

0

hv

r

dx

 1
r

≤ C0

∞∫
0

h, h ∈ M+,

и конечности константы

C1 :=


sup
t>0

(
t∫
0
w

) 1
r

‖H∗
t ‖L1→Lqu , 1 ≤ r,( ∞∫

0
w(x)

[(
x∫
0
w

)
‖H∗

[ξ−1(x),ξ(x)]‖L1
v→Lqu

] r
1−r

dx

) 1−r
r

, 0 < r < 1,
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где ξ задается формулой (16) при � = w и

H∗
c h(x) := χ[c,∞)(x)

x∫
0

hv, H∗
[c,d]h(x) := χ[c,d)(x)

x∫
ξ−1(c)

hv, 0 ≤ c < d <∞, (55)

причем Ct ≈ C0 + C1.

Предложение 4. Пусть 0 < q ≤ ∞, 0 < p <∞, 0 < r <∞, 1
s := 1

r −
1
p при

r < p. Тогда для константы A1 в теореме 2 выполнено соотношение

A1 ≈ A1,0 + A1,1, (56)

где

A1,0 = sup
t>0

[V (t)]
1
p

 ∞∫
t

ρ(x)

 ∞)∫
x

wŨq

 r
q

dx

 1
r

, p ≤ r, (57)

A1,0 ≈

 ∞∫
0

V (t)
∞∫
t

ρ(x)

 ∞∫
x

wŨq

 r
q

dx

 s
p

ρ(t)

 ∞∫
t

wŨq

 r
q

dt

 1
s

(58)

при r < p. Для второго слагаемого в (56) выполняется

Ap
1,1 ≈


sup
t>0

(
t∫
0
ρ

) p
r

‖H∗
t ‖

L1→L
q
p

wŨq

, p ≤ r,

( ∞∫
0
ρ(x)

[(
x∫
0
ρ

)
‖H∗

[σ−1(x),σ(x)]‖
L1→L

q
p

wŨq

] r
p−r

dx

) p−r
r

, r < p,

где σ определена в (6), а нормы операторов H∗
t и H∗

[σ−1(x),σ(x)] характеризуются
следующими функционалами:

‖H∗
t ‖

L1→L
q
p

wŨq

≈ sup
s>t

V (s)

 ∞∫
s

wŨq


p
q

, p ≤ q, (59)

‖H∗
t ‖

L1→L
q
p

wŨq

≈

 ∞∫
t

V (s)
∞∫
s

wŨq


q

p−q

w(s)[Ũ(s)]q ds


p−q
q

, q < p. (60)

Аналогично

‖H∗
[σ−1(x),σ(x)]‖

L1→L
q
p

wŨq

≈ sup
σ−1(x)<s<σ(x)

V (s)

 σ(x)∫
s

wŨq


p
q

, p ≤ q, (61)

‖H∗
[σ−1(x),σ(x)]‖

L1→L
q
p

wŨq

≈

 σ(x)∫
σ−1(x)

V (s)

σ(x)∫
s

wŨq


q

p−q

w(s)[Ũ(s)]q ds


p−q
q

(62)

при q < p.
Для константы A2 в теореме 2 выполнено

A2 ≈ A2,0 + A2,1, (63)
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где

A2,0 = sup
t>0

[V (t)]
1
p

 ∞∫
σ−2(t)

ρ(x)

 σ2(x)∫
x

w

 r
q

Ũr(σ2(x)) dx

 1
r

, p ≤ r, (64)

[A2,0]s ≈
∞∫
0

V (σ2(x))
∞∫
x

ρ(t)

 σ2(t)∫
t

w

 r
q

Ũr(σ2(t)) dt

 s
p

× ρ(x)

 σ2(x)∫
x

w

 r
q

Ũr(σ2(x)) dx (65)

при r < p. Для слагаемого A2,1 имеем

A2,1 ≈ sup
t>0

 σ−2(t)∫
0

ω

 1
r

‖H∗
t ‖

L1→L
1
p
ũ

, p ≤ r, (66)

A2,1 ≈

 ∞∫
0

ω(x)

 x∫
0

ω

‖H∗
[ξ−1(σ2(x)),ξ(σ2(x))]‖

L1→L
1
p
ũ

 s
p

dx

 1
s

(67)

при r < p, где ξ определяется формулой (16) при ω(y) = ρ(y)
( σ2(y)∫

y
w

) r
q

, а

нормы операторов равны

‖H∗
t ‖

L1→L
1
p
ũ

≈ sup
s>t

Ũp(s)V (s), 0 < p ≤ 1, (68)

‖H∗
t ‖

L1→L
1
p
ũ

≈

 ∞∫
t

[Ũ(s)V (s)]
1

p−1 ũ(s) ds

p−1

, p > 1, (69)

‖H∗
[ξ−1(σ2(x)),ξ(σ2(x))]‖

L1→L
1
p
ũ

≈ sup
ξ−1(σ2(x))<s<ξ(σ2(x))

 ξ(σ2(x))∫
s

ũ

p

V (s), 0 < p ≤ 1, (70)

‖H∗
[ξ−1(σ2(x)),ξ(σ2(x))]‖

L1→L
1
p
ũ

≈

 ξ(σ2(x))∫
ξ−1(σ2(x))

V (s)

ξ(σ2(x))∫
s

ũ

 1
p−1

ũ(s) ds

p−1

, p > 1. (71)

Небольшой модификацией теоремы С служит
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Лемма 2. Пусть 0 < r <∞, 0 < q ≤ ∞. Для выполнения неравенства b∫
a

w(x)

 c∫
x

u(y)

 y∫
a

hv

q

dy

 r
q

dx

 1
r

≤ C
c∫

a

h, h ∈ M+, (72)

необходимо и достаточно выполнение неравенства b∫
a

w(x)

 c∫
x

u

 r
q
 x∫

a

hv

r

dx

 1
r

≤ C0

c∫
a

h, h ∈ M+,

и конечности константы

C1 :=


sup
a<t<b

(
t∫
a
w

) 1
r

‖H∗
t ‖L1→Lqu , 1 ≤ r,(

b∫
ξ(a)

w(x)
[(

x∫
a
w

)
‖H∗

[ξ−1(x),ξ(x)]‖L1→Lqu

] r
1−r

dx

) 1−r
r

, 0 < r < 1,

где ξ задается формулой

ξ(x) := inf

y ∈ (a, b) :

y∫
a

� ≥ 2
x∫

a

�

,

ξ−1(x) := inf

y ∈ (a, b) :

y∫
a

� ≥ 1
2

x∫
a

�

,

(73)

H∗
t h(z) := χ[t,c)(z)

z∫
a

hv, H∗
[t,s]h(z) := χ[t,s)(z)

z∫
ξ−1(t)

hv, a ≤ t < s < b, (74)

причем C ≈ C0 + C1.

Предложение 5. Пусть 0 < q ≤ ∞, 0 < p ≤ r < ∞, t > 0. Тогда
для нормы ‖Tt‖

L1→L
q
p
w

, входящей в выражение для константы B в теореме 2,
выполнены следующие соотношения:

‖Tt‖
L1→L

q
p
w

≈ A0(t) + A1(t), (75)

где при p ≤ q

A0(t) = sup
s>t

V (s)

 ∞∫
s

w(z)

 σ(t)∫
z

ũ

q

dz


p
q

, (76)

A1(t) ≈ sup
s>t

 s∫
t

w


p
q

sup
s<z<σ(t)

V (z)

 σ(t)∫
z

ũ

p

, 0 < p ≤ 1, (77)

A1(t) ≈ sup
s>t

 s∫
t

w


p
q
 σ(t)∫

s

V (z)

σ(t)∫
z

ũ

 1
p−1

ũ(z) dz

p−1

, p > 1, (78)
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а при q < p с функцией ξt, построенной по формулам (73) с a = t, b = ∞,

A0(t) ≈

 ∞∫
t

V (s)
∞∫
s

w(z)

 σ(t)∫
z

ũ

q

dz


q

p−q

w(s)

 σ(t)∫
s

ũ

q

ds


p−q
q

, (79)

A1(t) ≈

 ∞∫
ξ(t)

w(x)

 x∫
t

w

 sup
ξ−1
t (x)<s<ξt(x)

V (s)

 ξt(x)∫
s

ũ

p
q

p−q

dx


p−q
q

(80)

при 0 < p ≤ 1 и

[A1(t)]
q

p−q ≈
∞∫

ξ(t)

w(x)

 x∫
t

w

 ξt(x)∫
ξ−1
t (x)

V (s)

ξt(x)∫
s

ũ

 1
p−1

ũ(z) dz

p−1
q

p−q

dx

(81)
при p > 1.

Предложение 6. Пусть 0 < q ≤ ∞, 0 < r < p < ∞, 1
s := 1

r −
1
p . Тогда

для нормы ‖Tx‖ := ‖T[σ−1(x),σ(x)]‖
L1→L

q
p
w

, x > 0, входящей в выражение для

константы B в теореме 2, выполнены следующие соотношения:
‖Tx‖ ≈ A0(x) + A1(x), (82)

где

A0(x) = sup
σ−1(x)<s<σ(x)

V (s)

 σ(x)∫
s

w(z)

 σ2(x)∫
z

ũ

q

dz


p
q

, p ≤ q, (83)

и

[A0(x)]
q

p−q ≈
σ(x)∫

σ−1(x)

V (s)

σ(x)∫
s

w(z)

 σ2(x)∫
z

ũ

q

dz


q

p−q

w(s)

 σ2(x)∫
s

ũ

q

ds (84)

при q < p. Для второго слагаемого в (82) выполняется

A1(x) ≈ sup
σ−1(x)<t<σ(x)

 t∫
σ−1(x)

w


p
q

‖H ∗
t ‖

L1
x,y→L

1
p
ũx,y

, p ≤ q,

A1(x) ≈

 σ(x)∫
ξx(σ−1(x))

w(z)

 z∫
σ−1(x)

w

‖H ∗
[ξ−1
x (z),ξx(z)]‖

L1
x,y→L

1
p
ũx,y


q

p−q

dz


p−q
q

при q < p, где ξx определяется по формуле (73) при a = σ−1(x), c = σ2(x),
b = σ(x), а операторы H ∗

[ξ−1
x (z),ξx(z)]

и H ∗
t — по формуле (74). Для норм этих

операторов выполняются следующие соотношения. При p ≤ q

‖H ∗
t ‖

L1→L
1
p
ũ

= sup
σ−1(x)<s<σ2(x)

V (s)

 σ2(x)∫
s

ũ

p

, 0 < p ≤ 1, (85)

‖H ∗
t ‖

L1→L
1
p
ũ

≈

 σ2(x)∫
σ−1(x)

V (s)

σ2(x)∫
s

ũ

 1
p−1

ũ(s) ds

p−1

, p > 1. (86)
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При q < p

‖H ∗
[ξ−1
x (z),ξx(z)]‖

L1→L
1
p
ũ

= sup
ξ−1
x (z)<t<ξx(z)

V (t)

 ξx(z)∫
t

ũ

p

, 0 < p ≤ 1, (87)

‖H ∗
[ξ−1
x (z),ξx(z)]‖

L1→L
1
p
ũ

≈

 ξx(z)∫
ξ−1
x (z)

V (t)

ξx(z)∫
t

ũ

 1
p−1

ũ(t) dt

p−1

, p > 1. (88)

4. Основные результаты для операторов T и S

Характеризация неравенства (1) для операторов T и S доказывается ана-
логично, приведем соответствующие результаты.

Будем считать, что 0 <
∞∫
x
ρ < ∞ при любом x > 0 и

∞∫
0
ρ = ∞. Определим

последовательность {bn} ⊂ (0;∞) из уравнений
∞∫

bn

ρ = 2−n, n ∈ Z.

Пусть ζ задается формулой (13) при ω = ρ. Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t, p <
∞, h ∈ M+ положим

T̃th(x) := χ(0,t](x)

 ζ(t)∫
x

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

p

, (89)

T̃[c,d]h(x) := χ[c,d](x)

 ζ(d)∫
x

 s∫
c

hV

 1
p

ũ(s) ds

p

. (90)

Теорема 3. Пусть 0 < q ≤ ∞, 0 < p < ∞, 0 < r < ∞. Тогда для
наилучшей константы CT в неравенстве ∞∫

0

[T f(x)]rρ(x) dx

 1
r

≤ CT

 ∞∫
0

[f(x)]pv(x) dx

 1
p

, f ∈ M↓, (91)

выполняется оценка
CT ≈ A1 +A2 +B,

где A1,A2 — наилучшие константы в неравенствах ∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

 y∫
0

hV


q
p

[Ũ(y)]qw(y) dy


p
q
 r

p

dx


p
r

≤ A p
1

∞∫
0

h, h ∈ M+,

 ∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

w

 r
q
 ∞∫

x

 s∫
0

hV

 1
p

ũ(s) ds

r
p
r

≤ A p
2

∞∫
0

h, h ∈ M+,
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а константа B имеет вид

B :=


sup
t>0

( ∞∫
t
ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1→L
q
p
w

, p ≤ r,( ∞∫
0
ρ(x)

[( ∞∫
x
ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1→L
q
p
w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.

Для 0 < c < d ≤ ∞, 0 < t <∞, h ∈ M+ положим

T̃th(x) := χ(0,t](x)

 x∫
ζ−1(t)

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

p

, (92)

T̃[c,d]h(x) := χ[c,d](x)

 x∫
ζ−1(c)

 d∫
s

h

 1
p

u(s) ds

p

. (93)

Теорема 4. Пусть 0 < q ≤ ∞, 0 < p < ∞, 0 < r < ∞. Тогда для
наилучшей константы CS в неравенстве ∞∫

0

[S f(x)]rρ(x) dx

 1
r

≤ CS

 ∞∫
0

[f(x)]pv(x) dx

 1
p

, f ∈ M↓, (94)

выполняется оценка
CS ≈ A1 + A2 + B,

где A1,A2 — наилучшие константы в неравенствах ∞∫
0

ρ(x)

 x∫
ζ−2(x)

w

 r
q
 ζ2(x)∫

0

 ∞∫
s

h

 1
p

u(s) ds

r

dx


p
r

≤ Ap
1

∞∫
0

hV, h ∈ M+,

 ∞∫
0

ρ(x)

 x∫
0

 ∞∫
y

h


q
p

Uq(y)w(y) dy


p
q
 r

p

dx


p
r

≤ Ap
2

∞∫
0

hV, h ∈ M+,

а константа B имеет вид

B :=


sup
t>0

( ∞∫
t
ρ

) 1
r

‖T̃t‖
1
p

L1
V→L

q
p
w

, p ≤ r,

( ∞∫
0
ρ(x)

[( ∞∫
x
ρ

)
‖T̃[ζ−1(x),ζ(x)]‖

L1
V→L

q
p
w

] s
p

dx

) 1
s

, r < p.
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