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ПРОСТЫЕ ПОЛИАДИЧЕСКИЕ ГРУППЫ

Х. Ходабандех, М. Шахряри

Аннотация. Дана характеристика простых полиадических групп в терминах обыч-
ных групп и их автоморфизмов. Приведены два различных определения простоты
для полиадических групп: UAS (универсальная алгебраическая простота) и GTS
(теоретико-групповая простота) с точки зрения универсальной алгебры и теории
групп соответственно. Получены необходимые и достаточные условия того, чтобы
полиадическая группа была UAS или GTS.

Ключевые слова: полиадическая группа, n-арная группа, ретракт n-арной груп-
пы, простая полиадическая группа, конгруэнтность.

1. Введение

Пусть G — непустое множество и n — положительное целое число. Если
f : Gn → G является n-арной операцией, то используем обозначение f

(
xn1

)
для

элементов f(x1, . . . , xn). Если xi, xi+1, . . . , xj — произвольная последователь-
ность элементов из G, то обозначаем ее через xji . В случае, когда все компонен-

ты в данной последовательности равны x, используем обозначение
(t)
x , где t —

число компонент. Будем говорить, что n-арная операция ассоциативна, если
для любых 1 ≤ i < j ≤ n справедливо равенство

f
(
xi−1

1 , f
(
xn+i−1
i

)
, x2n−1
n+i

)
= f

(
xj−1

1 , f
(
xn+j−1
j

)
, x2n−1
n+j

)
при всех x1, . . . , x2n−1 ∈ G. n-Арная система (G, f) называется n-арной группой
или полиадической группой, если f ассоциативна и для всех a1, . . . , an, b ∈ G и
1 ≤ i ≤ n существует единственный элемент x ∈ G такой, что

f
(
ai−1
1 , x, ani+1

)
= b.

Предположение о единственности решения x может быть опущено [1]. Оче-
видно, что при n = 2 получаем определение обычной группы. В этой статье
предполагаем, что n > 2.

Сделаем краткий обзор литературы и терминов. Прежде всего отметим
классическую статью Поста [2], одну из первых статей по данной теме. В этой
статье доказана ставшая впоследствии хорошо известной теорема о смежных
классах и изучены основные свойства полиадических групп. Статьи [3, 4] от-
носятся к первым работам, посвященным полиадическим группам. В [5] пред-
ставлено почти полное описание полиадических групп. В частности, некоторые
наши результаты доказаны там другими методами. Статьи [6–9] могут быть
использованы для изучения как аксиом полиадических групп, так и их много-
образий.
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Заметим, что n-арная система (G, f) вида f
(
xn1

)
= x1x2 . . . xnb, где (G, ·) —

группа, а b — фиксированный элемент из центра (G, ·), является n-арной груп-
пой. Такая n-арная группа называется b-произведенной из группы (G, ·) и обо-
значается через derb(G, ·). В случае, когда b является единицей (G, ·), говорим,
что такая полиадическая группа редуцирована к группе (G, ·) или произведена
из (G, ·), и для нее используем обозначение der(G, ·). Но для любого n > 2 суще-
ствуют n-арные группы, которые не являются произведенными из какой-либо
другой группы. n-Арная группа (G, f) произведена из некоторой группы тогда
и только тогда, когда она содержит элемент a (называемый n-арной единицей)
такой, что

f(
(i−1)
a , x,

(n−i)
a ) = x

справедливо для всех x ∈ G и i = 1, . . . , n (см. [1]).
Из определения n-арной группы (G, f) мы можем впрямую увидеть, что

для любого x ∈ G существует только один y ∈ G, удовлетворяющий уравнению

f(
(n−1)
x , y) = x.

Этот элемент называется асимметричным к x и обозначается через x̄. Как
доказал Дернте [3], следующие тождества справедливы для всех x, y ∈ G и
2 ≤ i ≤ n:

f(
(i−2)
x , x̄,

(n−i)
x , y) = f(y,

(n−i)
x , x̄,

(i−2)
x ) = y.

Пусть (G, f) — полиадическая группа и a ∈ G — фиксированный элемент.
Определим бинарную операцию

x ∗ y = f(x,
(n−2)
a , y).

Тогда (G, ∗) является обычной группой, называемой ретрактом (G, f) над a.
Такой ретракт будет обозначаться через reta(G, f). Все ретракты полиадиче-
ской группы изоморфны [10]. Единицей в (G, ∗) является ā. Можно проверить,
что обратный к x имеет вид

y = f(ā,
(n−3)
x , x̄, ā).

Одной из наиболее фундаментальных теорем о полиадических группах яв-
ляется следующая, ныне известная как теорема Хосцу — Глоскина. Мы будем
часто использовать ее в данной статье, читатель за деталями может обратиться
к [11–14].

Теорема 1.1. Пусть (G, f) — n-арная группа. Тогда существуют обычная
группа (G, ·), автоморфизм θ группы (G, ·) и элемент b ∈ G такие, что

1) θ(b) = b,
2) θn−1(x) = bxb−1 для любого x ∈ G,
3) f(xn1 ) = x1θ(x2)θ2(x3) . . . θn−1(xn)b для всех x1, . . . , xn ∈ G.
В соответствии с этой теоремой будем использовать обозначение derθ,b(G, ·)

для (G, f) и говорить, что (G, f) является (θ, b)-произведенной из (G, ·). В дан-
ной статье будем предполагать, что (G, f) = derθ,b(G, ·).

Многообразия полиадических групп и структура конгруэнций на полиади-
ческих группах изучаются в [6, 7, 15]. Доказано, что все конгруэнции на по-
лиадических группах коммутируют, а потому решетка конгруэнций модулярна.
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Мы дадим очень простое доказательство этого факта. Среди других вопро-
сов, относящихся к полиадическим группам, отметим теорию представлений,
изучавшуюся в [16]. В [17] даны обобщения результатов теории характеров ко-
нечных групп на случай полиадических групп.

В [18] установлены существенные результаты о структуре гомоморфизмов
полиадических групп, основной из которых будет эффективно использован в
настоящей статье.

Теорема 1.2. Пусть (G, f) = derθ,b(G, ·) и (H,h) = derη,c(H, ∗) — две по-
лиадические группы, а ψ : (G, f) → (H,h) — гомоморфизм. Тогда существуют
a ∈ H и обычный гомоморфизм φ : (G, ·) → (H, ∗) такие, что ψ = Raφ, где Ra
обозначает отображение x 7→ x∗a. Кроме того, a и φ удовлетворяют следующим
условиям:

h(
(n)
a ) = φ(b) ∗ a и φθ = Iaηφ,

где Ia обозначает внутренний автоморфизм x 7→ a ∗ x ∗ a−1.
Обратно, если a и φ удовлетворяют этим двум условиям, то ψ = Raφ явля-

ется гомоморфизмом (G, f) → (H,h).
Очевидно, что, используя теорему 1.2, можно определить, когда две полиа-

дические группы (G, f) = derθ,b(G, ·) и (H,h) = derη,c(H, ∗) изоморфны, а также
получить полное описание полиадических представлений (детали см. в [18]). На
основе этой теоремы в разд. 4 дана структура полиадических подгрупп.

Прежде чем перейти к объяснению мотивации настоящей работы, мы на-
помним определение нормальных полиадических подгрупп из [16] (см. также
[5, 8]). n-Арная подгруппа H полиадической группы (G, f) называется нормаль-
ной, если

f(x̄,
(n−3)
x , h, x) ∈ H

для всех h ∈ H и x ∈ G. Если любая нормальная подгруппа в (G, f) единич-
на или равна G, то будем говорить, что (G, f) проста в теоретико-групповом
смысле или, кратко, (G, f) — GTS. Если H = G является единственной нор-
мальной подгруппой в (G, f), то говорим, что (G, f) является сильно простой
в теоретико-групповом смысле или, кратко, GTS∗. Чтобы понять мотивацию
определения полиадических нормальных подгрупп, предположим, что H явля-
ется нормальной подгруппой n-арной группы (G, f), и определим отношение
∼H на G правилом

x ∼H y ⇐⇒ ∃h1, . . . , hn−1 ∈ H : y = f
(
x, hn−1

1
)
.

Легко видеть, что это отношение является конгруэнтностью на G. Класс эк-
вивалентности G, содержащий x, обозначается через xH и называется левым
смежным классом подгруппы H с представителем x. На множестве G/H =
{xH : x ∈ G} определяем операцию

fH(x1H,x2H, . . . , xnH) = f
(
xn1

)
H.

Тогда (G/H, fH) — n-арная группа, произведенная из группы retH(G/H, fH)
(см. [16]). Одной из основных целей настоящей статьи является классификация
всех GTS полиадических групп. Будут даны необходимые и достаточные усло-
вия для того, чтобы полиадическая группа (G, f) = derθ,b(G, ·) являлась GTS в
терминах обычной группы (G, ·) и автоморфизма θ. Возможно определить дру-
гой вид простоты для полиадических групп — универсальную алгебраическую
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простоту. Отношение эквивалентности R на G называется конгруэнтностью,
если

1) ∀i : xiRyi ⇒ f
(
xn1

)
Rf

(
yn1

)
,

2. xRy ⇒ x̄Rȳ.
К примеру, еслиH является нормальной полиадической группой в (G, f), то

R =∼H является конгруэнтностью (см. [16]). Говорим, что (G, f) универсально-
алгебраически простая или, кратко, UAS, если ее единственной конгруэнтно-
стью является равенство и G×G. Также дадим классификацию UAS полиади-
ческих групп и докажем, что UAS ⊆ GTS.

Наша мотивация к изучению простых полиадических групп идет из n-
лиевых алгебр (так называемых алгебр Филиппова). Векторное пространство
L над полем F является n-лиевой алгеброй, если оно наделено кососимметри-
ческим n-линейным отображением [−, . . . ,−] : Ln → L таким, что выполняется
следующее тождество Якоби:

n∑
i=1

[x1, . . . , xi−1, [xi, y1, . . . , yn−1], xi+1, . . . , xn] = 0.

Случай n = 2 дает обычную алгебру Ли. Такие понятия, как подалгебра и
идеал, определяются обычным образом [19]. Доказано, что при n > 2 суще-
ствует только одна простая n-лиева алгебра и ее размерность равна n + 1 (см.
подробнее в [20]). Этот факт показывает большую разницу между алгебрами
Ли и n-лиевыми алгебрами, поскольку существует много простых алгебр Ли.
По аналогии со случаем n-лиевых алгебр можно предположить, что существует
мало простых полиадических групп при n > 2. Как увидим позже, это не так,
и существует много простых n-арных групп (как UAS, так и GTS), даже более,
чем обычных простых групп. Этот факт побуждает нас предположить, что
должно существовать более общее определение n-арных алгебр Ли, которое до
сих пор не предложено. По нашему мнению, определение Филиппова n-лиевых
алгебр является только малой частью некоторой неизвестной алгебраической
структуры. Логический подход в направлении обнаружения этих более общих
понятий настоящих n-лиевых алгебр может быть обнаружен при изучении по-
лиадических групп Ли.

2. Элементарные понятия

Будем предполагать, что рассматриваемая полиадическая группа имеет вид
(G, f) = derθ,b(G, ·). Единичный элемент (G, ·) будем обозначать через e. В
первую очередь выразим асимметричный элемент x̄ через x и θ.

Лемма 2.1. Справедливо равенство

x̄ = b−1θn−2(x−1) . . . θ2(x−1)θ(x−1).

Доказательство. Предположим, что y = b−1θn−2(x−1) . . . θ2(x−1)θ(x−1).
Тогда

f(y,
(n−1)
x ) = yθ(x)θ2(x) . . . θn−1(x)b = b−1θn−1(x)b = b−1bxb−1b = x.

Тождества Дернта показывают, что y = x̄. �

Определение 2.2. Пусть H ≤ (G, f) и

f(x̄,
(n−3)
x , h, x) ∈ H
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для всех x ∈ G и h ∈ H. Тогда H называется нормальной полиадической
подгруппой в G, что обозначается через H E (G, f).

Во введении дана мотивация определения нормальной полиадической под-
группы. Следующая лемма также объясняет, почему используется это опреде-
ление нормальности полиадических подгрупп.

Лемма 2.3. Пусть H ≤ (G, f). Тогда H нормальна тогда и только тогда,
когда θ−1(x−1h)x ∈ H для всех x ∈ G и h ∈ H.

Доказательство. Заметим, что

f(x̄,
(n−3)
x , h, x) = b−1θn−2(x−1) . . . θ(x−1)θ(x) . . . θn−3(x)θn−2(h)bx

= b−1θn−2(x−1)θn−2(h)bx = b−1θn−2(x−1h)bx = b−1θn−1(θ−1(x−1h))bx

= b−1bθ−1(x−1h)b−1bx = θ−1(x−1h)x,

и лемма доказана. �

Пусть (G, f) = (G, ·), т. е. полиадическая группа является обычной груп-
пой. Тогда очевидно, что θ = id и b = 1. Следовательно, условие θ−1(x−1h)x ∈
H эквивалентно x−1hx ∈ H, а это показывает, что нормальность, которую вве-
ли, является обобщением нормальности обычных подгрупп.

Определение 2.4. Отношение эквивалентности R на G называется кон-
груэнтностью, если

1) ∀i : xiRyi ⇒ f
(
xn1

)
Rf

(
yn1

)
,

2) xRy ⇒ x̄Rȳ.

Обозначим множество всех конгруэнтностей на (G, f) через Cong(G, f).
Следующая теорема доказана в [16].

Теорема 2.5. Пусть H E (G, f). Определим R =∼H правилом

x ∼H y ⇔ ∃h1, . . . , hn−1 ∈ H : y = f
(
x, hn−1

1
)
.

Тогда R является конгруэнтностью, и если положим xH = [x]R (класс эквива-
лентности для x), то множество G/H = {xH : x ∈ G} является n-арной группой
с операцией

fH(x1H, . . . , xnH) = f
(
xn1

)
H.

Кроме того,
(G/H, fH) = der(retH(G/H, fH)),

т. е. группа редуцированная.
Определение 2.6. Полиадическая группа (G, f) является простой в тео-

ретико-групповом смысле, или GTS, если

H E (G, f) ⇒ |H| = 1 или H = G.

Будем говорить, что (G, f) универсально-алгебраически простая, или UAS, если

R ∈ Cong(G, f) ⇒ R = � или R = G×G,

где � означает равенство.
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Предложение 2.7. Каждая UAS является также GTS.
Доказательство. Предположим, что (G, f) является UAS и H E (G, f).

Пусть R =∼H . По теореме 2.5 R — конгруэнтность, а потому R = � или G×G.
Однако поскольку H является классом ∼H , имеем H = {e} или H = G, тем
самым доказывая, что (G, f) — GTS. �

Полиадическая группа (G, f) является сильно GTS, еслиH = G является ее
единственной нормальной полиадической подгруппой. Класс таких полиадиче-
ских групп будем обозначать через GTS∗. Следующее предложение показывает,
что GTS∗ является наиболее важной частью GTS.

Предложение 2.8. Если (G, f) имеет единственную нормальную полиа-
дическую подгруппу, то (G, f) редуцированная.

Доказательство. Пусть H = {u} — полиадическая нормальная подгруп-
па в (G, f). Для любого x ∈ G смежный класс xH также одноэлементный,
т. е. xH = {x}. Значит, отображение δ : G → G/H, определенное правилом
δ(x) = {x}, является изоморфизмом, а потому

(G, f) ∼= (G/H, fH) = der(retH(G/H, fH)),

что влечет редуцированность (G, f). �

По предложению 2.8 если (G, f) является GTS, но не сильно GTS, то (G, f) =
der(G, ·), где (G, ·) — обычная простая группа. Это так, поскольку полиадиче-
ские нормальные подгруппы в (G, f) находятся в соответствии с нормальными
подгруппами из (G, ·) по лемме 2.3. Следовательно, остается определить полиа-
дические группы, которые являются GTS∗. Это будет сделано в разд. 4.

3. UAS и решетка конгруэнтностей

В данном разделе определим структуру конгруэнтностей полиадических
групп и дадим необходимые и достаточные условия, при которых полиадическая
группа является UAS. Заметим, что бинарная группа (G, ·) × (G, ·) обладает
автоморфизмом (x, y) 7→ (θ(x), θ(y)), который обозначаем тем же символом θ.
Как и в разд. 2, Cong(G, f) — множество всех конгруэнтностей на (G, f). Оно
является решеткой относительно обычных операций объединения и пересечения
конгруэнтностей. Множество всех отношений эквивалентности на G обозначаем
через Eq(G).

Теорема 3.1. Конгруэнтность R принадлежит Cong(G, f) тогда и только
тогда, когда R ∈ Eq(G) и R является θ-инвариантной подгруппой в (G, ·)×(G, ·).

Доказательство. Пусть R ∈ Con(G, f). Докажем, что R — θ-инвариант-
ная подгруппа в (G, ·)× (G, ·). Предположим, что xRy и

x1 = x, y1 = y, x2 = y2 = e, . . . , xn = yn = e.

Поскольку f
(
xn1

)
Rf

(
yn1

)
, то xbRyb. Аналогичные рассуждения при

x1 = b−2, y1 = b−2, x2 = y2 = · · · = xn−1 = yn−1 = e, xn = x, yn = y

показывают, что b−1xRb−1y. Далее, пусть xRy и

x1 = y1 = e, x2 = x, y2 = y, x3 = y3 = e, . . . , xn−1 = yn−1 = e,

xn = yn = b−1.
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Тогда f
(
xn1

)
Rf

(
yn1

)
влечет θ(x)Rθ(y). Это показывает, что θ(R) ⊆ R. Заметим,

что обращение также верно, т. е. если θ(x)Rθ(y), то xRy, поскольку θ(x)Rθ(y)
влечет θn−1(x)Rθn−1(y). Значит, bxb−1Rbyb−1, а потому xRy, как установлено
выше. Суммируя доказанное ранее, получаем

xRy ⇔ θ(x)Rθ(y).

Предположим, что xRy и uRv. Пусть u′ = θ−1(u) и v′ = θ−1(v). Тогда u′Rv′ и
аналогичное рассуждение снова показывает, что xθ(u′)Ryθ(v′), откуда xuRyv.
Следовательно, R замкнуто относительно бинарной операции (G, ·) × (G, ·). В
заключение заметим, что xRy влечет x−1Ry−1. По определению конгруэнтно-
сти из xRy следует x̄Rȳ. Однако по лемме 2.1

x̄ = b−1θn−2(x−1) . . . θ2(x−1)θ(x−1),

ȳ = b−1θn−2(y−1) . . . θ2(y−1)θ(y−1).

Значит,

b−1θn−2(x−1) . . . θ2(x−1)θ(x−1)Rb−1θn−2(y−1) . . . θ2(y−1)θ(y−1),

а потому

θ(θn−3(x−1) . . . θ(x−1)x−1)Rθ(θn−3(y−1) . . . θ(y−1)y−1).

Итак,
θn−3(x−1) . . . θ(x−1)x−1Rθn−3(y−1) . . . θ(y−1)y−1.

Продолжая далее, окончательно получаем x−1Ry−1. Таким образом, R являет-
ся θ-инвариантной подгруппой в (G, ·)×(G, ·). Заметим, что обратное, очевидно,
также верно, и тем самым утверждение доказано. �

Предложение 3.2. Пусть HR = {x ∈ G : xRe} = [e]R. Тогда HR является
θ-инвариантной нормальной подгруппой в (G, ·).

Доказательство. Пусть x, y ∈ HR. Тогда xRe и yRe, а потому xy−1Re.
Также если x ∈ HR и a ∈ G, то axa−1Re и, следовательно, HR — нормальная
подгруппа в (G, ·). Более того, если xRe, то θ(x)Re, а это означает, что HR

θ-инвариантна. �

Дадим необходимые и достаточные условия, при которых полиадическая
группа является UAS.

Теорема 3.3. (G, f) является UAS тогда и только тогда, когда единствен-
ные нормальные θ-инвариантные подгруппы в (G, ·) — это тривиальные под-
группы.

Доказательство. Пусть (G, ·) — θ-простая группа (т. е. без нетривиаль-
ных нормальных θ-инвариантных подгрупп) и R ∈ Cong(G, f). Поскольку по
предложению 3.2 HR является θ-инвариантной нормальной подгруппой в (G, ·),
то HR равно {e} или G. Это показывает, что R равно � или G × G. Значит,
(G, f) является UAS. Обратно, предположим, что (G, f) является UAS, и пусть
H — θ-инвариантная нормальная подгруппа в (G, ·). Положим

R = {(x, y) : x−1y ∈ H}.

Применяя теорему 3.1, видим, что R ∈ Cong(G, f), а потому R равно � или
G×G, откуда H равно {e} или G. �
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В разд. 2 показано, что H E (G, f) влечет редуцированность (G/H, fH), но
это неверно для G/R, когда R является произвольной конгруэнтностью. Что-
бы определить эту структуру, заметим, что так как HR θ-инвариантна, можно
определить новый автоморфизм

θR :
G

HR
→ G

HR

правилом θR([x]) = [θ(x)], где [−] означает [−]R. Пусть bR = [b]. Тогда

fR([x1], . . . , [xn]) =
[
f
(
xn1

)]
= [x1θ(x2) . . . θn−1(xn)b]=[x1]θR([x2]) . . . θn−1

R ([xn])bR.

Это показывает, что
G

R
= derθR,bR

(
G

HR
, ·

)
.

Лемма 3.4. Пусть R ≤ (G, ·) × (G, ·). Справедливо R ∈ Eq(G) тогда и
только тогда, когда � ⊆ R.

Доказательство. В одну сторону утверждение тривиально. Поэтому
предположим, что � ⊆ R. Пусть (x, y) ∈ R. Покажем включение (y, x) ∈ R.
Заметим, что

(y, x) = (x, x)(x−1, y−1)(y, y) ∈ R,
т. е. R симметрично. Пусть (x, y), (y, z) ∈ R. Тогда

(x, z) = (x, y)(y−1, y−1)(y, z) ∈ R,
что заканчивает доказательство. �

Следствие 3.5. Справедливо Cong(G, f) = {R ≤θ (G, ·)× (G, ·) : � ⊆ R}.
Предложение 3.6. Пусть R,Q ∈ Cong(G, f). Тогда верны следующие

утверждения.
(1) RQ = QR как для подгрупп в (G, ·)× (G, ·);
(2) R ◦Q = RQ;
(3) R ◦Q = Q ◦R, т. е. Cong(G, f) — модулярная решетка;
(4) HRQ = HRHQ и HR∩Q = HR ∩HQ.
Доказательство. Известно, что HQ E G, откуда 1×HQ E (G, ·)× (G, ·).

Пусть (x, y) ∈ R и (u, v) ∈ Q. Так как R является конгруэнтностью, (xu, yu) ∈ R,
а также

(x, y)(u, v) = (x, y)(u, u)(u−1, u−1)(u, v) = (xu, yu)(e, u−1v).

Далее, (e, u−1v) ∈ Q, откуда u−1v ∈ HQ и, следовательно, (e, u−1v) ∈ 1 × HQ.
Однако R(1×HQ) = (1×HQ)R, т. е.

(x, y)(u, v) = (e, w)(x′, y′)

для некоторых (e, w) ∈ Q и (x′, y′) ∈ R. Это показывает, что RQ = QR. Для
доказательства (2) заметим, что

R ◦Q = {(x, y) ∈ G×G : ∃u, (x, u) ∈ Q и (u, y) ∈ R}.
Поэтому если (x, y) ∈ R ◦ Q, то (x, y) = (x, u)(u−1, u−1)(u, y) ∈ RQ. Следова-
тельно, R ◦ Q ⊆ RQ. Обратное также верно. Теперь доказательства пп. (3) и
(4) ясны. �

Конгруэнтность R ∈ Cong(G, f) называется нормальной, если существует
нормальная полиадическая группа H E (G, f) такая, что R =∼H . В дальней-
шем определим нормальные элементы в Cong(G, f).
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Предложение 3.7. Пусть R — нормальная конгруэнтность и H — нор-
мальная полиадическая группа, соответствующая R. Тогда существует a ∈ G
такой, что H = aHR.

Доказательство. Пусть x, y ∈ H и h1, . . . , hn−2 ∈ H — произвольные эле-
менты. Известно, что существует hn−1 ∈ H такой, что y = f

(
x, hn−1

1
)
. Стало

быть, x ∼H y, и существует a ∈ G такой, что x, y ∈ [a]R. Значит, H ⊆ aHR.
Предположим, что u ∈ aHR. Тогда существует x ∈ H такой, что u ∼H x, а пото-
му существуют h1, . . . , hn−1 ∈ H такие, что u = f

(
x, hn−1

1
)
∈ H. Следовательно,

aHR ⊆ H. �

Теорема 3.8. Пусть R — конгруэнтность. Тогда R нормальна тогда и
только тогда, когда существует a ∈ G такой, что

(1) aRā,

(2) f(x̄,
(n−3)
x , a, x)Ra для всех x ∈ G.

Доказательство. Пусть R удовлетворяет условиям (1) и (2). Сначала
покажем, что H = aHR является нормальной полиадической подгруппой. Возь-
мем xi ∈ H при 1 ≤ i ≤ n. Тогда для всех i имеем xiRa, и поскольку aRā, то

f
(
xn1

)
Rf(ā,

(n−1)
a ). Это показывает, что f

(
xn1

)
Ra, а потому f

(
xn1

)
∈ H. Кроме

того, если x ∈ H, то xRa и x̄Rā. Далее, так как aRā, то x̄Ra, что доказыва-
ет включение x̄ ∈ H. Следовательно, H является полиадической подгруппой.

Пусть x ∈ G и h ∈ H. Тогда hRa и потому f(x̄,
(n−3)
x , h, x)Rf(x̄,

(n−3)
x , a, x). Но

по условию (2) f(x̄,
(n−3)
x , a, x)Ra, откуда f(x̄,

(n−3)
x , h, x) ∈ H, тем самым нор-

мальность H доказана.
Покажем, что R =∼H . Пусть x ∼H y. Тогда существуют h1, . . . , hn−1 ∈

H такие, что y = f(x, hn−1
1 ). Стало быть, любой hi имеет вид ah′i, где h′i ∈

HR. По предложению 3.2 HR является θ-инвариантной нормальной подгруппой

в (G, ·). Значит, y = f(x, ah′1, . . . , ah′n−1) = f(x,
(n−1)
a )h′ для некоторого h′ ∈

HR. Заметим, что f(x,
(n−1)
a ) = x(ā)−1a по лемме 2.1. Однако (ā)−1a ∈ HR по

условию (1). Следовательно,

y = f(x,
(n−1)
a )h′ ∈ xHR,

откуда вытекает xRy. Значит, x ∼H y влечет xRy. Обратное также верно, что
показывает R =∼H . Тем самым R — нормальная конгруэнция.

Далее предположим, что R нормальна. Тогда R =∼H для некоторой нор-
мальной полиадической подгруппы H. По предложению 3.7 существует a ∈ G
такой, что H = aHR. Покажем, что a удовлетворяет условиям (1) и (2). Пусть

x1, . . . , xn ∈ H. Тогда для всех i имеем xiRa, откуда f
(
xn1

)
Rf(

(n)
a ). Так как

H — полиадическая подгруппа, f
(
xn1

)
Ra, а потому aRf(

(n)
a ). Используя лем-

му 2.1, легко видеть, что f(
(n)
a ) = a(ā)−1a. Следовательно, f(

(n)
a )a−1 ∈ HR

влечет a(ā)−1aa−1 ∈ HR. Это показывает, что a(ā)−1 ∈ HR. Значит, aRā, и
условие (1) доказано. Доказательство условия (2) аналогично. �

Из теоремы можно сделать вывод, что если R,Q ∈ Cong(G, f), где R нор-
мальна и R ⊆ Q, то Q также нормальна. Можно переформулировать теорему
в следующем виде.
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Следствие 3.9. Конгруэнтность R нормальна тогда и только тогда, когда
существует a ∈ G такой, что

(1) aRā,
(2) θ−1(x−1a)xRa для всех x ∈ G.

4. GTS и нормальные полиадические подгруппы

Этот раздел посвящен GTS полиадическим группам. Мы снова предпола-
гаем, что (G, f) = derθ,b(G, ·) является n-арной группой. Для u ∈ G определим
новую бинарную операцию на G правилом x ∗ y = xu−1y. Тогда (G, ∗) является
изоморфной копией (G, ·), а изоморфизм устанавливает отображение x 7→ xu.
Обозначим эту новую группу через Gu. Ее единица — это u, а обратный к x
— это ux−1u, который мы обозначим через x−u. Определим автоморфизм на
Gu при помощи ψu(x) = uθ(x)θ(u−1). Можно легко проверить, что это действи-
тельно автоморфизм на Gu.

Теорема 4.1. Имеем H E (G, f) тогда и только тогда, когда существует
u ∈ H такой, что

(1) H является ψu-инвариантной нормальной подгруппой в Gu,
(2) θ−1(x−1u)x ∈ H для всех x ∈ G.
Доказательство. Сначала определим структуру полиадических подгрупп,

используя теорему 1.2. Пусть H ≤ (G, f). Обозначим ограничение f на H через
f . Тогда существуют бинарная операция на H, скажем ∗, автоморфизм ψ и
элемент c ∈ H такие, что

(H, f) = derψ,c(H, ∗).

Отображение включения j : H → G является полиадическим гомоморфизмом,
а потому по теореме 1.2 существуют u ∈ G и обычный гомоморфизм φ : (H, f) →
(G, f) со свойствами

(i) j = Ruφ,

(ii) f(
(n)
u ) = φ(c)u,

(iii) φψ = Iuθφ.
Из п. (i) следует, что φ(x) = xu−1 для любого x ∈ H, а потому по п. (ii)

f(
(n)
u ) = c. Более того, так как φ является обычным гомоморфизмом, используя

φ(x ∗ y) = φ(x)φ(y) и φ(x) = xu−1, получаем x ∗ y = xu−1y. В итоге по п. (iii)
ψ(x) = uθ(x)θ(u−1), а потому (H, ∗) ≤ Gu. Далее, H инвариантна при ψu, а
значит, ψ = ψu|H . Таким образом, H является полиадической подгруппой в
(G, f) тогда и только тогда, когда существует элемент u такой, что H является
ψu-инвариантной подгруппой в Gu. Предположим, что такая H нормальна в
(G, f). Покажем, что H E Gu эквивалентно

x−u ∗ h ∗ x ∈ H

для всех x ∈ Gu и h ∈ H. Заметим, что последнее утверждение эквивалент-
но ux−1hu−1x ∈ H. Так как H — нормальная полиадическая подгруппа, по
лемме 2.3

θ−1(x−1h)x, θ−1(x−1u)x ∈ H.

Но H ψu-инвариантная, поэтому

ψu(θ−1(x−1h)x), ψu(θ−1(x−1u)x) ∈ H.
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Значит, следующий элемент также лежит в H:

ψu(θ−1(x−1h)x) ∗ ψu(θ−1(x−1u)x)−u

= ux−1hθ(x)θ(u−1)u−1u(ux−1uθ(x)θ(u−1))−1u = ux−1hu−1x.

Это показывает, что H E Gu. Заметим, что следующее включение также вы-
полняется автоматически:

∀x ∈ G : θ−1(x−1u)x ∈ H.

Обратно, пусть существует u ∈ G такой, что H является ψu-инвариантной нор-
мальной подгруппой в Gu и

∀x ∈ G : θ−1(x−1u)x ∈ H.

Покажем, что H является нормальной полиадической подгруппой. Равенство

ψu(θ−1(x−1h)x) ∗ ψu(θ−1(x−1u)x)−u = x−u ∗ h ∗ x

показывает, что ψu(θ−1(x−1h)x) ∈ H, и поскольку H инвариантна при ψu, то
θ−1(x−1h)x ∈ H. Следовательно, H — нормальная полиадическая подгруппа
по лемме 2.3. �

Лемма 4.2. Пусть u ∈ G — произвольный элемент. Тогда H является θ-
инвариантной нормальной подгруппой в (G, ·) тогда и только тогда, когда Hu
является ψu-инвариантной нормальной подгруппой в Gu.

Доказательство. Пусть H Eθ G. Тогда можно проверить, что Hu —
подгруппа в Gu. Для любых x ∈ G и h ∈ H имеем

x−u ∗ hu ∗ x = (ux−1u)u−1(hu)u−1x = ux−1hx,

что, очевидно, лежит в Hu. Значит, Hu E Gu. Также

ψu(hu) = uθ(hu)θ(u−1) = uθ(u),

что говорит о ψu-инвариантностиHu. Обратно, пустьH — это ψu-инвариантная
нормальная подгруппа в Gu. Покажем, что Hu−1 является θ-инвариантной
нормальной подгруппой в G. Имеем

xhu−1x−1 = (xu) ∗ h ∗ (xu)−uu−1,

что лежит в Hu−1. Следовательно, Hu−1 E G. Аналогично θ(hu−1) = u−1ψu(h)
лежит в u−1H = e ∗H = H ∗ e = Hu−1. Значит, Hu−1 является θ-инвариантной
подгруппой. �

Пусть K — это θ-инвариантная нормальная подгруппа в (G, ·). Тогда θ
индуцирует автоморфизм G/K, который далее обозначим через θK .

Следствие 4.3. Пусть H E (G, f). Тогда существует элемент u такой,
что K = H · u−1 является θ-инвариантной нормальной подгруппой в G, а θK —
внутренний автоморфизм. Также верно и обратное.

Доказательство. Заметим, что H ·u−1 не является полиадическим смеж-
ным классом, но таковым является множество {hu−1 : h ∈ H}. Пусть H E
(G, f). По теореме 4.1 существует u ∈ H такой, что H — ψu-инвариантная
нормальная подгруппа в Gu и θ−1(x−1u)x ∈ H для любого x ∈ G. Пусть
K = H · u−1. По лемме 4.2 K — θ-инвариантная нормальная подгруппа в G.



Простые полиадические группы 909

Далее, θ−1(x−1u)x ∈ H и H является ψu-инвариантной подгруппой, поэтому
x−u ∗ψu(x) ∈ H. Следовательно, ψu(x)∗H = x∗H. Так как H нормальна в Gu,
то H ∗ψu(x) = H ∗x, а это эквивалентно тому, что Kψu(x) = Kx. Подгруппа K
нормальна в G, а потому ψu(x)K = xK. Таким образом, θ(xu−1)K = u−1xK.
Если положим y = xu−1, то θ(y)K = u−1yuK, а это доказывает, что θK —
внутренний автоморфизм.

Обратно, пусть K — θ-инвариантная нормальная подгруппа в G и θK =
IuK . Тогда стандартными рассуждениями можно доказать, что H = Ku−1 E
(G, f). �

Как видели ранее, если (G, f) является не строго GTS, то она редуцирована.
Поэтому определим, когда полиадическая группа принадлежит классу GTS∗.

Теорема 4.4. Полиадическая группа (G, f) является GTS∗ тогда и только
тогда, когда из того, что K — это θ-инвариантная нормальная подгруппа в (G, ·)
и θK внутренний, следует K = G.

Доказательство. Пусть (G, f) является GTS∗ и K — это θ-инвариантная
нормальная подгруппа в G, а θK внутренний. Тогда по предыдущему следствию
существует u такой, что H = Ku−1 E (G, f). Следовательно, Ku−1 = G, а по-
тому K = G. Чтобы доказать обратное, предположим, что H E (G, f). По
теореме 4.3 существует u такой, что K = H · u−1 удовлетворяет нашим пред-
положениям. Значит, K = G, откуда H = G, а это доказывает то, что (G, f)
является GTS∗. �

Заметим, что бинарные группы Gu, которые использованы в данном раз-
деле, в действительности являются ретрактами (G, f) в случае, когда u асим-
метричен к некоторому другому элементу. Пусть u = ā. В группе reta(G, f),

как упомянуто во введении, единицей является ā, и если положить c = f(
(n)
ā ) и

φ(x) = f(ā, x,
(n−2)
a ), то по [14] имеем

(G, f) = derφ,c(reta(G, f), ∗).

Легко видеть, что x ∗ y = x(ā)−1y, и потому Gu = reta(G, f). В общем случае
неверно, что каждый u асимметричен к некоторому a; существуют полиадиче-
ские группы, в которых асимметричные элементы к любым x и y совпадают.
Поэтому, вообще говоря, Gu не совпадает с некоторым ретрактом.

5. Примеры

В этом разделе приведем некоторые замечания и примеры, касающиеся
простых полиадических групп. Пусть

(G, f) = derθ,b(G, ·)

является UAS n-арной группой. Тогда по теореме 3.3 обычная группа (G, ·)
характеристически проста, поэтому если хотим построить универсальную ал-
гебраически простую группу, то стартовой точкой должна быть характеристи-
чески простая группа. Наиболее тривиальный случай — это случай, когда (G, ·)
является обычной простой группой.

Пример 5.1. Пусть (G, ·) — неабелева простая группа и θ — автоморфизм
порядка n − 1. Тогда derθ(G, ·) является UAS n-арной группой. Покажем, что
для любых двух автоморфизмов θ и η одного порядка n − 1 полиадические
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группы derθ(G, ·) и derη(G, ·) изоморфны тогда и только тогда, когда θ и η
сопряжены по модулю группы внутренних автоморфизмов Inn(G) группы (G, ·).
Сначала предположим, что derθ(G, ·) ∼= derη(G, ·). Тогда по теореме 3.5 из [18]
существуют автоморфизм φ и элемент a ∈ G такие, что

(i) η(a)η2(a) . . . ηn−1(a) = 1,
(ii) φθφ−1 = Iaη, где Ia — внутренний автоморфизм Ia(x) = axa−1.
В результате получаем, что θ и η сопряжены по модулю Inn(G). Обратно,

пусть φθφ−1 = Iaη для некоторых φ и a. Заметим, что для любого положитель-
ного целого i и любого x ∈ G имеем

(Iaη)i(x) = (aη(a) . . . ηi−1(a))ηi(x)(aη(a) . . . ηi−1(a))−1,

поэтому если положим i = n− 1, то для всех x из

(φθφ−1)n−1(x) = (Iaη)n−1(x)

получим
x = (aη(a) . . . ηn−2(a))x(aη(a) . . . ηn−2(a))−1.

Так как (G, ·) — неабелева простая группа, имеем aη(a) . . . ηn−2(a) = 1, а потому
снова по теореме 3.5 из [18] эти полиадические группы изоморфны. Мы толь-
ко что доказали, что число неизоморфных полиадических групп вида derθ(G, ·)
совпадает с числом классов сопряженности у Out(G) — группы внешних ав-
томорфизмов группы (G, ·). Вспомним, что для неабелевой конечной простой
группы (G, ·) группа Out(G) всегда очень мала. Поэтому, стартуя с неабеле-
вой простой группы, в добавление к редуцированным полиадическим группам
можно получить некоторые дополнительные примеры простых полиадических
групп, в зависимости от числа классов сопряженности группы Out(G).

Пример 5.2. Пусть p— простое число, аG = Zp×Zp. Пусть q(t) = t2+at+b
— неприводимый многочлен над полем Zp. Выберем матрицу A ∈ GL2(p) с ха-
рактеристическим многочленом q(t). Положим An−1 = I и определим автомор-
физм θ : G → G правилом θ(X) = AX. Очевидно, θ не имеет нетривиальных
инвариантных подгрупп, так как q(t) неприводим. Следовательно, derθ(G, ·)
является UAS n-арной группой. Заметим, что

f
(
Xn

1
)

= X1 +AX2 + · · ·+An−2Xn−1 +Xn.

В качестве примера пусть p = 3 и A =
[

0 2
1 1

]
. Тогда характеристический

многочлен матрицы A есть t2 + 2t + 1, который неприводим. Заметим, что
A6 = I, а потому (G, f) = derθ(G, ·) — 7-арная простая группа, где G = Z3 × Z3
и

f((x1, y1), . . . , (x7, y7)) = (x1 + 2x3 + 2x4 + x6 + x7 + 2y2 + 2y3 + y5 + y6,

x2 + x3 + 2x5 + 2x6 + y1 + y2 + 2y4 + 2y5 + y7).

Очевидно, можно обобщить идею этой конструкции на группу G = Zmp .

Пример 5.3. ПустьH — неабелева простая группа, а G = H×H. Положим
θ(x, y) = (y, x). Заметим, что G имеет только две нетривиальные нормальные
подгруппы, ни одна из которых не θ-инвариантна. Значит, тернарная группа
derθ(G, ·) является UAS. Имеем

f((x1, y1), (x2, y2), (x3, y3)) = (x1y2x3, y1x2y3).
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Как и ранее, можно обобщить идею этой конструкции на группу G = Hn−1 и
автоморфизм

θ(x1, x2, . . . , xn) = (xn, x1, . . . , xn−1).

Пример 5.4. Пусть H — неабелева простая группа с внешним автомор-
физмом θ. Пусть θn−1 = id и G = H × H. Тогда θ продолжается на G при
помощи θ(x, y) = (θ(x), θ(y)). Подгруппы K1 = H × 1 и K2 = 1 ×H являются
единственными θ-инвариантными нормальными подгруппами в G. Очевидно,
θKi : G/Ki → G/Ki не внутренний, так как мы предположили θ внешним. Сле-
довательно, derθ(G, ·) — GTS полиадическая группа по теореме 4.4, но она не
UAS.

Авторы благодарны профессору А. Ю. Ольшанскому за его неоценимые
комментарии и предложения по заключительному разделу статьи.
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