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Аннотация. Рассмотрена задача с нелокальным интегральным в смысле Стил-
тьеса условием для неоднородного эволюционного дифференциального уравнения
в банаховом пространстве с оператором, являющимся генератором C0-непрерывной
полугруппы. В случае непрерывной неоднородности в норме графика этого опера-
тора доказаны необходимость и достаточность для существования обобщенного ре-
шения задачи принадлежности данных в нелокальном условии области определения
генератора, получена оценка устойчивости этого решения и найдены условия суще-
ствования классического решения нелокальной задачи. Перечисленные результаты
распространены на случай линейного уравнения соболевского типа — уравнения
в банаховом пространстве с вырожденным оператором при производной. Общие
утверждения проиллюстрированы на примере нелокальной по времени задачи для
уравнения в частных производных, моделирующего свободную поверхность филь-
трующейся жидкости.
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1. Введение

Рассмотрим уравнение

u̇(t) = Au(t) + f(t), t ≥ 0, (1.1)

где A — линейный оператор, порождающий в банаховом пространстве E сильно
непрерывную полугруппу класса C0, f ∈ C([0,+∞);E) [1].

Классической задачей, рассматриваемой для такого уравнения, является
задача Коши

u(0) = u0, (1.2)

которую можно назвать одноточечной задачей. Методами теории полугрупп
операторов доказаны существование и единственность решения однородной
(f ≡ 0) [1] и неоднородной (см., например, [2]) задач Коши для уравнения (1.1).

В [3, 4] исследовалась двухточечная краевая задача

αu(0)− u(T ) = u0. (1.3)

Работа выполнена при поддержке Лаборатории квантовой топологии Челябинского гос.
университета (грант правительства РФ № 14.Z50.31.0020).
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Естественным обобщением задач (1.2), (1.3) является нелокальная задача вида

T∫
0

u(t) dµ(t) = u0, (1.4)

где µ — функция ограниченной вариации. В частности, если

µ(t) =
{

0, t = 0,
1, 0 < t ≤ T,

то задача (1.4) совпадает с задачей Коши (1.2), а если

µ(t) =


0, t = 0,
α, 0 < t < T,

α− 1, t = T,

то — c двухточечной задачей (1.3). В случае, когда A порождает аналитическую
полугруппу, задачу (1.4) исследовал Э. А. Штейнвиль (см. обзор [5, с. 170, 171]).

Различные модификации условия (1.4), а также более сложные варианты
нелокального по времени условия как для уравнения вида (1.1) и близких к
нему эволюционных уравнений в абстрактных банаховых пространствах, так
и для соответствующих уравнений и систем уравнений в частных производ-
ных рассматривались в работах А. А. Керефова [6, 7], В. В. Шелухина [8, 9],
А. И. Кожанова [10, 11] и многих других авторов (см. [12–15] и ссылки в них).

В работе И. В. Тихонова [16] исчерпывающим образом исследована един-
ственность решения задачи (1.1), (1.4) при самых общих предположениях отно-
сительно оператора A. Получен критерий единственности решения в терминах
взаимного расположения собственных значений оператора A и нулей характе-
ристической функции задачи.

В [17, 18] рассмотрена задача (1.4) для однородного уравнения (1.1) в слу-
чае, когда dµ(t) = η(t) dt, T = +∞, т. е. нелокальное условие имеет вид

+∞∫
0

u(t)η(t) dt = u0, (1.5)

где весовая функция η(t) считается комплекснозначной, измеримой и локаль-
но суммируемой на полупрямой [0,+∞). При различных условиях на функ-
цию η в случае экспоненциального убывания порождаемой оператором A C0-
непрерывной полугруппы получены условия существования, единственности и
устойчивости решения задачи (1.1), (1.5) при f ≡ 0. При этом ключевым усло-
вием является отсутствие среди точек спектра σ(A) оператора A нулей харак-
теристической функции задачи (1.5). В случае периодической функции η по-
казано [18], что для однородного уравнения (1.1) условие (1.5) эквивалентно
условию

T∫
0

u(t)η(t) dt = u0. (1.6)

Одна из целей данной работы — распространение результатов работы
И. В. Тихонова [18] на случай задачи (1.6) для неоднородного уравнения (1.1)
с функцией f ∈ C([0, T ];D(A)), где D(A) — область определения замкнутого
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оператора A, снабженная нормой его графика. С использованием развитых в
[18] подходов и методов теории вырожденных полугрупп операторов [19] в на-
стоящей работе исследована также задача (1.6) для линейного уравнения

Lu̇(t) = Mu(t) + f(t), t ≥ 0. (1.7)

Здесь оператор L принадлежитL (U;V) (т. е. линейный и непрерывный из бана-
хова пространства U в банахово пространство V), kerL 6= {0}, оператор M при-
надлежит C l(U;V) (т. е. линейный замкнутый с областью определения D(M),
плотной в U, действующий в V). При этом рассмотрен случай, когда оператор
M сильно (L, p)-радиален. Это условие, в частности, гарантирует существова-
ние вырожденной сильно непрерывной разрешающей полугруппы однородного
уравнения (1.7). Эволюционные уравнения вида (1.7), не разрешенные отно-
сительно производной, часто встречаются при математическом моделировании
различных процессов и явлений и образуют класс так называемых уравнений
соболевского типа [20, 21].

Отметим, что в [16] критерий единственности решения задачи (1.6) для
уравнения (1.7) доказан при условии лишь замкнутости операторов L и M в
случае, когда точки t = 0 и t = T являются точками вариации меры dµ(t).

Полученные в настоящей работе результаты использованы при исследова-
нии нелокальной по времени краевой задачи для уравнения Дзекцера, описы-
вающего эволюцию свободной поверхности фильтрующейся жидкости [22].

Разрешимость задачи (1.1), (1.4) с ограниченным оператором A ∈ L (E) и
задачи (1.4), (1.7) при f ≡ 0 в случае (L, p)-ограниченного оператора M иссле-
довалась ранее в [23].

2. Нелокальная задача для неоднородного
невырожденного уравнения

Для замкнутого оператора A его область определения D(A) наделим нор-
мой графика ‖·‖D(A) = ‖·‖E+‖A ·‖E и будем рассматривать D(A) как линейное
нормированное пространство, которое в силу замкнутости оператора A банахо-
во.

Рассмотрим неоднородное уравнение

u̇(t) = Au(t) + g(t), t ∈ [0, T ], (2.1)

где A — линейный замкнутый оператор с плотной областью определения D(A)
в банаховом пространстве E, порождающий сильно непрерывную полугруппу
{U(t) ∈ L (E) : t ≥ 0} класса C0.

Заметим, что в отличие от однородного случая (см. [18]) решение неод-
нородного уравнения (2.1) даже при условии порождения оператором A экспо-
ненциально убывающей полугруппы может не быть убывающей по t функцией
и тогда нелокальное условие (1.5), вообще говоря, теряет смысл. Например, в
случае E = R, Av = −v при v ∈ R, g ≡ 1 получаем экспоненциально убываю-
щую группу операторов U(t)v = e−tv, t ∈ R. При этом неоднородное уравнение
u̇(t) = −u(t) + 1 имеет решение u(t) = 1− e−tv.

В [18] показано, что в случае T -периодической функции η при некоторых
дополнительных условиях нелокальная задача (1.5) эквивалентна нелокальной
задаче

T∫
0

u(t)η(t) dt = u0, (2.2)
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где T — период функции η. В данном разделе рассмотрим задачу (2.2) для
неоднородного уравнения (2.1) при заданной функции η : [0, T ] → C.

Обобщенным решением уравнения (2.1) в случае g ∈ C ([0, T ];E) будем на-
зывать функцию

u(t) = U(t)v +
t∫

0

U(t− s)g(s) ds, t ∈ [0, T ], v ∈ E.

В случае C0-непрерывной полугруппы {U(t) ∈ L (E) : t ≥ 0} такая функция
непрерывна, но может быть недифференцируемой.

Функция u ∈ C1 ([0, T ];E) называется классическим решением уравнения
(2.1), если для нее выполняется равенство (2.1) в прямом смысле. Всякое клас-
сическое решение уравнения (2.1) является обобщенным. Обобщенное решение
является классическим, например, при g ∈ C ([0, T ];D(A)), v ∈ D(A) [2].

Обобщенным или классическим решением задачи (2.1), (2.2) называется
соответственно обобщенное или классическое решение уравнения (2.1), если для
него выполняется условие (2.2).

Определим характеристическую функцию нелокальной задачи

χ(z) =
T∫

0

eztη(t) dt, (2.3)

которая, как известно [18], целая, и оператор

BT v =
T∫

0

U(t)vη(t) dt, v ∈ E.

Используя схему доказательства подобных утверждений из [18], докажем сле-
дующую лемму.

Лемма 2.1. Пусть сильно непрерывная полугруппа {U(t) ∈ L (E) : t ≥
0} класса C0 порождается оператором A, η ∈ C1 [0, T ]. Тогда imBT ⊂ D(A),
ABT ∈ L (E). Если, кроме того, оператор A непрерывно обратим и η(0) 6= 0, то
ограниченный обратный оператор (ABT )−1 существует тогда и только тогда,
когда ни один нуль характеристической функции χ не принадлежит спектру
σ(A) оператора A.

Доказательство. Для v ∈ E в силу замкнутости оператора A

ABT v =
T∫

0

AU(t)vη(t) dt =
T∫

0

U ′(t)vη(t) dt = U(T )vη(T )−vη(0)−
T∫

0

U(t)vη′(t) dt.

(2.4)
Отсюда следует, что imBT ⊂ D(A), ABT ∈ L (E).

По теореме 16.3.5 из [1] если оператор A неограниченный, то в силу равен-
ства (2.4)

σ(−ABT ) = η(0) + σ(−ABT − η(0)I)

=

η(0) +
T∫

0

eλtη′(t) dt− eλT η(T ) : λ ∈ σ(A)

 ∪ {η(0)}
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=

−λ
T∫

0

eλtη(t) dt : λ ∈ σ(A)

 ∪ {η(0)} = {−λχ(λ) : λ ∈ σ(A)} ∪ {η(0)}.

При ограниченном операторе A

σ(−ABT ) = {−λχ(λ) : λ ∈ σ(A)} .

Из непрерывной обратимости оператора A и условия η(0) 6= 0 следует, что
0 ∈ σ(−ABT ) тогда и только тогда, когда нуль характеристической функции
χ принадлежит спектру σ(A) оператора A. Поэтому оператор −ABT , а значит,
и оператор ABT , непрерывно обратимы в том и только в том случае, когда ни
один нуль характеристической функции χ не принадлежит спектру σ(A) опе-
ратора A. �

Лемма 2.2. Пусть оператор A замкнут и непрерывно обратим. Тогда для
любого n ∈ N оператор An замкнут и из сходимости последовательности в норме
графика оператора An следует ее сходимость в норме графика оператора Ak при
k ∈ N, k < n.

Доказательство. Пусть для последовательности {vm} ⊂ D(A2)

lim
m→∞

vm = v ∈ E, lim
m→∞

A2vm = w ∈ E.

Тогда
A−1 lim

m→∞
A2vm = lim

m→∞
Avm = A−1w ∈ E.

Из замкнутости оператора A следует, что v ∈ D(A), Av = A−1w. По опреде-
лению обратного оператора Av ∈ D(A), v ∈ D(A2), A2v = w. Это и означает
замкнутость оператора A2. Повторив такие рассуждения n раз, получим за-
мкнутость оператора An при n ∈ N.

Пусть lim
m→∞

Anvm = w ∈ E. Тогда в силу непрерывности оператора Ak−n =

(A−1)n−k при k < n получим Ak−n lim
m→∞

Anvm = lim
m→∞

Akvm = Ak−nw ∈ E.
Отсюда следует второе утверждение данной леммы. �

Теорема 2.1. Пусть выполняются следующие условия:
(i) непрерывно обратимый оператор A порождает сильно непрерывную по-

лугруппу {U(t) ∈ L (E) : t ≥ 0} класса C0 ;
(ii) η ∈ C1 [0, T ], η(0) 6= 0;
(iii) ни один нуль характеристической функции χ не принадлежит спектру

σ(A) оператора A;
(iv) g ∈ C ([0, T ];D(A)).
Тогда
(i) при всех u0 ∈ D(A) существует единственное обобщенное решение u ∈

C([0, T ];E) задачи (2.1), (2.2), при этом

‖u‖C([0,T ];E) ≤ C(‖Au0‖E + ‖g‖C([0,T ];D(A))),

где константа C не зависит от u0 и g;
(ii) если u0 ∈ E \D(A), то не существует обобщенного решения задачи (2.1),

(2.2);
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(iii) если g ∈ C([0, T ];D(A2)), η ∈ C2[0, T ], то обобщенное решение задачи
(2.1), (2.2) является классическим тогда и только тогда, когда u0 ∈ D(A2).

Доказательство. Заметим, что так как g ∈ C ([0, T ];D(A)), то

A

t∫
0

U(t− s)g(s) ds =
t∫

0

U(t− s)Ag(s) ds ∈ C ([0, T ];E) ,

поэтому
t∫

0

U(t− s)g(s) ds ∈ C ([0, T ];D(A)) ,
T∫

0

A

t∫
0

U(t− s)g(s) dsη(t) dt

сходится. Следовательно, в силу замкнутости оператора A
T∫

0

t∫
0

U(t− s)g(s) dsη(t) dt ∈ D(A).

Подставив обобщенное решение в (2.2), получим
T∫

0

u(t)η(t) dt =
T∫

0

U(t)vη(t) dt+
T∫

0

t∫
0

U(t− s)g(s) dsη(t) dt = u0. (2.5)

При доказательстве леммы 2.1 было показано, что BT v ∈ D(A) при любом
v ∈ E, поэтому равенство (2.5) возможно только в случае u0 ∈ D(A). Это
доказывает утверждение (ii) теоремы.

Так как оператор A непрерывно обратим, (2.5) выполняется для u0 ∈ D(A),
если и только если

ABT v +A

T∫
0

t∫
0

U(t− s)g(s) dsη(t) dt = Au0, (2.6)

т. е.

v = (ABT )−1

Au0 −A

T∫
0

t∫
0

U(t− s)g(s) dsη(t) dt

 . (2.7)

Взяв такое v ∈ E в определении обобщенного решения, получим единствен-
ное обобщенное решение задачи (2.1), (2.2). Из последнего равенства и вида
обобщенного решения следует также оценка на его норму из утверждения (i)
теоремы.

Для любого v ∈ E при T > 0 имеем U(T )vη(T ) ∈ D(A) в силу свойств
операторов полугруппы [1]. Кроме того, при v ∈ D(A) интеграл

A

T∫
0

U(t)vη′(t) dt =
T∫

0

U(t)Avη′(t) dt

сходится, поэтому в силу равенств (2.4), (2.6)

Au0 −A

T∫
0

t∫
0

U(t− s)g(s) dsη(t) dt = ABT v ∈ D(A).
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Для g ∈ C ([0, T ];D(A)) обобщенное решение является классическим в точ-
ности тогда, когда вектор v из (2.7) принадлежит D(A). В этом случае

u0 −
T∫

0

t∫
0

U(t− s)g(s) dsη(t) dt ∈ D(A2).

Если g ∈ C([0, T ];D(A2)), то

A2

t∫
0

U(t− s)g(s) ds =
t∫

0

U(t− s)A2g(s) ds ∈ C([0, T ];E),

тем самым
t∫

0

U(t− s)g(s) ds ∈ C([0, T ];D(A2)).

Таким образом, в силу замкнутости оператора A2 по лемме 2.2

T∫
0

t∫
0

U(t− s)g(s) dsη(t) dt ∈ D(A2)

и поэтому u0 ∈ D(A2).
Пусть u0 ∈ D(A2), тогда при g ∈ C([0, T ];D(A2)) согласно (2.6) имеем

ABT v ∈ D(A), где вектор v определяется формулой (2.7). Если η ∈ C2[0, T ], то
в силу того, что сходится интеграл

T∫
0

AU(t)vη′(t) dt = U(T )vη′(T )− vη′(0)−
T∫

0

U(t)vη′′(t) dt,

из равенства (2.4) следует, что v ∈ D(A) и соответствующее обобщенное решение
является классическим. �

Лемма 2.3. Пусть сильно непрерывная полугруппа {U(t) ∈ L (E) : t ≥ 0}
класса C0 порождается оператором A, η ∈ Cn[0, T ], n ∈ N \ {1}, η(k)(0) = 0,
η(k)(T ) = 0, k = 0, . . . , n− 2. Тогда imBT ⊂ D(An), AnBT ∈ L (E). Если, кроме
того, оператор A непрерывно обратим и η(n−1)(0) 6= 0, то ограниченный обрат-
ный оператор (AnBT )−1 существует тогда и только тогда, когда ни один нуль
характеристической функции χ не принадлежит спектру σ(A) оператора A.

Доказательство. Для v ∈ E по индукции нетрудно доказать, что

AnBT v = An−1

T∫
0

U ′(t)vη(t) dt

= An−1U(T )vη(T )−An−1vη(0)−An−1

T∫
0

U(t)vη′(t) dt = −An−2

T∫
0

U ′(t)vη′(t) dt

= · · · = (−1)n−1U(T )vη(n−1)(T ) + (−1)nvη(n−1)(0) + (−1)n
T∫

0

U(t)vη(n)(t) dt.
(2.8)
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Отсюда следует, что imBT ⊂ D(An), AnBT ∈ L (E).
По теореме 16.3.5 в [1] спектр σ((−A)nBT ) состоит из множества точек вида

η(n−1)(0) +
T∫

0

eλtη(n)(t) dt− eλT η(n−1)(T ) = (−λ)n
T∫

0

eλtη(t) dt = (−λ)nχ(λ),

где λ ∈ σ(A), дополненного в случае неограниченного оператора A точкой
η(n−1)(0). Рассуждая далее, как при доказательстве леммы 2.1, получим требу-
емое. �

Теорема 2.2. Пусть выполняются следующие условия:
(i) непрерывно обратимый оператор A порождает сильно непрерывную по-

лугруппу {U(t) ∈ L (E) : t ≥ 0} класса C0;
(ii) η ∈ Cn [0, T ], n ∈ N \ {1}, η(k)(0) = 0, η(k)(T ) = 0 при k = 0, . . . , n − 2,

η(n−1)(0) 6= 0;
(iii) ни один нуль характеристической функции χ не принадлежит спектру

σ(A) оператора A;
(iv) g ∈ C ([0, T ];D(An)).
Тогда
(i) при всех u0 ∈ D(An) существует единственное обобщенное решение u ∈

C([0, T ];E) задачи (2.1), (2.2), при этом

‖u‖C([0,T ];E) ≤ C(‖Anu0‖E + ‖g‖C([0,T ];D(An))),

где константа C не зависит от u0 и g;
(ii) если u0 ∈ E \ D(An), то не существует обобщенного решения задачи

(2.1), (2.2);
(iii) если g ∈ C([0, T ];D(An+1)), η ∈ Cn+1[0, T ], то обобщенное решение

задачи (2.1), (2.2) является классическим тогда и только тогда, когда u0 ∈
D(An+1).

Доказательство. Для обобщенного решения из условия (2.2) получим
T∫

0

u(t)η(t) dt = BT v +
T∫

0

t∫
0

U(t− s)g(s) dsη(t) dt = u0. (2.9)

В силу леммы 2.3 BT v ∈ D(An), поэтому с учетом условия (iv) теоремы равен-
ство (2.9) возможно только в случае u0 ∈ D(An). Утверждение (ii) теоремы
доказано.

Поскольку оператор A непрерывно обратим, для u0 ∈ D(An) равенство
(2.9) равносильно тому, что

AnBT v +An
T∫

0

t∫
0

U(t− s)g(s) dsη(t) dt = Anu0,

т. е.

v = (AnBT )−1

Anu0 −An
T∫

0

t∫
0

U(t− s)g(s) dsη(t) dt

 .

При таком v ∈ E получается единственное обобщенное решение задачи (2.1),
(2.2). Отсюда же следует оценка на норму обобщенного решения из утвержде-
ния (i) теоремы.
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Согласно равенствам (2.8), (2.9) при v ∈ D(A) выполняется

AnBT v = Anu0 −An
T∫

0

t∫
0

U(t− s)g(s) dsη(t) dt ∈ D(A). (2.10)

Поэтому в случае g ∈ C([0, T ];D(An+1)) получается u0 ∈ D(An+1).
Если u0 ∈ D(An+1), то при g ∈ C([0, T ];D(An+1)) в силу (2.10) AnBT v ∈

D(A). В этом случае принадлежность v ∈ D(A) доказывается с помощью ра-
венства (2.8) и того, что η ∈ Cn+1[0, T ], так же, как в теореме 2.1 при n = 1. �

Замечание 2.1. Из доказательств теорем 2.1 и 2.2 видно, что дополни-
тельная гладкость функции η используется только при доказательстве доста-
точности условия u0 ∈ D(An+1) для существования классического решения, но
не требуется для необходимости этого условия.

3. Условия на операторы в вырожденном
эволюционном уравнении

Рассмотрим линейное однородное уравнение соболевского типа

Lu̇(t) = Mu(t), t ≥ 0. (3.1)

Далее везде предполагается, что kerL 6= {0}, поэтому уравнение (3.1) будем
также называть вырожденным эволюционным уравнением. Сформулируем
условия на операторы в этом уравнении, которые будут использоваться в даль-
нейшем, и некоторые утверждения, доказанные ранее в [19].

Пусть U и V — банаховы пространства, L ∈ L (U;V), kerL 6= {0}, M ∈
C l(U;V). Введем обозначения

N0 = {0}∪N, ρL(M) = {µ ∈ C : (µL−M)−1 ∈ L (V;U)}, σL(M) = C\ρL(M),

RLµ (M) = (µL−M)−1L, LLµ = L(µL−M)−1.

Определение 3.1. Пусть p ∈ N0. Оператор M называется сильно (L, p)-
радиальным, если

(i) ∃a ∈ R (a,+∞) ⊂ ρL(M);
(ii) ∃K > 0 ∀µ ∈ (a,+∞) ∀n ∈ N

max
{∥∥(

RLµ (M)
)n(p+1)∥∥

L (U),
∥∥(
LLµ(M)

)n(p+1)∥∥
L (V)

}
≤ K

(µ− a)n(p+1) ;

(iii) существует плотный в V линеал
◦
V такой, что∥∥M(µL−M)−1(LLµ(M)

)p+1
f
∥∥

V
≤ const(f)

(µ− a)p+2 ∀f ∈
◦
V;

∥∥(
RLµ (M)

)p+1(µL−M)−1∥∥
L (V;U) ≤

K

(µ− a)p+2

при любом µ ∈ (a,+∞).
Замечание 3.1. Эквивалентность условий определения 3.1 аналогичным

более громоздким условиям, использованным в работе [19], доказана в [24].
Определение 3.2. Семейство операторов {U(t) ∈ L (U) : t ≥ 0} называет-

ся разрешающей полугруппой уравнения (3.1), если
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(i) U(s)U(t) = U(s+ t) ∀s, t ≥ 0;
(ii) при любом u0 из некоторого плотного линеала в пространстве U функ-

ция u(t) = U(t)u0 есть классическое решение уравнения (3.1);
(iii) для любого семейства операторов {V (t) ∈ L (U) : t ≥ 0} со свойствами

(i), (ii) выполняется imV (0) ⊂ imU(0).
Положим U0 = ker

(
RLµ (M)

)p+1, V0 = ker
(
LLµ(M)

)p+1; U1 — замыкание
образа оператора im

(
RLµ (M)

)p+1 в пространстве U, V1 — замыкание образа
im

(
LLµ(M)

)p+1 в пространстве V. Обозначим через Lk (Mk) сужение оператора
L (M) на Uk (D(Mk) = D(M) ∩ Uk), k = 0, 1.

Теорема 3.1 [19]. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален. Тогда
(i) U = U0 ⊕ U1, V = V0 ⊕V1;
(ii) Lk ∈ L (Uk;Vk), Mk ∈ C l(Uk;Vk), k = 0, 1;
(iii) существуют операторы M−1

0 ∈ L (V0;U0) и L−1
1 ∈ L (V1;U1);

(iv) оператор H = M−1
0 L0 нильпотентен степени не больше p ;

(v) существует разрешающая уравнение (3.1) сильно непрерывная полу-
группа операторов {U(t) ∈ L (U) : t ≥ 0};

(vi) оператор L−1
1 M1 порождает C0-непрерывную полугруппу операторов

{U1(t) = U(t)|U1 ∈ L (U1) : t ≥ 0}.
Замечание 3.2.. В случае kerL 6= {0} единицей U(0) разрешающей полу-

группы является нетривиальный проектор, для которого kerL ⊂ kerU(0) = U0,
imU(0) = U1.

Как и прежде, область определения D(M) замкнутого оператора M будем
рассматривать как банахово пространство с нормой графика ‖ · ‖D(M) = ‖ · ‖U +
‖M · ‖V.

Теорема 3.2 [19]. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален, u0 ∈ D(M),
функция f : [0, T ] → V такова, что L−1

1 Qf ∈ C1([0, T ];D(M)), (I − Q)f ∈
Cp+1([0, T ];V0),

(I − P )u0 = −
p∑

k=0

HkM−1
0 ((I −Q)f)(k)(0).

Тогда существует единственное решение u ∈ C1([0, T ];U) задачи Коши u(0) = u0
для уравнения Lu̇(t) = Mu(t) + f(t), t ∈ [0, T ]. При этом

u(t) = U(t)u0 +
t∫

0

U(t− s)L−1
1 Qf(s) ds−

p∑
k=0

HkM−1
0 ((I −Q)f)(k)(t).

4. Нелокальная задача для неоднородного
уравнения соболевского типа

При T > 0 рассмотрим нелокальную задачу
T∫

0

u(t)η(t) dt = u0 (4.1)

для неоднородного уравнения соболевского типа

Lu̇(t) = Mu(t) + f(t), t ∈ [0, T ]. (4.2)
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В случае сильно (L, p)-радиального оператора M обобщенным решением
уравнения (4.2) в силу теоремы 3.2 будем называть функцию

u(t) = U(t)v +
t∫

0

U(s)L−1
1 Qf(t− s) ds−

p∑
k=0

HkM−1
0 ((I −Q)f)(k)(t) (4.3)

при v ∈ U, Qf ∈ C([0, T ];V), (I −Q)f ∈ Cp([0, T ];V).
Функция u ∈ C1([0, T ];U) называется классическим решением уравнения

(4.2), если для нее равенство (4.2) выполняется непосредственно. Всякое клас-
сическое решение уравнения (4.2) является обобщенным по теореме 3.2. Обоб-
щенное решение уравнения (4.2) является классическим в случае, когда, напри-
мер, v ∈ D(M), Qf ∈ C([0, T ];D(M)), (I −Q)f ∈ Cp+1([0, T ];V).

Обобщенным или классическим решением задачи (4.1), (4.2) называется
соответственно обобщенное или классическое решение уравнения (4.2), если для
него выполняется условие (4.1).

Лемма 4.1. Пусть оператор M сильно (L, p)-радиален. Тогда

σL(M) = σ
(
L−1

1 M1
)
.

Доказательство. В силу теоремы 3.1 имеем

(µL−M)−1 = (µL0 −M0)−1(I −Q) + (µL1 −M1)−1Q

= (µH − I)−1M−1
0 (I −Q) +

(
µI − L−1

1 M1
)−1

L−1
1 Q

= −
p∑

k=0

µkHkM−1
0 (I −Q) +

(
µI − L−1

1 M1
)−1

L−1
1 Q.

Поэтому непрерывный оператор (µL − M)−1 ∈ L (V;U) существует в том и
только в том случае, когда существует непрерывный оператор

(
µI−L−1

1 M1
)−1 ∈

L (U1). �

В следующем утверждении используется прежняя характеристическая
функция (2.3).

Теорема 4.1. Пусть выполняются следующие условия:
(i) оператор M сильно (L, p)-радиален и непрерывно обратим;
(ii) η ∈ C1 [0, T ], η(0) 6= 0;
(iii) ни один нуль характеристической функции χ не принадлежит L-спект-

ру σL(M) оператора M ;
(iv) L−1

1 Qf ∈ C([0, T ];D(M)), (I −Q)f ∈ Cp([0, T ];V);

(v) (I − P )u0 = −
T∫
0

p∑
k=0

HkM−1
0 ((I −Q)f)(k)(t)η(t) dt.

Тогда
(i) для Pu0 ∈ D(M1) существует единственное обобщенное решение u ∈

C([0, T ];U) задачи (4.1), (4.2), при этом

‖u‖C([0,T ];U) ≤ C
(
‖MPu0‖F +

∥∥L−1
1 Qf

∥∥
C([0,T ];D(M)) + ‖(I −Q)f‖Cp([0,T ];F)

)
,

где константа C не зависит от u0 и f ;
(ii) если Pu0 ∈ U1 \D(M1), то не существует обобщенного решения задачи

(4.1), (4.2);
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(iii) при L−1
1 Qf ∈ C

(
[0, T ];D

(
(L−1

1 M1)2
))

, (I − Q)f ∈ Cp+1 ([0, T ];V), η ∈
C2[0, T ] обобщенное решение задачи (4.1), (4.2) является классическим тогда и
только тогда, когда Pu0 ∈ D

((
L−1

1 M1
)2).

Доказательство. Заметим, во-первых, что в силу утверждений (ii) и (iii)
теоремы 3.1 обратимость оператора M является необходимым и достаточным
условием обратимости оператора L−1

1 M1.
Условие (4.1) для обобщенного решения имеет вид

T∫
0

U(t)vη(t) dt+
T∫

0

t∫
0

U(t− s)L−1
1 Qf(s) dsη(t) dt

−
T∫

0

p∑
k=0

HkM−1
0 ((I −Q)f)(k)(t)η(t) dt = u0. (4.4)

Поскольку U(t)v = U(t)U(0)v = U1(t)Pv, включение

T∫
0

U(t)vη(t) dt ∈ D(L−1
1 M1) = D(M1)

при любом v ∈ U следует из лемм 2.1, 4.1 и теоремы 3.1(vi). Включение

T∫
0

t∫
0

U(t− s)L−1
1 Qf(s) dsη(t) dt =

T∫
0

t∫
0

U1(t− s)L−1
1 Qf(s) dsη(t) dt ∈ D(M1)

при L−1
1 Qf ∈ C([0, T ];D(M)) доказывается так же, как в теореме 2.1. Отсю-

да следует необходимость условия Pu0 ∈ D(M1), а также условия (v) данной
теоремы для существования обобщенного решения.

Далее,

T∫
0

U1(t)Pvη(t) dt = Pu0 −
T∫

0

t∫
0

U(s)L−1
1 Qf(t− s) dsη(t) dt ∈ D(M1),

Pv = F−1
T

L−1
1 M1Pu0 − L−1

1 M1

T∫
0

t∫
0

U(s)L−1
1 Qf(t− s) dsη(t) dt

 , (4.5)

где F−1
T ∈ L (U1) — обратный оператор к оператору

FTw = L−1
1 M1

T∫
0

U1(t)wη(t) dt ∈ L (U1),

существующий по лемме 2.1 в силу теоремы 3.1(vi). Таким образом, проекция
(I − P )v элемента v из формулы (4.3) может быть произвольной, однако она
и не влияет на значение обобщенного решения u(t). Формально можно задать
несколько обобщенных решений задачи (4.1), (4.2) в виде (4.3) с v1 и v2 в ка-
честве v, например. Но в силу приведенных рассуждений должно при этом
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выполняться равенство Pv1 = Pv2, поэтому

u1(t) = U(t)v1 +
t∫

0

U(s)L−1
1 Qf(t− s) ds−

p∑
k=0

HkM−1
0 ((I −Q)f)(k)(t)

= U(t)v2 +
t∫

0

U(s)L−1
1 Qf(t− s) ds−

p∑
k=0

HkM−1
0 ((I −Q)f)(k)(t) = u2(t).

Следовательно, выбрав любое v ∈ U, для которого Pv задается формулой (4.5),
получим единственное обобщенное решение задачи (4.1), (4.2).

Из равенства (4.5) и определения обобщенного решения следует оценка на
его норму.

Используя такие же рассуждения, как при доказательстве теоремы 2.1, по-
лучим при (I −Q)f ∈ Cp+1 ([0, T ];V) необходимое, а при дополнительном усло-
вии η ∈ C2[0, T ] и достаточное условие существования классического решения
в виде

Pu0 −
T∫

0

t∫
0

U(s)L−1
1 Qf(t− s) dsη(t) dt ∈ D((L−1

1 M1)2).

В случае L−1
1 Qf ∈ C

(
[0, T ];D

((
L−1

1 M1
)2)) отсюда следуют необходимость и

достаточность условия Pu0 ∈ D
((
L−1

1 M1
)2) для существования классического

решения. �

Замечание 4.1. Из вида оператора H и условия (v) теоремы 4.1 следует,
что включение Pu0 ∈ D(M1) равносильно тому, что u0 ∈ D(M).

Теорема 4.2. Пусть выполняются следующие условия:
(i) оператор M сильно (L, p)-радиален и непрерывно обратим ;
(ii) η ∈ Cn [0, T ], n ∈ N \ {1}, η(k)(0) = η(k)(T ) = 0 для k = 0, . . . , n − 2,

η(n−1)(0) 6= 0;
(iii) ни один нуль характеристической функции χ не принадлежит L-спект-

ру σL(M) оператора M ;
(iv) L−1

1 Qf ∈ C([0, T ];D
((
L−1

1 M1
)n)), (I −Q)f ∈ Cp([0, T ];V);

(v) (I − P )u0 = −
T∫
0

p∑
k=0

HkM−1
0 ((I −Q)f)(k)(t)η(t) dt.

Тогда
(i) если Pu0 ∈ D

((
L−1

1 M1
)n), то существует единственное обобщенное ре-

шение u ∈ C([0, T ];U) задачи (4.1), (4.2), при этом
‖u‖C([0,T ];U) ≤ C

(∥∥(
L−1

1 M1
)n
Pu0

∥∥
F

+
∥∥L−1

1 Qf
∥∥
C([0,T ];D((L−1

1 M1)n)) + ‖(I −Q)f‖Cp+1([0,T ];F)
)
,

где константа C не зависит от u0 и f ;
(ii) если Pu0 ∈ U1 \D

((
L−1

1 M1
)n), то не существует обобщенного решения

задачи (4.1), (4.2);
(iii) при L−1

1 Qf ∈ C
(
[0, T ];D

((
L−1

1 M1
)n+1)), (I − Q)f ∈ Cp+1 ([0, T ];V),

η ∈ Cn+1[0, T ] обобщенное решение задачи (4.1), (4.2) является классическим
тогда и только тогда, когда Pu0 ∈ D

((
L−1

1 M1
)n+1).

Доказательство. Утверждения теоремы 4.2 доказываются так же, как
и аналогичные утверждения в теореме 4.1, но с использованием леммы 2.3 и
теоремы 2.2 вместо леммы 2.1 и теоремы 2.1. �
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5. Нелокальная по времени
задача для уравнения Дзекцера

В качестве примера рассмотрим нелокальную по времени краевую задачу

T∫
0

z(x, t)η(t) dt = z0(x), x ∈ �, (5.1)

(1− θ)z(x, t) + θ
∂z

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂�× [0, T ], (5.2)

для уравнения Дзекцера [22]

(λ−�)zt(x, t) = �z(x, t)− β�2z(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ �× [0, T ], (5.3)

описывающего эволюцию свободной поверхности фильтрующейся жидкости.
Здесь ограниченная область � ⊂ Rn имеет гладкую границу, θ, λ ∈ R, β > 0.

Пусть

V = L2(�), U = H2
θ (�) =

{
u ∈ H2(�) : (1− θ)u(x) + θ

∂u

∂n
(x) = 0, x ∈ ∂�

}
,

D(M) =
{
u ∈ H4(�) : (1− θ)�ku(x) + θ

∂�ku

∂n
(x) = 0, x ∈ ∂�, k = 0, 1

}
,

L = λ−� ∈ L
(
H2
θ (�);L2(�)

)
, M = �− β�2 ∈ C l

(
H2
θ (�);L2(�)

)
.

Таким образом, задача (5.1)–(5.3) редуцирована к задаче (4.1), (4.2). Сформули-
руем в терминах данной задачи те условия теорем разд. 4, которые неочевидны.

Обозначим через λm, m ∈ N, собственные значения оператора Лапласа,
определенного на H2

θ (�) и действующего в L2(�), занумерованные по невозрас-
танию с учетом их кратности. Кроме того, пусть {ϕm : m ∈ N} — ортонорми-
рованная в смысле скалярного произведения 〈·, ·〉 в L2(�) система соответству-
ющих собственных функций этого оператора. Будем считать, что λm = λ при
некоторых m ∈ N, т. е. уравнение (5.3) не разрешимо относительно zt.

Известно [25, теорема 5.1], что в условиях данного раздела оператор M
сильно (L, 0)-радиален, если λ 6= 0, λ 6= 1/β. При этом L-спектр σL(M) опера-
тора M состоит из всех точек вида

µm =
λm − βλ2

m

λ− λm
,

где λm 6= λ. Условие непрерывной обратимости оператора M означает, что
λm − βλ2

m 6= 0, т. е. λm 6= 0, λm 6= 1/β при всех m ∈ N. Если θ = 1 и
соответственно задано краевое условие Неймана, то это условие заведомо не
выполняется.

Условие (iii) теоремы 4.1 или теоремы 4.2 в данном случае означает, что
для всех m ∈ N, при которых λm 6= λ, имеем

T∫
0

e
λm−βλ2

m
λ−λm tη(t) dt 6= 0.
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Наконец, условие (v) теоремы 4.1 или теоремы 4.2 для данной задачи вы-
глядит следующим образом: при λm = λ

(λ− βλ2)〈u0, ϕm〉 =
T∫

0

〈f(·, t), ϕm〉η(t) dt.

Действительно, при p = 0 это условие принимает вид

M(I − P )u0 = −
T∫

0

(I −Q)f(t)η(t) dt,

так как I − P = I −Q =
∑

λm=λ
〈·, ϕm〉ϕm, Mϕm =

(
λm − βλ2

m

)
ϕm.

Оценку на норму обобщенного решения задачи (5.1)–(5.3) в общем случае
можно записать в виде

‖u‖C([0,T ];H2(�)) ≤ C(‖u0‖H2n+2(�) + ‖f‖C([0,T ];H2n(�)) + ‖f‖C1([0,T ];L2(�))).
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