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БИГОЛОМОРФНЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ КРУГА

НА СИЛЬНО ВЫПУКЛЫЕ ОБЛАСТИ
В. В. Старков, Н. А. Шмелев

Аннотация. Сильно выпуклый анализ находит широкое применение в разных об-
ластях математики (см. [1, 2]). В статье дано полное описание R-выпуклых плоских
областей в терминах биголоморфных отображений круга на такие области, полу-
чен критерий того, что биголоморфная функция отображает круг на R-выпуклую
область.
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ные отображения круга.

В [1, 2] введены и изучались R-сильно выпуклые множества в Rn (далее R-
выпуклые множества), R ∈ (0,+∞). В эквивалентной форме для компактного
множества K это определение принимает вид (см. [1]): если |z1 − z2| ≤ 2R,
то обозначим через ER(z1, z2) компакт, ограниченный всевозможными дугами
окружностей радиуса R длины не более πR с концами в точках z1 и z2; компакт
K называется R-выпуклым, если для любых двух его точек z1, z2 множество
ER(z1, z2) содержится в K.

Множество ER(z1, z2) называется R-выпуклой оболочкой точек z1, z2.
Выпуклый и сильно выпуклый анализ находит многочисленные примене-

ния в вариационном исчислении и математической теории управления, в теоре-
тической механике, теории приближений и экономике.

В этой статье понятие R-выпуклости обобщается на произвольное множе-
ство A ⊂ Rn.

Определение 1. Множество A ⊂ Rn называется R-выпуклым, если для
любых двух точек z1, z2 ∈ A, |z1 − z2| ≤ 2R, R-выпуклая оболочка этих точек
ER(z1, z2) содержится в A.

Заметим, что при фиксированных z1, z2 их R-выпуклая оболочка ER(z1, z2)
вырождается в отрезок при R → +∞, поэтому естественно считать, что при
R = +∞ R-выпуклость трансформируется в классическую выпуклость.

Основной целью работы является описание плоских R-выпуклых областей
посредством критерия для биголоморфных отображений круга � = {z ∈ C :
|z| < 1} на такие области. Далее переформулируем используемые в [3, 4] опреде-
ления локальной R-выпуклости замкнутых множеств на случай произвольных
множеств из Rn

Определение 2. Множество A ⊂ Rn называется локально R-выпуклым,
если существует число η ∈ (0, 2R] такое, что R-выпуклая оболочка любых двух
точек множества A, расстояние между которыми меньше η, целиком лежит в A.
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Предложение 1. ПустьD — область вR2. Если для любого r > R область
D r-выпукла, то D — R-выпуклая область.

Доказательство. Пусть w1, w2 ∈ D, r > R. На прямой, проходящей
через w1, w2, выберем точки w′

1, w
′
2 ∈ D на расстоянии δ < η от отрезка [w1, w2].

Тогда ER(w1, w2) ⊂ ER′(w′
1, w

′
2), где

R′ =
X2 + (δ + |w1 − w2|/2)

2X
, X = R−

√
R2 − |w1 − w2|2

4
.

Так как R′ > R, то ER′(w′
1, w

′
2) ⊂ D, а значит, и ER(w′

1, w
′
2) ⊂ D.

В предложениях 2 и 3 сформулируем необходимые в дальнейшем свойства
локально R-выпуклых множеств.

Предложение 2 [3]. Если K — выпуклое замкнутое множество из R2 и
существует η > 0 такое, что для любых z1 ∈ ∂K, z2 ∈ K, |z1 − z2| < η оболочка
ER(z1, z2) лежит в K при некотором фиксированном R > 0, то K — локально
R-выпуклый компакт.

Предложение 3. Пусть D — область в R2.
1. Если D локально R-выпуклая, то множество D локально R-выпуклое.
2. Если любая окрестность произвольной граничной точки w0 ∈ ∂D со-

держит точки, не лежащие в D, а D локально R-выпуклое, то область D R-
выпуклая.

Доказательство. 1. Пусть D — локально R-выпуклая область, η из опре-
деления локальной R-выпуклости, z1, z2 ∈ D, |z1−z2| < η. Тогда ER(z1, z2) ⊂ D.
Пусть z1, z2 ∈ D, и по крайней мере одна из этих точек лежит на ∂D. Если
ER(z1, z2) не лежит в D, то в intER(z1, z2) найдется точка w /∈ D. Следо-
вательно, найдется окрестность Uw точки w такая, что Uw ⊂ intER(z1, z2), и
Uw ∩D = ∅.

Рассмотрим последовательности точек w1
k, w

2
k ∈ D, w1

k → z1, w2
k → z2. Тогда∣∣w1

k − w2
k

∣∣ < η при достаточно больших k. Следовательно, ER

(
w1
k, w

2
k

)
⊂ D. С

другой стороны, ER

(
w1
k, w

2
k

)
∩ Uw 6= ∅, поскольку Uw ⊂ intER(z1, z2), w

j
k → zj ,

j = 1, 2. Противоречие доказывает справедливость п. 1.
2. Если множество D локально R-выпукло, то оно локально выпукло и

по теореме Титце — Накаяма (см. [5]) выпукло. A всякое выпуклое замкну-
тое локально R-выпуклое множество R-выпукло (см. [3, 4]). Следовательно,
D R-выпуклое. Предположим, что D не является R-выпуклым множеством.
Тогда найдутся w1, w2 ∈ D такие, что ER(w1, w2) не лежит целиком в D, и
существует w0 ∈ ER(w1, w2) ∩ ∂D. Поскольку вместе с w1, w2 окрестности
этих точек Uw1 , Uw2 лежат в D, существуют z1 ∈ Uw1 , z2 ∈ Uw2 такие, что
intER(z1, z2) 3 w0, а следовательно, ER(z1, z2) содержит точки, не принадлежа-
щие D; противоречие с R-выпуклостью D. Предложение доказано.

Теорема 1 (о наследственности). Пусть функция f(z) биголоморфна (т. е.
биективна и голоморфна) и отображает единичный круг � = {z ∈ C : |z| < 1}
на R-выпуклое множество D = f(�) ⊂ C. Тогда образ f(�r) круга �r = {z ∈
C : |z| < r}, r ∈ (0, 1), также будет R-выпуклым множеством в C.

Доказательство. Достаточно доказать теорему для случая, когда f(0) =
0. Поскольку область D — R-выпуклая область, она выпукла и, следовательно,
строго звездообразна относительно любой своей точки. В частности, D строго
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звездообразна относительно нуля, и существует взаимно однозначное и непре-
рывное соответствие между граничными точками ξ ∈ ∂D и arg ξ, т. е. ∂D —
кривая Жордана. Следовательно, по теореме Каратеодори f гомеоморфно про-
должима на замыкание � (см. [6, гл. 1, § 3]).

Пусть z1 — фиксированная точка из �r, z ∈ �, |z2| = r. Пусть w1 = f(z),
w2 = f

(
z1
z2
z
)

— точки из D.
Пусть X — максимальное расстояние от точки на одной из дуг ∂ER(w1, w2)

до отрезка [w1, w2], тогда

X = R−
√
R2 − |w1 − w2|2

4
.

Заметим, что ∣∣∣∣ (w1 − w2)2

8R

∣∣∣∣ < X.

При изменении α ∈ [0, 2π) точка

w3 =
w1 + w2

2
+

(w1 − w2)2

8R
eiα (1)

описывает окружность с центром в середине отрезка [w1, w2] радиуса, не пре-
восходящего X, поэтому такая окружность целиком лежит в ER(w1, w2).

При фиксированном α ∈ [0, 2π) найдем дробно-линейную функцию w(t),
переводящую отрезок [0,1] в дугу окружности (в широком смысле), проходящую
через w1, w2, w3 так, что w(0) = w1, w(1) = w2, w

( 1
2

)
= w3:

w(t) =
w1 − w2F (t)

1− F (t)
, F (t) =

t((w1 − w2)eiα − 4R)
(1− t)((w1 − w2)eiα + 4R)

, t ∈ [0, 1], α ∈ [0, 2π].

Заменим в w(t) значение w1 на f(z) и w2 на f
(
z1
z2
z
)
, тогда получим функцию

ψ(z) = ψ(z, α, t).
Заметим, что ψ(z) аналитична по z в � при фиксированных t и α, так как

w1, w2, w3 — аналитические по z функции в� и |w1−w2| ≤ 2R по определению 1,
поэтому

eiα(w1 − w2) 6=
4R

2t− 1
⇐⇒ F (t) 6= 1.

Из определения функции ψ следует, что при фиксированных α, t и z точка
ψ(z) принадлежит ER′

(
f(z), f

(
z1
z2
z
))

, где R′ = R′(α, t, z) — радиус окружности,
проходящей через w1, w2, w3. Из определения w3 следует, что R′ > R. Поэтому
ER′

(
f(z), f

(
z1
z2
z
))
⊂ D и ψ(�) ⊂ f(�), так как D — R-выпуклое множество, а

значит, является R′-выпуклым множеством для любого R′ > R (см. [1]). Сле-
довательно, имеет смысл суперпозиция ϕ(z) = f−1(ψ(z)), ϕ — аналитическая
функция, |ϕ(z)| ≤ 1, ϕ(0) = 0, так как ψ(0) = 0. Применяя к ϕ(z) лемму
Шварца, получим |ϕ(z2)| ≤ |z2| = r, т. е. f−1(ψ(z2)) ∈ �r и ψ(z2) ∈ f(�r).

Из конструкции функции ψ вытекает, что при z = z2 и при фиксированном
α ∈ [0, 2π)

{ψ(z2, α, t) : t ∈ [0, 1]} (2)

описывает меньшую из двух дуг окружности радиуса R′ > R, соединяющую
f(z1) с f(z2) и проходящую через точку w3(z2), определяемую равенством (1).
При этом ψ(z2, α, t) ⊂ f(�r) для любого t ∈ [0, 1], т. е. такая дуга (2) содержит-
ся в f(�r) при любом фиксированном α ∈ [0, 2π). Множество всех таких дуг (2)
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при всевозможных α ∈ [0, 2π) заполняет ER1(f(z1), f(z2)), где R1 = R1(z1, z2) —
радиус окружности, проходящей через f(z1), f(z2) и касательной к окружности
(1) при z = z2. Следовательно, ER1(f(z1), f(z2)) ⊂ f(�r), поскольку, как пока-
зано ранее, ER′(f(z1), f(z2)) ⊂ f(�r) для любого выше определенного радиуса
R′; в частности, R′ = R1.

Докажем, что если z1 ∈ �r, |z2| = r и |z1 − z2| → 0, то R1(z1, z2) → R. То-
гда для любого фиксированного ρ, сколь угодно близкого к R, ρ > R, найдется
такое δ > 0, что при |z1 − z2| < δ, z1 ∈ �r, |z2| = r справедливо включе-
ние Eρ(f(z1), f(z2)) ⊂ f(�r), а значит, f(�r) является локально ρ-выпуклым
компактом по предложению 2, и по предложению 3 область f(�r) локально
ρ-выпукла для любого ρ > R. Тогда по предложению 1 f(�r) — R-выпуклая
область.

Итак, остается показать, что

lim
|z1−z2|→0

R1(z1, z2) = R. (3)

Пусть X1 — радиус окружности (1) при z = z2; обозначим W1 = f(z1), W2 =
f(z2). Тогда

X1 =
|W1 −W2|2

8R
⇒ R1 −R =

1
2
(X1 −X) +

1
8

(
|W1 −W2|2

X
− |W1 −W2|2

X1

)
.

Из равномерной непрерывности f на компакте �r следует, что W1 −W2 → 0
при выбранных z1, z2 и z1 − z2 → 0. При этом X, X1 → 0. Для доказательства
(3) остается показать, что

lim
s→0

s(X1(s)−X(s))
X(s)X1(s)

= 0,

где s = |W1 −W2|2. Но

X(s) = R

(
1−

√
1− s

4R2

)
=

s

8R
+O(s2), X1(s) =

s

8R
.

Поэтому

lim
s→0

s(X1(s)−X(s))
X(s)X1(s)

= lim
s→0

O(s2)
1

8R

(
s

8R +O(s2)
) = 0.

Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Пусть функция f биголоморфно отображает единичный круг
� ⊂ C на область D = f(�) ⊂ C, f ′(0) = 1. Область D является R-выпуклой
тогда и только тогда, когда для любого z ∈ � выполнено неравенство

Re
{

1 +
zf ′′(z)
f ′(z)

}
≥ |z||f ′(z)|

R
. (4)

Доказательство. Достаточно доказать теорему для случая f(0) = 0.
Пусть D — R-выпуклая область. Тогда по теореме 1 для любого r ∈ (0, 1)

область f(�r) R-выпуклая. Обозначим через �r кривую ∂f(�r) и покажем, что
ее радиус кривизны ρ(w) не больше R для всех w ∈ �r.

Пусть это не так и ρ′ = ρ(w′) > R для некоторой точки w′ ∈ �r. Поскольку
ρ′ — радиус окружности кривизны, т. е. предельной окружности для семейства
окружностей, проходящих через различные точки w1, w′, w2, когда

w1, w2 ∈ �r, |w1 − w′|+ |w2 − w′| = δ → 0,
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то при достаточно малых δ радиус ρ∗ = ρ∗(w1, w′, w2) таких окружностей так-
же больше R. Поэтому при малых δ множество Eρ∗(w1, w2) содержится в
intER(w1, w2), за исключением угловых точек w1, w2. Так как область Dr R-
выпукла, с учетом предложения 3 справедливо включение

w′ ∈ Eρ∗(w1, w2) ⊂ intER(w1, w2) ⊂ Dr.

Но w′ ∈ ∂Dr; противоречие.
Таким образом, ρ(w) ≤ R. Поскольку (см. [7, с. 74]) для кривизны кривой

имеем �r
1

ρ(w)
=

1
|z||f ′(z)|

Re
{

1 +
zf ′′(z)
f ′(z)

}
, |z| = r,

неравенство (4) справедливо на окружностях {z : |z| = r}, следовательно, для
любого z ∈ �.

Докажем обратное утверждение. Пусть для любого z ∈ � выполнено нера-
венство (4). Из него вытекает выполнение критерия выпуклости области f(�)
при голоморфном отображении f :

Re
{

1 +
zf ′′(z)
f ′(z)

}
≥ 0, z ∈ �,

и по теореме наследственности для выпуклых отображений — выпуклость об-
раза f(�r) = Dr для любого фиксированного r ∈ (0, 1). Выполнение условия
(4) влечет для радиуса кривизны ρ(w) кривой �r справедливость неравенства
ρ(w) ≤ R в любой точке w ∈ �r.

Докажем R-выпуклость области Dr. Пусть Dr не R-выпукла. Тогда по
предложению 1 существует R1 > R такое, что Dr не является R1-выпуклой
областью. Следовательно, существуют w1, w2 ∈ Dr такие, что ER1(w1, w2) не
лежит в Dr. Поскольку область Dr выпукла, [w1, w2] ⊂ Dr. Будем непрерывно
стягивать отрезок [w1, w2] в его центр посредством гомотопии:

w1(t) =
1
2
[w1 + w2 + t(w1 − w2)], w2(t) =

1
2
[w1 + w2 + t(w2 − w1)], t ∈ [0, 1].

Обозначим t0 = inf{t ∈ [0, 1] : ER1(w1(t0), w2(t0)) ∩ ∂Dr 6= ∅}. Из определения
t0 следует, что

∅ 6= (�r ∩ ER1(w1(t0), w2(t0))) ⊂ ∂ER1(w1(t0), w2(t0)).

Поэтому если рассмотреть тройку последовательно расположенных на �r точек

ζ1, w0, ζ2, w0 ∈ �r ∩ ER1(w1(t0), w2(t0)), |ζ1 − w0|+ |ζ2 − w0| = δ → 0,

то проходящая через эти точки окружность при достаточно малых δ будет иметь
радиус, не меньший R1. Следовательно, в точке w0 радиус кривизны кривой �r
удовлетворяет неравенству ρ(w0) ≥ R1, что противоречит неравенству ρ(w) <
R1. Противоречие доказывает R-выпуклость области Dr для любого r ∈ (0, 1).

Для доказательства R-выпуклости области D возьмем произвольные точки
w1, w2 ∈ D, обозначим z1 = f−1(w1), z2 = f−1(w2) ∈ �. Тогда z1, z2 ∈ �r при
некотором r ∈ (0, 1), a w1, w2 ∈ Dr. Из R-выпуклости области Dr вытекает, что

ER(w1, w2) ⊂ Dr ⊂ D.

Поэтому D — R-выпуклая область. Теорема 2 доказана.
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Заметим, что при R→ +∞ неравенство (4) из теоремы 2 трансформирует-
ся в уже известный критерий выпуклости при биголоморфном отображении f
круга �.

Возможности использования полученного в теореме 2 критерия R-выпук-
лости области f(�) демонстрирует следующий

Пример. Выясним, при каких a ∈ C \ 0 функция f(z) = a−1 ln(1 + az)
биголоморфно отображает круг � на R-выпуклую область (R фиксированное).

Голоморфность f влечет выполнение неравенства |a| < 1. По теореме 2
остается проверить условие

1
|z||f ′(z)|

Re
{

1 +
zf ′′(z)
f ′(z)

}
≥ 1
R

∀z ∈ � \ {0},

т. е.

|a| |1 + az|
|az|

Re
{

1− az

1 + az

}
≥ 1
R

∀z ∈ � \ {0}. (5)

Обозначив az = reit, t ∈ R, 0 < r < |a|, перепишем (5) в виде

|1 + reit|
r

Re
{

1
1 + reit

}
≥ 1
R|a|

,

т. е.
1 + 2r cos t+ r2 cos2 t

1 + 2r cos t+ r2
≥ r2

R2|a|2
t ∈ R, 0 < r < |a|. (6)

Обозначим x = cos t ∈ [−1, 1]. Тогда левая часть (6) может быть записана
в виде функции

ϕ(x) = 1 +
r2(x2 − 1)

1 + 2rx+ r2
,

причем

ϕ′(x) =
2r2(x+ r)(1 + rx)

(1 + 2rx+ r2)2
,

поэтому min
[−1,1]

ϕ(x) = ϕ(−r) = 1− r2.

Следовательно, для выполнения (6) необходимо и достаточно, чтобы

1− r2

r2
≥ 1
R2|a|2

, 0 < r < |a|.

Это возможно только при условии

1
|a|2

− 1 ≥ 1
R2|a|2

⇐⇒ |a| ≤
√

1− 1
R2 ,

при этом, как видно, задача имеет решение только при R > 1.
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