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ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ТИПА ВОЛЬТЕРРА

Н. И. Погодаев, А. А. Толстоногов

Аннотация. Исследуется вариационная устойчивость задачи оптимального управ-
ления для нелинейного функционально-операторного уравнения типа Вольтерра.
Это означает, что для заданной задачи оптимального управления (Pε), зависящей
от параметра ε, изучается зависимость значения задачи min(Pε) и множества ее оп-
тимальных решений argmin(Pε) от ε. Приведены примеры использования теоремы
о вариационной устойчивости для ряда конкретных задач.
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§ 1. Введение

Пусть заданы топологическое пространство X, метрическое пространство
M и семейство функций Fε : X → R∪{+∞}, ε ∈M . Для каждого ε рассмотрим
задачу минимизации

Fε(x) → min, x ∈ X. (Pε)

Будем считать, что все задачи из данного семейства имеют решения.
Определение 1.1. Будем говорить, что задача (Pε) вариационно устой-

чива в точке ε0, если для любой последовательности εh → ε0
(i) minX Fεh → minX Fε0 ,
(ii) если x — точка сгущения последовательности xh ∈ argminX Fεh , то

x ∈ argminX Fε0 .

Говоря неформально, малое изменение параметра ε0 должно приводить к
малому изменению значения задачи minX Fε0 и «малому» изменению множества
минимизирующих элементов argminX Fε0 . Из определения видно, что доказа-
тельство вариационной устойчивости сводится к проверке свойств (i) и (ii) для
последовательности {Fεh}. Естественным образом возникает вопрос, при каком
определении понятия сходимости функционалов равенство Fε0 = limFεh влечет
выполнение условий (i) и (ii). Этим свойством обладает так называемая � -
сходимость функционалов [1]. Тем самым доказательство вариационной устой-
чивости задачи (Pε) в точке ε0 сводится к проверке равенства Fε0 = � - lim

h→∞
Fεh

при ε0 = lim
h→∞

εh.
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Понятие вариационной устойчивости очевидным образом переносится на
задачи оптимального управления, зависящие от параметра. Действительно, лю-
бая такая задача может быть представлена в виде (Pε). Для этого достаточно
положить

Fε(u, z) = Jε(u, z) + χRε(u, z),

где Jε : U × Z → R — целевой функционал, U — множество управлений,
Z — пространство состояний, Rε — множество допустимых пар (u, z) ∈ U ×Z
(решений управляемой системы, зависящей от параметра ε),

χRε(u, z) =
{

0, (u, z) ∈ Rε,

+∞ в противном случае.

В данной статье рассмотрим задачи оптимального управления, в которых
управляемая система описывается уравнением типа Вольтерра. В общем случае
такое уравнение (не управляемое) имеет вид

z(t) = g(t, A[z](t)), t ∈ �, (1)

где � — измеримое ограниченное подмножество Rn, g : �×Rl → Rm — заданная
функция, A : Lq(�; Rm) → Lp(�; Rl) — линейный ограниченный оператор. При
этом предполагается, что оператор A обладает рядом дополнительных свойств,
которые кратко обсудим в § 2. Отметим, что к виду (1) сводятся задача Коши
для системы обыкновенных дифференциальных уравнений, а также целый ряд
начально-краевых задач для уравнений в частных производных. Подробное
обсуждение уравнений типа Вольтерра можно найти в [2, 3].

Подход, предполагающий доказательство вариационной устойчивости ме-
тодами теории � -сходимости функционалов, разработан в [4] и в дальнейшем
применялся многими авторами при исследовании задач оптимального управле-
ния для различных классов распределенных систем [5–7]; именно он использу-
ется в данной статье. Другой метод, в целом схожий, но основанный на прямом
использовании понятия сходимости множеств по Куратовскому [8], применялся
в [9–11].

Статья организована следующим образом. В § 2 дается постановка задачи
и приводятся основные предположения. В § 3 доказывается существование ре-
шений в задаче оптимального управления. В § 4 приводится сводка результатов
из теории � -сходимости, необходимых для доказательства теоремы о вариаци-
онной устойчивости. Самому доказательству посвящен § 5. В § 6 приведены
некоторые примеры использования полученных теорем.

§ 2. Постановка задачи

Пусть заданы измеримое ограниченное множество � ⊂ Rn и линейный огра-
ниченный оператор A : Lp(�; Rm) → Lp(�; Rl), где p ∈ [2,+∞). Рассмотрим се-
мейство задач оптимального управления, зависящее от параметра h ∈ N∪{∞},

Jh(u, z) =
∫
�

fh(t, A[z](t), u(t)) dt→ min, (2)

z(t) = ah(t, A[z](t)) + bh(t, A[z](t))u(t), t ∈ �, u ∈ Lp(�; Rs), (3)

где fh : � × Rl × Rs → R, ah : � × Rl → Rm, bh : � × Rl → L (Rs; Rm), h ∈
N∪{∞}, — заданные функции. Здесь под L (Rs; Rm) понимается пространство
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всех линейных операторов (матриц) из Rs в Rm. В дальнейшем для краткости
будем использовать следующие обозначения:

Z = Lp(�; Rm), U = Lp(�; Rs), V = Lp(�; Rl), N = N ∪ {∞}.

Решением управляемой системы (3) (при фиксированном h) назовем такую
пару (u, z) ∈ U ×Z , для которой (3) выполняется при п. в. t ∈ �. Множество
всех решений (при фиксированном h) обозначим через Rh, а задачу (2), (3)
назовем задачей (Ph).

Пусть (X, ‖ · ‖X) — банахово пространство. Пространство X, снабженное
слабой топологией, обозначим через Xw. Такое же обозначение сохраним для
подмножеств изXw. Если последовательность {gk} ⊂ X слабо сходится к g ∈ X,
будем писать gk ⇀ g. Символ |·| означает норму в конечномерном пространстве,
µn — мера Лебега в Rn, �(�) — σ-алгебра измеримых по Лебегу подмножеств
из � ⊂ Rn, p∗ — число, сопряженное к p, т. е. 1/p+ 1/p∗ = 1.

Пусть B : Lq(�; R) → Lp(�; R) — линейный ограниченный оператор. Се-
мейство всех измеримых по Лебегу множеств H ⊂ � такое, что для любого
y ∈ Lq(�; R) сужение B[y]|H не зависит от значений y(t) при t ∈ �\H, называют
системой вольтерровских множеств оператора B. Систему множеств {Hi}ki=0
из этого семейства, для которой ∅ = H0 ⊂ H1 ⊂ · · · ⊂ Hk = �, называют
вольтерровской цепочкой оператора B. Говорят, что вольтерровская цепочка
является δ-малой по мере, если µn(Hi \Hi−1) < δ для всех i = 1, . . . , k. Нако-
нец, оператор B назовем вольтерровским, если для каждого δ > 0 он обладает
вольтерровской δ-малой по мере цепочкой множеств. Например, для оператора

B : L1([0, T ]; R) → L2([0, T ]; R), определенного равенством B[y](t) =
t∫
0
y(τ) dτ ,

вольтерровской δ-малой по мере цепочкой множеств будет любая цепочка ∅ ⊂
[0, t1] ⊂ [0, t2] ⊂ · · · ⊂ [0, tk] = [0, T ], для которой 0 < t1 < δ, 0 < ti − ti−1 < δ,
i = 2, . . . , k; тем самым этот оператор является вольтерровским.

Важное свойство вольтерровских операторов заключено в приведенной ни-
же лемме, доказательство которой можно найти в [3].

Лемма 2.1. Пусть B : Lq(�; R) → Lp(�; R) — вольтерровский оператор и
p ≥ q. Тогда для каждого y ∈ Lσ(�; R), где σ = pq

p−q , оператор B(y) : Lq(�; R) →
Lq(�; R), определенный равенством B(y)[z] = yB[z], является квазинильпотент-
ным, т. е. имеет нулевой спектральный радиус.

В свою очередь, квазинильпотентные операторы обладают следующим за-
мечательным свойством, которое является своеобразным аналогом классиче-
ской леммы Гронуолла — Беллмана (см. [12, теорема 9.3]).

Лемма 2.2. Пусть B : Lq(�; R) → Lq(�; R) — положительный квазиниль-
потентный оператор, g ∈ Lq(�; R). Тогда если функция x ∈ Lq(�; R) подчиня-
ется неравенству x ≤ Bx+g, то она также подчиняется оценке x ≤ y, в которой
y — единственное решение уравнения y = By + g, т. е. y = (I − B)−1g, где I —
тождественный оператор.

Всюду в дальнейшем считаем, что имеют место следующие предположения.
A (a): существуют такие α > 0 и Ca > 0, что для всех v, v′ ∈ Rl и h ∈ N
(i) отображение t 7→ ah(t, v) измеримо и

|ah(t, v)− ah(t, v′)| ≤ α|v − v′| для п. в. t ∈ �;

(ii) |ah(t, v)| ≤ Ca(1 + |v|) для п. в. t ∈ �;
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(iii) ah(·, v) ⇀ a∞(·, v) в Lp(�; Rm) при h→∞.
A (b): существуют такие β > 0 и Cb > 0, что для всех v, v′ ∈ Rl и h ∈ N
(i) отображение t 7→ bh(t, v) измеримо и

‖bh(t, v)− bh(t, v′)‖L (Rs;Rm) ≤ β|v − v′| для п. в. t ∈ �;

(ii) ‖bh(t, v)‖L (Rs;Rm) ≤ Cb для п. в. t ∈ �;
(iii) bh(·, v) → b∞(·, v) в L1(�;L (Rs; Rm)) при h→∞.
A (A): линейный ограниченный оператор A удовлетворяет свойствам:
(i) существует положительный вольтерровский оператор

B̃ : Lp/2(�; R) → Lp(�; R)

такой, что его сужение B на Lp(�; R) мажорирует оператор A:

|A[z](t)| ≤ B[|z|](t), t ∈ �, z ∈ Lp(�; Rm);

(ii) A — компактный оператор.
A (f): существуют число ξ > 1 и неубывающая функция ρ ∈ C([0, 1); R),

удовлетворяющая равенству ρ(0) = 0, такие, что для всех v, v′ ∈ Rl, u ∈ Rs и
h ∈ N

(i) отображение t 7→ fh(t, v, u) измеримо;
(ii) |u|p ≤ fh(t, v, u) ≤ ξ(1 + |v|p + |u|p) для п. в. t ∈ �;
(iii) |fh(t, v, u)− fh(t, v′, u)| ≤ ρ(|v− v′|)(1 + |v|p + |v′|p + |u|p) для п. в. t ∈ �

при условии, что |v − v′| < 1;
(iv) для п. в. t ∈ � отображение u 7→ fh(t, v, u) выпукло;
(v) f∗h(·, v, u) ⇀ f∗∞(·, v, u) в L1(�; R) при h → ∞, где f∗h обозначает функ-

цию, сопряженную к fh по последней переменной.
Целью данной статьи является доказательство следующих теорем.

Теорема 2.1. Пусть имеют место предположенияA (a), A (b), A (f), A (A).
Тогда для любого h ∈ N задача (Ph) имеет решение (uh, zh).

Теорема 2.2. Пусть имеют место предположенияA (a), A (b), A (f), A (A).
Тогда min(Ph) → min(P∞) при h → ∞. Кроме того, если (uh, zh) — решение
задачи (Ph) при h ∈ N, то последовательность {(uh, zh)}h∈N относительно се-
квенциально компактна в пространстве Uw × Zw и любая ее точка сгущения
(u∞, z∞) является решением задачи (P∞).

§ 3. Существование оптимального решения

Прежде всего докажем следующую лемму.

Лемма 3.1. Для каждого h ∈ N оператор

Gh(u, z)(t) = ah(t, A[z](t)) + bh(t, A[z](t))u(t), t ∈ �,

секвенциально непрерывен из Uw ×Zw в Zw.
Доказательство. Пусть uk ⇀ u, zk ⇀ z и g ∈ Z ∗. Достаточно проверить

равенства

lim
k→∞

∫
�

〈g(t), ah(t, A[zk](t))− ah(t, A[z](t))〉 dt = 0, (4)



822 Н. И. Погодаев, А. А. Толстоногов

lim
k→∞

∫
�

〈g(t), bh(t, A[zk](t))uk(t)− bh(t, A[z](t))u(t)〉 dt = 0. (5)

Докажем (5). Заметим, что∫
�

〈g(t), bh(t, A[zk](t))uh(t)〉 dt =
∫
�

〈b∗h(t, A[zk](t))g(t), uh(t)〉 dt.

Поскольку uk ⇀ u в U , достаточно показать, что

b∗h(·, A[zk](·))g(·) → b∗h(·, A[z](·))g(·) в U ∗. (6)

Положим vk = A[zk] и v = A[z]. В силу компактности оператора A получим,
что vk → v в V . Поэтому существует подпоследовательность {vkj}, сходящаяся
к v почти всюду. Согласно A (b)(i)

b∗h(t, vkj (t))g(t) → b∗h(t, v(t))g(t) п. в. на � при j →∞.

Учитывая A (b)(i), имеем

|b∗h(t, vkj (t))g(t)| ≤ Cb|g(t)|, j ∈ N.

Поэтому по теореме Лебега об ограниченной сходимости

b∗h(·, vkj (·))g(·) → b∗h(·, v(·))g(·) в U ∗.

Применяя предыдущие рассуждения не к {vk}, а к любой ее подпоследователь-
ности {vkj}, заключаем, что из каждой подпоследовательности {b∗h(·, vkj (·))g(·)}
можно выделить подпоследовательность, сходящуюся к b∗h(·, v(·))g(·) в U ∗. От-
сюда следует, что также сама последовательность {b∗h(·, vk(·))g(·)} сходится к
b∗h(·, v(·))g(·) в U ∗, а значит, справедливы утверждение (6) и, как следствие,
равенство (5).

Справедливость равенства (4) устанавливается аналогично. �

Докажем существование решения в системе (3).

Теорема 3.1. Пусть имеют место предположения A (a), A (b), A (A). То-
гда при фиксированном h ∈ N каждому управлению u ∈ U отвечает единствен-
ное решение zh системы (3).

Доказательство. Зафиксируем h ∈ N и u ∈ U . Предположим, что соот-
ветствующее решение z системы (3) существует. Тогда

z(t) = ah(t, A[z](t)) + bh(t, A[z](t))u(t) п. в. на �.

Поэтому в силу A (a)(ii), A (b)(ii) и A (A)

|z(t)| ≤ Ca(1 + |A[z](t)|) + Cb|u(t)| ≤ (Ca + Cb|u(t)|) + CaB[|z|](t)
= (Ca + Cb|u(t)|) +B(Ca)[|z|](t) п. в. на �.

Поскольку оператор B̃ вольтерровский, вольтерровским будет также его суже-
ние B. Поэтому согласно лемме 2.1 оператор B(Ca) : Lp(�; R) → Lp(�; R) ква-
зинильпотентный. Применяя лемму 2.2, получим, что существует y ∈ Lp(�; R)
такой, что

y = (Ca + Cb|u(t)|) +B(Ca)[y](t) и |z(t)| ≤ y(t) п. в. на �.



Вариационная устойчивость задачи оптимального управления 823

Положим

Gh[z] = Gh(z, u), z ∈ Z , K = {z ∈ Z : |z(t)| ≤ y(t) п. в. на �}. (7)

Множество K выпуклое и слабо компактное в Z . Ввиду неравенств

|Gh[z](t)| ≤ (Ca + Cb|u(t)|) +B(Ca)[|z|](t) ≤ (Ca + Cb|u(t)|) +B(Ca)[y](t) = y(t)

и леммы 3.1 оператор Gh непрерывно отображает Kw в себя. Следовательно,
в силу теоремы Шаудера Gh имеет неподвижную точку ẑ. По построению ẑ
является решением системы (3), соответствующим управлению u.

Пусть ž ∈ Z — другое решение, соответствующее управлению u. Тогда

|ẑ(t)− ž(t)| ≤ α|A[ẑ](t)−A[ž](t)|+ β|u(t)| · |A[ẑ](t)−A[ž](t)|

≤ (α+ β|u(t)|)B[|ẑ − ž|](t) = (α+ β|u(t)|)B̃[|ẑ − ž|](t)

= B̃(α+β|u|)[|ẑ − ž|](t) п. в. на �.

Согласно предположению A (A) и лемме 2.1 оператор B̃(α+β|u|) : Lp/2(�; R) →
Lp/2(�; R) квазинильпотентный. Применяя лемму 2.2, получим, что |ẑ(t) −
ž(t)| ≤ 0 п. в. на �. Тем самым ẑ = ž, и теорема доказана. �

Замечание 3.1. Отметим, что если функция y(·), соответствующая опе-
ратору B, окажется ограниченной, то требование липшицевости для функций
a и b можно будет ослабить до локальной липшицевости.

Доказательство теоремы 2.1. Зафиксируем h ∈ N. Пусть {(uk, zk)}k∈N
⊂ Rh — минимизирующая последовательность в задаче (Ph). В силу A (f)(ii)
последовательность {uk} ограничена в U . При доказательстве теоремы 3.1
показано, что

|zk(t)| ≤ yk(t) п. в. на �, где yk = (I −B(Ca))−1(Ca + Cb|uk|). (8)

Следовательно, из ограниченности последовательности {uk} вытекает ограни-
ченность последовательности {zk} в Z . Таким образом, (uk, zk) ограничена в
U × Z . Поэтому найдется подпоследовательность {(ukj , zkj )}, сходящаяся в
Uw ×Zw к некоторой точке (u, z). Согласно лемме 3.1 (u, z) ∈ Rh.

С другой стороны, из A (f), компактности оператора A и [13, теорема 2.1]
вытекает, что для каждого h ∈ N функционал Jh секвенциально полунепреры-
вен снизу в пространстве Uw ×Zw. Поэтому

Jh(u, z) ≤ lim inf
j→∞

Jh(uhj , zhj ) = inf(Ph).

Теорема доказана. �

§ 4. ¨-сходимость

Пусть X — топологическое пространство, R = R ∪ {+∞}, {Fh} — последо-
вательность функций из X в R. Функции, определенные равенствами

�seq(X−) lim inf
h→∞

Fh(x) = inf
xh→x

lim inf
h→∞

Fh(xh),

�seq(X−) lim sup
h→∞

Fh(x) = inf
xh→x

lim sup
h→∞

Fh(xh),
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назовем соответственно нижним и верхним секвенциальными � -пределами по-
следовательности {Fh}. Если

�seq(X−) lim inf
h→∞

Fh = �seq(X−) lim sup
h→∞

Fh = F,

то будем писать F = �seq(X−) lim
h→∞

Fh и говорить, что F является секвенциаль-

ным � -пределом последовательности {Fh}.
Следующее утверждение обосновывает использование понятия � -сходимо-

сти для изучения вопросов вариационной устойчивости.

Утверждение 4.1. Пусть X — топологическое пространство, {Fh}h∈N —
последовательность функций из X в R, F = �seq(X−) lim

h→∞
Fh. Предположим,

что для каждого h ∈ N функция Fh достигает минимума на множестве X в
некоторой точке xh и, кроме того, получившаяся при этом последовательность
{xh}h∈N относительно секвенциально компактна. Тогда для каждой точки сгу-
щения x последовательности {xh} имеет место равенство

F (x) = min
X

F = lim
h→∞

Fh(xh).

Доказательство. Выберем из {xh} сходящуюся подпоследовательность
{xhk} и обозначим через x ее предел. Положим

yh =
{
xhk , если h = hk,

x иначе.

По построению yh → x. Поэтому ввиду определения секвенциального � -предела

F (x) ≤ lim inf
h→∞

Fh(yh).

Очевидно, что

lim inf
h→∞

Fh(yh) ≤ lim inf
k→∞

Fhk(xhk) ≤ lim sup
k→∞

Fhk(xhk) ≤ lim sup
h→∞

Fh(xh).

Наконец, согласно [4, утверждение 2.1]

lim sup
h→∞

Fh(xh) ≤ inf
X
F.

Объединяя полученные выше неравенства, заключаем, что F (x) ≤ inf
X
F и, кро-

ме того, F (x) = lim
k→∞

Fhk(xhk). Тем самым доказано, что F (x) = minX F .

С другой стороны, в силу относительной компактности множества {xh}h∈N
и предыдущих рассуждений из любой подпоследовательности последовательно-
сти {Fh(xh)}h∈N можно выбрать подпоследовательность, сходящуюся к числу
minX F . Следовательно, lim

h→∞
Fh(xh) = minX F . �

По аналогии с секвенциальными � -пределами функций одной переменной
можно определить повторные секвенциальные � -пределы функций двух пере-
менных. А именно, пусть X, Y — топологические пространства, {Fh} — после-
довательность функций из X × Y в R. Положим

�seq(Xε1 , Y ε2) lim inf
h→∞

Fh(x, y) = Z(ε1)
xh→x

Z(ε2)
yh→y

lim inf
h→∞

Fh(xh, yh),
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�seq(Xε1 , Y ε2) lim sup
h→∞

Fh(x, y) = Z(ε1)
xh→x

Z(ε2)
yh→y

lim sup
h→∞

Fh(xh, yh).

Здесь ε1, ε2 ∈ {−,+}, при этом Z(−) означает inf, а Z(+) — sup. Например,

�seq(X+, Y −) lim inf
h→∞

Fh(x, y) = sup
xh→x

inf
yh→y

lim inf
h→∞

Fh(xh, yh).

Как и прежде, если

�seq(Xε1 , Y ε2) lim inf
h→∞

Fh = �seq(Xε1 , Y ε2) lim sup
h→∞

Fh,

то пишем �seq(Xε1 , Y ε2) lim
h→∞

Fh. Кроме того, если � -предел не зависит от зна-
ка, с которым в него входит топологическое пространство, опускаем этот знак.
Например, в случае

�seq(X−, Y −) lim inf
h→∞

Fh = �seq(X+, Y −) lim inf
h→∞

Fh

пишем �seq(X,Y −) lim inf
h→∞

Fh.

Утверждение 4.2. Пусть X, Y — топологические пространства, {Fh},
{Gh} — последовательности функций из X × Y в R. Тогда

(i) �seq(X−, Y −) lim
h→∞

Fh = �seq((X × Y )−) lim
h→∞

Fh;

(ii) если {Fh} и {Gh} такие, что �seq(X−, Y ) lim
h→∞

Fh и �seq(X,Y −) lim
h→∞

Gh

существуют, то

�seq(X−, Y −) lim
h→∞

(Fh +Gh) = �seq(X−, Y ) lim
h→∞

Fh + �seq(X,Y −) lim
h→∞

Gh.

Доказательство см. в [4].

§ 5. Вариационная устойчивость

Для того чтобы воспользоваться результатами § 4, положим

Fh = Jh + χRh , h ∈ N,

где через χRh обозначена индикаторная функция множества Rh, т. е.

χRh(u, z) =
{

0, если (u, z) ∈ Rh,

+∞ иначе.

Теорема 2.2 будет следствием утверждения 4.1, если доказать, что

�seq((Uw ×Zw)−) lim
h→∞

Fh = F∞. (9)

В силу утверждения 4.2 для этого достаточно проверить равенства

�seq(U −
w ,Zw) lim

h→∞
Jh = J∞, (10)

�seq(Uw,Z
−
w ) lim

h→∞
χRh = χR∞ . (11)

5.1. Целевой функционал. Докажем (10). Положим

Ih(u, v,Q) =
∫
Q

fh(t, v(t), u(t)) dt,

где u ∈ U , v ∈ V , Q ∈ �(�), h ∈ N.
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Лемма 5.1. Пусть h ∈ N, Q ∈ �(�). Тогда
(i) для каждого u ∈ U отображение v 7→ Ih(u, v,Q) непрерывно из V в R,
(ii) для каждого v ∈ V отображение u 7→ Ih(u, v,Q) непрерывно из U в R.
Доказательство. 1. Предположим, что vk → v в V . Тогда последова-

тельность vk сходится к v по мере, т. е. для любого 0 < η < 1

lim
k→∞

µn(Ek,η) = 0, где Ek,η = {t ∈ Q : |vk(t)− v(t)| ≥ η}.

В силу A (f)(ii) и A (f)(iii)

|Ih(u, vk, Q)− Ih(u, v,Q)| ≤ ρ(η)
∫

Q\Ek,η

(1 + |v(t)|p + |vk(t)|p + |u(t)|p) dt

+ ξ

∫
Ek,η

(2 + |v(t)|p + |vk(t)|p + |2u(t)|p) dt.

Поскольку последовательность {vk} сходится в V , последовательность {|vk|p}
сходится в L1(�; R) и тем самым является равномерно интегрируемой. Поэтому,
переходя в последнем неравенстве к пределу при k →∞, получим

lim sup
k→∞

|Ih(u, vk, Q)− Ih(u, v,Q)| ≤ ρ(η)
∫
Q

(1 + |2v(t)|p + |u(t)|p) dt.

Из этого неравенства и произвольности η следует, что

lim
k→∞

|Ih(u, vk, Q)− Ih(u, v,Q)| = 0.

Тем самым (i) доказано.

2. Из A (f)(ii) и A (f)(iv) вытекает, что функции u 7→ Ih(u, v,Q), h ∈ N, вы-
пуклы и ограничены на любом замкнутом шаре из U . Поэтому в соответствии
с [1, утверждение 5.11] они локально липшицевы. �

Таким образом, функции u 7→ Ih(u, v,Q) выпуклы и непрерывны, что поз-
воляет определить сопряженные функции u∗ 7→ I∗h(u∗, v,Q), для которых со-
гласно [14, гл. IV, утверждение 1.2] имеет место равенство

I∗h(u∗, v,Q) =
∫
Q

f∗h(t, v(t), u∗(t)) dt.

При этом из A (f)(ii) получим оценку

ξ−
p∗
p · p

p∗
·
[
|w|
p

]p∗
− ξ(1 + |v|p) ≤ f∗h(t, v, w) ≤ p

p∗
·
[
|w|
p

]p∗
п. в. на �, (12)

где p∗ = p/(p− 1).
Обозначим через U ∗

s и Vs совокупности всех простых функций из U ∗ и V .

Лемма 5.2. Для любых u∗ ∈ U ∗, v ∈ Vs и Q ∈ �(�) имеет место равенство

I∗∞(u∗, v,Q) = lim
h→∞

I∗h(u∗, v,Q). (13)

Доказательство. В силу предположения A (f)(v) равенство (13) спра-
ведливо для всех u∗ ∈ U ∗

s и v ∈ Vs. Воспользовавшись оценкой (12) и утвер-
ждением 5.11 в [1], заключаем, что семейство функций u∗ 7→ I∗h(u∗, v,Q), h ∈ N,
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равностепенно непрерывно на U ∗. Поскольку на каждом равностепенно непре-
рывном семействе функций топология поточечной сходимости на плотном под-
множестве пространства (а в данном случае U ∗

s плотно в U ∗) совпадает с то-
пологией поточечной сходимости на всем пространстве [15, с. 198], лемма дока-
зана. �

Лемма 5.3. Для любого Q ∈ �(�) и любого u ∈ U имеет место равенство

inf
uh⇀u

lim inf
h→∞

∫
Q

|uh(t)|p dt = inf
uh⇀u

lim sup
h→∞

∫
Q

|uh(t)|p dt =
∫
Q

|u(t)|p dt.

Доказательство. Поскольку uh ⇀ u, то ‖u‖U ≤ lim inf ‖uh‖U , поэтому∫
Q

|u(t)|p dt ≤ lim inf
h→∞

∫
Q

|uh(t)|p dt.

С другой стороны, выбрав uh → u, получим

lim sup
h→∞

∫
Q

|uh(t)|p dt =
∫
Q

|u(t)|p dt,

что завершает доказательство леммы. �

Пусть v ∈ V и Q ∈ �(�) фиксированы. Введем следующие обозначения:

I−(·, v,Q) = �seq(U −
w ) lim inf

h→∞
Ih(·, v,Q),

I+(·, v,Q) = �seq(U −
w ) lim sup

h→∞
Ih(·, v,Q).

Лемма 5.4. Пусть Q = Q1 ∪Q2, где Q1, Q2 ∈ �(�) и Q1 ∩Q2 = ∅. Тогда
для любых u ∈ U и v ∈ V справедливо неравенство

I+(u, v,Q) ≤ I+(u, v,Q1) + I+(u, v,Q2).

Доказательство. Зафиксируем u ∈ U и v ∈ V . Для каждого i = 1, 2 и
любого ε > 0 найдется последовательность

{
uih

}
⊂ U такая, что uih ⇀ u и

lim sup
h→∞

Ih
(
uih, v,Qi

)
< I+(u, v,Qi) + ε. (14)

Определим последовательность {uh} ⊂ U следующим образом:

uh(t) = uih(t), t ∈ Qi, i = 1, 2, uh(t) = u(t), t ∈ � \Q.

Поскольку uih|Qi ⇀ u|Qi в Lp(Qi; Rs), то uh ⇀ u вU . Кроме того, по построению

Ih(uh, v,Q) = Ih(uh, v,Q1) + Ih(uh, v,Q2).

Поэтому согласно (14)

I+(u, v,Q) ≤ lim sup
h→∞

Ih(uh, v,Q) ≤ lim sup
h→∞

Ih(uh, v,Q1) + lim sup
h→∞

Ih(uh, v,Q2)

< I+(u, v,Q1) + I+(u, v,Q2) + 2ε.

Отсюда в силу произвольности ε > 0 вытекает утверждение леммы. �
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Лемма 5.5. Для любых v ∈ V и Q ∈ �(�) имеет место равенство
I∞(·, v,Q) = �seq(U −

w ) lim
h→∞

Ih(·, v,Q). (15)

Доказательство. 1. Из A (f)(ii), леммы 5.2 и [16, следствие 3.13] выте-
кает, что равенство (15) справедливо для любого v ∈ Vs.

2. Пусть Q компактно и сужение v на Q непрерывно. Выберем последова-
тельность {ηk}k∈N ⊂ (0, 1), сходящуюся к нулю при k → ∞. Тогда существует
последовательность функций {vk}k∈N ⊂ Vs такая, что |vk(t)− v(t)| ≤ ηk, t ∈ Q.
Согласно A (f)(iii)

Ih(uh, v,Q) ≤ Ih(uh, vk, Q) + ρ(ηk)
∫
Q

(1 + |v(t)|p + |vk(t)|p + |uh(t)|p) dt, (16)

Ih(uh, vk, Q) ≤ Ih(uh, v,Q) + ρ(ηk)
∫
Q

(1 + |v(t)|p + |vk(t)|p + |uh(t)|p) dt. (17)

Переходя к верхнему пределу в (16) при h → ∞, а затем вычисляя inf по всем
последовательностям {uh}, слабо сходящимся к u, с учетом равенства (15), уста-
новленного для v ∈ Vs, и леммы 5.3 получим

I+(u, v,Q) ≤ I∞(u, vk, Q) + ρ(ηk)
∫
Q

(1 + |v(t)|p + |vk(t)|p + |u(t)|p) dt.

Аналогично, переходя в (17) к нижнему пределу при h→∞, имеем

I∞(u, vk, Q) ≤ I−(u, v,Q) + ρ(ηk)
∫
Q

(1 + |v(t)|p + |vk(t)|p + |u(t)|p) dt.

Устремляя в последних двух неравенствах k в бесконечность и применяя лем-
му 5.1(i), получаем I+(u, v,Q) ≤ I∞(u, v,Q) ≤ I−(u, v,Q), что и требовалось.

3. Перейдем к общему случаю: v ∈ V . Пусть εk → 0. Согласно теореме Лу-
зина существует возрастающая по включению последовательность компактных
множеств Qk ⊂ Q такая, что lim

k→∞
µn(Qk) = µn(Q) и сужение v на Qk является

непрерывной функцией. Согласно результатам п. 2
I+(u, v,Qk) = I∞(u, v,Qk) = I−(u, v,Qk).

Поэтому с учетом леммы 5.4 и A (f)(ii)

I+(u, v,Q) ≤ I+(u, v,Qk) + ξ

∫
Q\Qk

(1 + |v(t)|p + |u(t)|p) dt

= I∞(u, v,Qk) + ξ

∫
Q\Qk

(1 + |v(t)|p + |u(t)|p) dt

= I−(u, v,Qk) + ξ

∫
Q\Qk

(1 + |v(t)|p + |u(t)|p) dt

≤ I−(u, v,Q) + ξ

∫
Q\Qk

(1 + |v(t)|p + |u(t)|p) dt.

Переходя к пределу при k →∞, получим
I+(u, v,Q) ≤ I∞(u, v,Q) ≤ I−(u, v,Q).

Лемма доказана. �
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Теорема 5.1. При выполнении предположений A (f)

�seq(U −
w ,V ) lim

h→∞
Ih(·, ·, �) = I∞(·, ·, �).

Доказательство. 1. Зафиксируем u ∈ U и v ∈ V . Достаточно показать,
что

inf
uh⇀u

sup
vh→v

lim sup
h→∞

Ih(uh, vh, �) ≤ I∞(u, v, �) ≤ inf
uh⇀u

inf
vh→v

lim inf
h→∞

Ih(uh, vh, �).

(18)
2. Пусть uh ⇀ u и vh → v. Согласно теореме Егорова существует возраста-

ющая последовательность компактов Qk из � такая, что lim
k→∞

µn(Qk) = µn(�)
и на каждом Qk последовательность vh сходится к v равномерно. Зафиксируем
k ∈ N и возьмем произвольное 0 < δ < 1. Из A (f)(ii) и A (f)(iii) вытекает, что
при достаточно больших h

Ih(uh, v,Qk) ≤ (1 + ρ(δ))Ih(uh, vh, �) + ρ(δ)
∫
�

(1 + |vh(t)|p + |v(t)|p) dt. (19)

Из этого неравенства и леммы 5.5 получаем

I∞(u, v,Qk) ≤ (1 + ρ(δ)) lim inf
h→∞

Ih(uh, vh, �) + ρ(δ)
∫
�

(1 + 2|v(t)|p) dt.

Переходя в последнем неравенстве к пределу при k →∞ и учитывая произволь-
ность δ, приходим к неравенству I∞(u, v, �) ≤ lim inf

h→∞
Ih(uh, vh, �). Поскольку

последовательности vh → v и uh ⇀ u были выбраны произвольно,

I∞(u, v, �) ≤ inf
uh⇀u

inf
vh→v

lim inf
h→∞

Ih(uh, vh, �).

Тем самым правая часть неравенства (18) доказана.

3. Пусть vh → v. Согласно лемме 5.5 и [1, утверждение 8.10] существует
последовательность uh ⇀ u такая, что

I∞(u, v, �) = lim
h→∞

Ih(uh, v, �) (20)

и, кроме того,
I∞(u, v,Qk) ≤ lim inf

h→∞
Ih(uh, v,Qk).

Следовательно, в силу леммы 5.4

lim sup
h→∞

Ih(uh, v, � \Qk) ≤ lim sup
h→∞

Ih(uh, v, �)− lim inf
h→∞

Ih(uh, v,Qk)

≤ I∞(u, v, �)− I∞(u, v,Qk) = I∞(u, v, � \Qk). (21)

Зафиксируем 0 < δ < 1. По аналогии с (19) получим, что при достаточно
больших h

Ih(uh, vh, Qk) ≤ (1 + ρ(δ))Ih(uh, v, �) + ρ(δ)
∫
�

(1 + |vh(t)|p + |v(t)|p) dt.
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Из этого неравенства и A (f)(ii) вытекает, что при достаточно больших h

Ih(uh, vh, �) = Ih(uh, vh, Qk) + Ih(uh, vh, � \Qk)

≤ (1 + ρ(δ))Ih(uh, v, �) + ρ(δ)
∫
�

(1 + |vh(t)|p + |v(t)|p) dt

+ ξIh(uh, v, � \Qk) + ξ

∫
�\Qk

(1 + |vh(t)|p) dt.

Отсюда с учетом (20) и (21) получим

lim sup
h→∞

Ih(uh, vh, �) ≤ (1 + ρ(δ))I∞(u, v, �) + ρ(δ)
∫
�

(1 + 2|v(t)|p) dt

+ ξI∞(u, v, � \Qk) + ξ lim sup
h→∞

∫
�\Qk

(1 + |vh(t)|p) dt.

Поскольку последовательность |vh|p сходится в пространстве L1(�; R), она рав-
номерно интегрируема. Так как lim

k→∞
µn(� \ Qk) = 0, переходя к пределу в

последнем неравенстве при k → ∞ и учитывая произвольность 0 < δ < 1,
получим

lim sup
h→∞

Ih(uh, vh, �) ≤ I∞(u, v, �).

Тем самым доказана левая часть неравенства (18). �

Замечание 5.1. Утверждение теоремы 5.1 составляет содержание лем-
мы 3.1 в [4]. Однако доказательство, приведенное нами, отличается от доказа-
тельства леммы 3.1, в котором, с нашей точки зрения, существуют пробелы.

Пусть uh ⇀ u в U и zh ⇀ z в Z . Тогда в силу компактности оператора
A последовательность A[zh] сходится к A[z] = v в V . Значит, множество всех
последовательностей {vh}, сходящихся к v, содержит в себе множество после-
довательностей вида {A[zh]} таких, что zh ⇀ z. Поэтому

inf
uh⇀u

sup
zh⇀z

lim sup
h→∞

Jh(uh, zh) ≤ inf
uh⇀u

sup
vh→v

lim sup
h→∞

Ih(uh, vh, �),

inf
uh⇀u

inf
vh→v

lim inf
h→∞

Ih(uh, vh, �) ≤ inf
uh⇀u

inf
zh⇀z

lim inf
h→∞

Jh(uh, zh).

Отсюда и из теоремы 5.1 вытекает равенство (10).

5.2. Управляемая система. Для доказательства равенства (11) нам по-
требуется следующая

Лемма 5.6. Для любых последовательностей {vh} ⊂ V и {uh} ⊂ U таких,
что vh → v∞ в V и uh ⇀ u∞ в U ,

(1) ah(·, vh(·)) → a∞(·, v∞(·)) слабо в Z ;
(2) bh(·, vh(·))uh(·) → b∞(·, v∞(·))u∞(·) слабо в Z .
Доказательство. 1. Докажем утверждение (2). Пусть g ∈ Z ∗. Заме-

тим, что ∫
�

〈g(t), bh(t, vh(t))uh(t)〉 dt =
∫
�

〈b∗h(t, vh(t))g(t), uh(t)〉 dt.
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Поскольку uh ⇀ u∞ в U , достаточно показать, что

b∗h(·, vh(·))g(·) → b∗∞(·, v∞(·))g(·) в U ∗. (22)

2. Прежде всего докажем, что

lim
h→∞

‖b∗h(·, v(·))g(·)− b∗∞(·, v(·))g(·)‖U ∗ = 0, v ∈ V . (23)

Предположим, что v ∈ Vs. Тогда ввиду A (b)(iii) из последовательности
{b∗h(·, v(·))} можно выделить подпоследовательность {b∗hj (·, v(·))}, сходящуюся
к b∗∞(·, v(·)) п. в. на �. Отсюда следует, что для любого g ∈ Z ∗

b∗hj (t, v(t))g(t) → b∗∞(t, v(t))g(t) п. в. на � при j →∞.

Кроме того, в силу A (b)(ii)

|b∗h(t, v(t))g(t)| ≤ Cb|g(t)|, h ∈ N. (24)

Поэтому по теореме Лебега об ограниченной сходимости

b∗hj (·, v(·))g(·) → b∗∞(·, v(·))g(·) в U ∗.

Применяя предыдущие рассуждения не к {b∗h(·, v(·))}, а к любой ее подпо-
следовательности {b∗hj (·, v(·))}, заключаем, что из каждой подпоследователь-
ности {b∗hj (·, v(·))g(·)} можно выделить подпоследовательность, сходящуюся к
{b∗∞(·, v(·))g(·)} в U ∗. Отсюда вытекает, что (23) выполняется для любой v ∈ Vs.

3. Пусть v ∈ V . Выберем последовательность простых функций {vk} ⊂ Vs,
сходящуюся к v в V . Ясно, что

‖b∗h(·, v(·))g(·)− b∗∞(·, v(·))g(·)‖U ∗ ≤ ‖b∗h(·, v(·))g(·)− b∗h(·, vk(·))g(·)‖U ∗

+ ‖b∗h(·, vk(·))g(·)− b∗∞(·, vk(·))g(·)‖U ∗ + ‖b∗∞(·, vk(·))g(·)− b∗∞(·, v(·))g(·)‖U ∗ .

Согласно теореме Лузина существует возрастающая по включению последова-
тельность компактов �ν ⊂ � такая, что функция g непрерывна на каждом �ν
и lim
ν→∞

µn(�ν) = µn(�). В силу (24) и A (b)(i) для всех h ∈ N, k ∈ N, ν ∈ N∫
�

|b∗h(t, v(t))g(t)− b∗h(t, vk(t))g(t)|p
∗
dt ≤

∫
�\�ν

(2Cb)p
∗
|g(t)|p

∗
dt

+
∫
�ν

‖b∗h(t, v(t))− b∗h(t, vk(t))‖L (Rs;Rm) · (2Cb)p
∗−1 · |g(t)|p

∗
dt

≤ (2Cb)p
∗−1 ·max

t∈�ν

|g(t)|p
∗
· β‖v − vk‖L1(�;Rl) +

∫
�\�ν

(2Cb)p
∗
|g(t)|p

∗
dt.

Следовательно,

‖b∗h(·, v(·))g(·)− b∗∞(·, v(·))g(·)‖U ∗ ≤ ‖b∗h(·, vk(·))g(·)− b∗∞(·, vk(·))g(·)‖U ∗

+ 2
[
(2Cb)p

∗−1 ·max
t∈�ν

|g(t)|p
∗
· β‖v − vk‖L1(�;Rl) +

∫
�\�ν

(2Cb)p
∗
|g(t)|p

∗
dt

]1/p∗

.

Переходя в последнем неравенстве к пределу последовательно при h→∞, k →
∞ и ν →∞, заключаем, что (23) справедливо для всех v ∈ V .
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4. Перейдем непосредственно к доказательству утверждения (22). Имеем

‖b∗h(·, vh(·))g(·)− b∗∞(·, v∞(·))g(·)‖U ∗ ≤ ‖b∗h(·, vh(·))g(·)− b∗h(·, v∞(·))g(·)‖U ∗

+ ‖b∗h(·, v∞(·))g(·)− b∗∞(·, v∞(·))g(·)‖U ∗ .

Поэтому, рассуждая так же, как на шаге 3 доказательства, получим оценку

‖b∗h(·, vh(·))g(·)− b∗∞(·, v∞(·))g(·)‖U ∗ ≤ ‖b∗h(·, v∞(·))g(·)− b∗∞(·, v∞(·))g(·)‖U ∗

+
[
(2Cb)p

∗−1 ·max
t∈�ν

|g(t)|p
∗
· β‖vh − v∞‖L1(�;Rl) +

∫
�\�ν

(2Cb)p
∗
|g(t)|p

∗
dt.

]1/p∗

.

Переходя в этом неравенстве к пределу последовательно при h→∞ и ν →∞,
докажем (22) и тем самым утверждение (2).

Утверждение (1) леммы доказывается аналогично. �

Теорема 5.2. При выполнении предположений A (a), A (b) и A (A)

�seq(Uw,Z
−
w ) lim

h→∞
χRh = χR∞ .

Доказательство. 1. Нужно показать, что для любых u ∈ U и z ∈ Z

sup
uh⇀u

inf
zh⇀z

lim sup
h→∞

χRh(uh, zh) ≤ χR∞(u, z) ≤ inf
uh⇀u

inf
zh⇀z

lim inf
h→∞

χRh(uh, zh). (25)

Если χR∞(u, z) = +∞, то левая часть неравенства (25) выполняется автомати-
чески. Если inf

uh⇀u
inf
zh⇀z

lim inf
h→∞

χRh(uh, zh) = +∞, то автоматически выполняется

правая часть этого неравенства. Поэтому для доказательства неравенства (25)
достаточно установить справедливость двух утверждений:

(a) если (u, z) ∈ R∞ и uh ⇀ u, то существует zh ⇀ z такое, что (uh, zh) ∈ Rh

для всех достаточно больших h;
(b) если uh ⇀ u, zh ⇀ z и множество таких h, для которых имеет место

включение (uh, zh) ∈ Rh, бесконечно, то (u, z) ∈ R∞.

2. Докажем (a). Пусть (u, z) ∈ R∞ и uh ⇀ u. Для каждого h ∈ N обозначим
через zh решение системы (3), соответствующее управлению uh. Таким образом,
при почти всех t ∈ � справедливы равенства

z(t) = a∞(t, A[z](t)) + b∞(t, A[z](t))u(t),

zh(t) = ah(t, A[zh](t)) + bh(t, A[zh](t))uh(t).

Поскольку последовательность {uh} слабо сходящаяся, она ограниченная в U .
Поэтому, используя те же аргументы, что и при доказательстве теоремы 2.1,
можно показать, что последовательность {zh} ограничена в Z . Следовательно,
существует подпоследовательность {zhk}, слабо сходящаяся к некоторому z̄ ∈
Z . В силу компактности оператора A получаем, что A[zhk ] → A[z̄] в V . Кроме
того, uhk ⇀ u в U и при почти всех t ∈ �

zhk(t) = ahk(t, A[zhk ](t)) + bhk(t, A[zhk ](t))uhk(t).

Отсюда согласно лемме 5.6 вытекает, что

z̄(t) = a∞(t, A[z̄](t)) + b∞(t, A[z̄](t))u(t),
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т. е. z̄ является решением системы (3) при h = ∞, соответствующим управле-
нию u. Теперь согласно теореме 3.1 z̄ = z. Таким образом, любая слабо сходя-
щаяся подпоследовательность {zhk} последовательности {zh} слабо сходится к
z, а потому сама {zh} слабо сходится к z, что и требовалось доказать.

3. Докажем (b). Пусть zh ⇀ z, uh ⇀ u и множество J , состоящее из
h, для которых имеет место включение (uh, zh) ∈ Rh, бесконечно. Обозначим
через z̄ решение задачи (3) при h = ∞, соответствующее управлению u. Повто-
ряя рассуждения, используемые при доказательстве утверждения (a), примени-
тельно к последовательности {(uhk , zhk)}hk∈J , получим z = z̄. Следовательно,
(u, z) ∈ R∞. �

5.3. Доказательство теоремы 2.2. В силу теоремы 2.1 для каждого
h ∈ N существует оптимальное решение (uh, zh) задачи (Ph). Благодаря теоре-
мам 5.1 и 5.2, а также утверждению 4.1 имеет место равенство (9). Поэтому
согласно [4, утверждение 2.1]

min(P∞) ≥ lim sup
h→∞

(min(Ph)),

откуда вытекает, что последовательность {min(Ph)} ограничена. С другой сто-
роны, в силу предположения A (f)(ii) имеем min(Ph) ≥ ‖uh‖2

U . Значит, после-
довательность {uh} ограничена в U . Тогда согласно неравенству (8) последо-
вательность {zh} ограничена в Z . Отсюда получаем, что последовательность
{(uh, zh)} относительно секвенциально компактна в Uw ×Zw. Для завершения
доказательства теоремы 2.2 достаточно применить утверждение 4.1.

§ 6. Примеры

Покажем, как, имея в своем распоряжении функции a∞, b∞, f∞, можно
построить функции ah, bh, fh, h ∈ N, удовлетворяющие условиям A (a), A (b),
A (f).

Пусть η ∈ C∞(R; R) — неотрицательная функция, равная нулю вне отрезка
[−1, 1] и такая, что ∫

Rl

η(|x|) dx =
∫

|x|≤1

η(|x|) dx = 1.

Функцию ηh(x) = hlη(h|x|), h ∈ N, x ∈ Rl, называют ядром усреднения. Ясно,
что a) ηh ∈ C∞(Rl; R) и ηh ≥ 0; b) ηh(x) ≡ 0 при |x| ≥ 1/h; c)

∫
Rl

ηh(x) dx = 1.

Для любой функции g ∈ L1
loc(Rl; Rm) свертку

gh(x) = (ηh ∗ g)(x) =
∫
Rl

ηh(x− y)g(y) dy =
∫

|y|≤ 1
h

ηh(y)g(x− y) dy, x ∈ Rl,

называют усреднением функции g. Ниже нам потребуются два свойства усред-
нения: gh ∈ C∞(Rl; Rm) и gh → g поточечно, если g непрерывна [17, теорема 6,
дополнение C].

Утверждение 6.1. Пусть p = 2k, где k ∈ N, и для функций a∞, b∞, f∞
выполняются условия A (a)(i)(ii), A (b)(i)(ii), A (f)(i)(iv). Положим

ah(t, ·) = ηh ∗ a∞(t, ·), bh(t, ·) = ηh ∗ b∞(t, ·), fh(t, ·, u) = ηh ∗ f∞(t, ·, u)
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для всех h ∈ N, t ∈ �, u ∈ Rs. Тогда функции ah, bh, fh, h ∈ N, удовлетворяют
предположениям A (a), A (b), A (f).

Доказательство. Из свойств ядра усреднения вытекает, что ah, bh, fh,
h ∈ N, удовлетворяют предположениям A (a)(i), A (b)(i),(ii), A (f)(i),(iv) соот-
ветственно. Заметим, что

ηh ∗ |v| =
∫

|ζ|≤ 1
h

ηh(ζ)|v − ζ| dζ ≤ |v|+
∫

|ζ|≤ 1
h

ηh(ζ)|ζ| dζ ≤ |v|+ 1/h ≤ |v|+ 1.

Поэтому для всех h ∈ N, v ∈ Rl

|ah(t, v)| ≤ 2Ca(1 + |v|) п. в. на �. (26)

Пусть Cj
k — биномиальные коэффициенты. Тогда

|v − ζ|p = (|v|2 + |ζ|2 − 2〈v, ζ〉)k =
k∑

j=0

Cj
k(|v|

2 + |ζ|2)k−j · (−2〈v, ζ〉)j .

Обозначим через Ek множество всех четных неотрицательных чисел, не превос-
ходящих k. Пользуясь тем, что ηh(ζ) зависит только от |ζ|, получим

ηh ∗ |v|p =
∫

|ζ|≤ 1
h

ηh(ζ)
∑
j∈Ek

Cj
k(|v|

2 + |ζ|2)k−j · (2〈v, ζ〉)j dζ.

Отсюда следует, что |v|p ≤ ηh ∗ |v|p. Кроме того, для всех |v| ≥ 1/h

ηh ∗ |v|p ≤
∑
j∈Ek

Cj
k(2|v|

2)k−j · (2|v|2)j = 2p−1|v|p.

С другой стороны, для всех |v| < 1/h

ηh ∗ |v|p ≤
∑
j∈Ek

Cj
k(2h

−2)k−j · (2h−2)j = 2p−1h−p ≤ 2p−1.

Следовательно, для всех h ∈ N, u ∈ Rs, v ∈ Rl

|v|p ≤ fh(t, v, u) ≤ 2pξ(1 + |v|p + |u|p) п. в. на �. (27)

Кроме того, для любых h ∈ N, u ∈ Rs и v, v′ ∈ Rl таких, что |v − v′| < 1, имеем

|fh(t, v, u)− fh(t, v′, u)| ≤
∫

|ζ|≤ 1
h

ηh(ζ)|f(t, v − ζ, u)− f(t, v′ − ζ, u)| dζ

≤ ρ(|v − v′|)(1 + |u|p + ηh ∗ |v|p + ηh ∗ |v′|p)
≤ 2p+1ρ(|v − v′|)(1 + |u|p + |v|p + |v′|p) п. в. на �. (28)

Очевидно, что неравенства (26)–(28) справедливы и при h = ∞. Следовательно,
имеют место предположения A (a)(ii) и A (f)(ii),(iii).

Поскольку отображения v 7→ a∞(t, v) и v 7→ b∞(t, v) непрерывны при п. в.
t ∈ �, из свойств усреднения вытекает, что при п. в. t ∈ �

ah(t, v) → a∞(t, v), bh(t, v) → b∞(t, v), v ∈ Rl.
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С учетом уже доказанных условий A (a)(ii) и A (b)(ii), а также теоремы Лебега
об ограниченной сходимости получим, что для каждого фиксированного v ∈ Rl

ah(·, v) → a∞(·, v) в Lp(�; Rm), bh(·, v) → b∞(·, v) в L1(�;L (Rs; Rm)).

Таким образом, справедливы A (a)(iii) и A (b)(iii).
Аналогично предыдущему можно показать, что при п. в. t ∈ �

fh(t, v, u) → f∞(t, v, u), v ∈ Rl, u ∈ Rs.

Отсюда, из A (f)(ii),(iv) и [1, утверждение 5.12] вытекает, что

f∞(t, v, ·) = �seq((Rs)−) lim
h→∞

fh(t, v, ·), v ∈ Rs, п. в. t ∈ �.

Поэтому согласно [16, следствие 3.13] для п. в. t ∈ �

f∗h(t, v, u∗) → f∗∞(t, v, u∗), v ∈ Rl, u∗ ∈ Rs.

Используя A (f)(ii) и теорему Лебега об ограниченной сходимости, получим,
что для всех v ∈ Rl, u∗ ∈ Rs

f∗h(·, v, u∗) → f∗∞(·, v, u∗) в L1(�; R).

Тем самым установлена справедливость условия A (f)(v) и завершено доказа-
тельство утверждения. �

6.1. Система Гурса — Дарбу. Пусть � = [0, T1] × [0, T2], Z = V =
L2(�; Rm), U = L2(�; Rs). Рассмотрим задачу оптимального управления

J̃(u, x) =
∫
�

f̃(t, x(t), u(t)) dt→ min, (29)


∂2x

∂t1∂t2
= ã(t, x) + b̃(t, x)u(t), t ∈ �,

x(t1, 0) = ϕ1(t1), t1 ∈ [0, T1],
x(0, t2) = ϕ2(t2), t2 ∈ [0, T2],

u ∈ U , (30)

где ã : � × Rm → Rm, b̃ : � × Rm → L (Rs; Rm) — ограниченные функции,
измеримые по первой переменной и такие, что для любых x, x′ ∈ Rm

|ã(t, x)− ã(t, x′)| ≤ α|x− x′|, ‖b̃(t, x)− b̃(t, x′)‖L (Rs;Rm) ≤ β|x− x′| п. в. на �;

ϕi : [0, Ti] → Rm (i = 1, 2) — абсолютно непрерывные функции, удовлетворяю-
щие равенству ϕ1(0) = ϕ2(0); f̃ : � × Rm × Rs → R — функция, измеримая по
первой переменной, выпуклая по последней и, кроме того, для любых x, x′ ∈ Rm

таких, что |x− x′| < 1, и любых u ∈ Rs

|f̃(t, x, u)− f̃(t, x′, u)| ≤ ρ(|x− x′|)(1 + |x|2 + |x′|2 + |u|2),

|u|2 ≤ |f̃(t, x, u)| ≤ ξ(1 + |x|2 + |u|2) п. в. на �,

где ξ > 1, ρ : [0, 1) → R — непрерывная неубывающая функция, ρ(0) = 0.
Пару (x, u), x ∈ C(�; Rm), u ∈ U , назовем решением системы (30), если

для всех t = (t1, t2) ∈ �

x(t1, t2) = ϕ1(t1) + ϕ2(t2)− ϕ1(0)

+
t1∫

0

t2∫
0

[ã(τ1, τ2, x(τ1, τ2)) + b̃(τ1, τ2, x(τ1, τ2))u(τ1, τ2)] dτ1 dτ2.
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Для всех t = (t1, t2) ∈ �, v ∈ Rm, u ∈ Rs, z ∈ Z положим

A[z](t1, t2) =
t1∫

0

t2∫
0

z(τ1, τ2) dτ1 dτ2,

a∞(t, v) = ã(t, ϕ1(t1) + ϕ2(t2)− ϕ1(0) + v),

b∞(t, v) = b̃(t, ϕ1(t1) + ϕ2(t2)− ϕ1(0) + v),

f∞(t, v, u) = f̃(t, ϕ1(t1) + ϕ2(t2)− ϕ1(0) + v, u).

Исходя из определения решения системы (30) задача оптимального управле-
ния (29), (30) может быть записана в виде (2), (3) для h = ∞. При этом
выполнение условий A (a)(i),(ii), A (b)(i),(ii), A (f)(i)–(iv) для функций a∞, b∞,
f∞ очевидно.

Поскольку Z рефлексивно и оператор A отображает слабо сходящиеся по-
следовательности из Z в сильно сходящиеся последовательности из C(�; Rm)
(см. [18]), имеет место A (A)(ii). В качестве B̃ возьмем оператор

B̃[v](t1, t2) =
t1∫

0

t2∫
0

v(τ1, τ2) dτ1 dτ2, v ∈ L1(�; R).

Доказательство условия A (A)(i) можно найти в [3].
С помощью утверждения 6.1 построим функции ah, bh, fh, h ∈ N. Тем са-

мым получим последовательность возмущенных задач оптимального управле-
ния вида (2), (3), для которой имеют место теоремы 2.1 и 2.2. Нетрудно видеть,
что в исходных обозначениях возмущенные задачи записываются в виде (29),
(30), где вместо функций ã, b̃, f̃ стоят свертки

ãh(t, ·) = ηh ∗ ã(t, ·), b̃h(t, ·) = ηh ∗ b̃(t, ·), f̃h(t, ·, u) = ηh ∗ f̃(t, ·, u).

В рамках сделанных предположений авторам неизвестны необходимые усло-
вия оптимальности для исходной задачи. В то же время для возмущенной за-
дачи такие условия приведены, например, в [19]. Для выполнения этих условий
необходима дифференцируемость функции ã, b̃, f̃ по x. Мы же предполагаем,
что они всего лишь липшицевы.

Отсюда вытекает следующая схема решения задачи (29), (30). Прежде все-
го переходим к возмущенной задаче, в которой функции ã, b̃, f̃ заменены на ãh,
b̃h, f̃h. Затем с помощью известных необходимых условий оптимальности ищем
решение (uh, xh) возмущенной задачи. Если найти его удалось, то управление
uh окажется «почти оптимальным» в (29), (30), т. е. значение целевого функци-
онала J̃∞, соответствующее управлению uh, будет стремиться к минимальному
значению задачи (29), (30) при h→∞.

Приведем схему доказательства последнего утверждения. Для каждого
h ∈ N выберем оптимальное решение (uh, xh) соответствующей возмущенной
задачи. В силу теоремы 2.2 и компактности оператора A из последовательности
{(uh, xh)} можно выбрать подпоследовательность {(uhk , xhk)}, сходящуюся в
пространстве Uw × C(�; Rm) к некоторой точке (u∞, x∞). При этом (u∞, x∞)
является оптимальным решением исходной задачи и

J̃hk(uhk , xhk) → J̃∞(u∞, x∞).
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Обозначим через yh решение невозмущенного уравнения (30), соответствующее
управлению uh. Из uhk ⇀ u∞ в U вытекает, что yhk → x∞ в C(�; Rm). Следо-
вательно, при достаточно больших k справедливо неравенство

|xhk(t)− yhk(t)− ζ| < 1, t ∈ �, |ζ| ≤ 1/hk.

Поэтому

|J̃hk(uhk , xhk)− J̃∞(uhk , yhk)|

≤
∫
�

∫
|ζ|≤ 1

h

ηh(ζ)ρ(|yh(t)− xh(t)− ζ|)(1 + |uh(t)|2 + |xh(t)− ζ|2 + |yh(t)|2) dζdt

≤M(ηhk ∗ ρ)(‖yhk − xhk‖C(�;Rm)),

где M — некоторая константа. Отсюда |J̃hk(uhk , xhk) − J̃∞(uhk , yhk)| → 0 при
k →∞. Тем самым из неравенства

|J̃∞(uhk , yhk)− J̃∞(u∞, x∞)| ≤ |J̃∞(uhk , yhk)− J̃hk(uhk , xhk)|

+ |J̃hk(uhk , xhk)− J̃∞(u∞, x∞)|

вытекает, что J̃∞(uhk , yhk) → J̃∞(u∞, x∞) = min J̃∞ при k →∞.
Пусть {(uhk , xhk)} — произвольная, не обязательно сходящаяся, подпосле-

довательность последовательности {(uh, xh)}. Применяя аналогичные рассуж-
дения, можно показать, что существует подпоследовательность последователь-
ности {J∞(uhk , yhk)}, сходящаяся к min J̃∞. Значит, J̃∞(uh, yh) → min J̃∞.

6.2. Смешанная задача для волнового уравнения. Предположим,
что � = (0, T1) × (0, T2), Z = V = L4(�; R)=L4(�), U = L4(�; Rs) и c > 0.
Рассмотрим задачу оптимального управления

J̃ε(u, x) =
∫
�

f̃ε(t, x(t), u(t)) dt→ min, (31)


xt1t1 − c2xt2t2 = ãε(t, x) + b̃ε(t, x)u(t), t ∈ �,

x(0, t2) = ϕ1(t2), xt1(0, t2) = ϕ2(t2), t2 ∈ (0, T2),
x(t1, 0) = x(t1, T2) = 0, t1 ∈ (0, T1),

u ∈ U , (32)

в описание которой входит некоторая малая величина ε > 0. Предположим,
что для любой последовательности εh → ε∞ = 0 функции ãεh : � × R → R,
b̃εh : � × R → L (Rs; R) и f̃εh : � × R × Rs → R удовлетворяют условиям A (a),
A (b), A (f) соответственно; ϕ1 ∈ H1

0 (0, T1), ϕ2 ∈ L2(0, T2).
Прежде чем ввести понятие обобщенного решения для управляемой систе-

мы (32), рассмотрим для z ∈ Z вспомогательную задачу
xt1t1 − c2xt2t2 = z, t ∈ �,

x(0, t2) = ϕ1(t2), xt1(0, t2) = ϕ2(t2), t2 ∈ (0, T2),
x(t1, 0) = x(t1, T2) = 0, t1 ∈ (0, T1).

(33)

Обозначим через D1(�) совокупность всех непрерывно дифференцируемых
функций, определенных на � и равных нулю вне (0, T1)× [δ, T2 − δ], δ > 0 (для
каждой функции число δ, вообще говоря, свое). Через D2(�) обозначим те
функции из D1(�), которые обращаются в нуль при t1 > T1− δ1 для некоторого
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δ1 > 0, не превосходящего T1 (для каждой функции δ1 свое). Замыкания D1(�)
и D2(�) в H1(�) обозначим соответственно через

◦
D1 (�) и

◦
D2 (�).

Обобщенным решением задачи (33) назовем функцию x ∈
◦
D1 (�), которая

принимает начальное значение, равное ϕ1, в смысле равенства

lim
�t1→0

T2∫
0

|x(�t1, t2)− ϕ1(t2)|2 dt2 = 0

и для каждой функции y ∈
◦
D2 (�) удовлетворяет интегральному тождеству

∫∫
�

[xt1yt1 − c2xt2yt2 + zy] dt+
T2∫
0

ϕ2(t2)y(0, t2) dt2 = 0.

Согласно [20, теорема 3.2.5] для любых z ∈ L2(�), ϕ1 ∈ H1
0 (0, T1), ϕ2 ∈

L2(0, T2) задача (33) имеет единственное обобщенное решение x ∈
◦
D1 (�). Для

этого решения имеет место энергетическое неравенство

‖x‖H1(�) ≤ C · (‖ϕ1‖H1(0,T1) + ‖ϕ2‖L2(0,T2) + ‖z‖L2(�)).

Пусть � : H1
0 (0, T1) × L2(0, T2) × Z →

◦
D1 (�) — оператор, который ставит в

соответствие каждой тройке функций (ϕ1, ϕ2, z) единственное решение x зада-
чи (33). Из определения решения вытекает, что оператор � линейный, а из
энергетического неравенства — что ограниченный. Пусть

�[ϕ1, ϕ2] = �[ϕ1, ϕ2, 0], A[z] = �[0, 0, z].

В силу линейности � справедливо равенство �[ϕ1, ϕ2, z] = �[ϕ1, ϕ2] +A[z].
Пару (x, u), x ∈

◦
D1 (�), u ∈ U , назовем обобщенным решением управляе-

мой системы (32), если найдется такое z ∈ L2(�), что x является обобщенным
решением задачи (33) и для п. в. t ∈ �

z(t) = ãε(t, x(t)) + b̃ε(t, x(t))u(t).

Положим для всех t ∈ �, v ∈ R и u ∈ Rs

ah(t, v) = ãεh(t, �[ϕ1, ϕ2] + v), bh(t, v) = b̃εh(t, �[ϕ1, ϕ2] + v),

fh(t, v, u) = f̃εh(t, �[ϕ1, ϕ2] + v, u).

Тогда в новых обозначениях задача (31), (32) примет вид (2), (3).
Нетрудно видеть, что функции ah, bh, fh удовлетворяют условиям A (a),

A (b), A (f) соответственно. В силу энергетического неравенства оператор A пе-
реводит ограниченные подмножества пространства L4(�) в ограниченные под-
множества пространства H1(�). Поскольку согласно [21, теорема 5.7.7] H1(�)
компактно вложено в L4(�), оператор A компактный и, следовательно, выпол-
нено A (A)(ii). Мажорирующий оператор B̃ определяется так же, как был опре-
делен оператор A, только с тем отличием, что вместо пространства Z = L4(�)
берется пространство L2(�). Доказательство вольтерровости оператора B̃ при-
ведено в [3].

Теоремы 2.1 и 2.2 позволяют перейти от задачи (31), (32) к «усредненной»
и, как правило, более простой задаче, которая соответствует ε = 0.
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