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Аннотация. Получено асимптотическое разложение для решения неоднородного
матричного дифференциально-разностного уравнения, принадлежащего к запаз-
дывающему или нейтральному типу. Рассмотрен случай неограниченных запаз-
дываний. Учтено влияние корней характеристического уравнения. Установлена
точная асимптотика остатка в зависимости от асимптотических свойств свободного
матричного члена уравнения.
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§ 1. Введение

Настоящая работа является продолжением [1]. Наша цель состоит в том,
чтобы исследовать асимптотическое поведение решения матричного дифферен-
циально-разностного уравнения, допускающего неограниченные запаздывания.
Рассмотрим систему дифференциально-разностных уравнений вида

n∑
j=1

∞∫
0

X ′
jm(t− u)Mij(du) +

n∑
j=1

∞∫
0

Xjm(t− u)Nij(du) = Fim(t), t > 0, (1)

i = 1, . . . , n, m = 1, . . . ,m1, где Xim(t), t > 0, — неизвестные функции, Mij , Nij

— известные комплекснозначные меры, сосредоточенные на [0,∞), и Fim(t),
t > 0, — известные комплексные измеримые функции. Запишем систему (1) в
матричном виде

∞∫
0

M(du)X ′(t− u) +
∞∫
0

N(du)X(t− u) = F (t), t > 0, (2)

где M := (Mij), N := (Nij) — матрицы размера n × n, а X(t) := (Xim(t)),
F (t) := (Fim(t)) — матрицы размера n × m1, общим элементом матрицы
∞∫
0

N(du)X(t − u) служит сумма
n∑

j=1

∞∫
0
Xjm(t − u)Nij(du). Зададим начальное

условие в виде
X(t) = G(t) = (Gim(t)), t ∈ (−∞, 0], (3)

где функции Gim(t) абсолютно непрерывны на любом отрезке [a, b] ⊂ (−∞, 0].
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Условимся о том, что операции перехода к пределу, дифференцирования,
интегрирования и др. осуществляются над матрицами поэлементно, например
X ′(t) := (X ′

im(t)), |M | := (|Mij |); аналогичное соглашение относится к неравен-
ствам и теоретико-множественным операциям, в которых участвуют матрицы.
Единичную матрицу размера n×n обозначим через I, а нулевую матрицу про-
извольного размера — через 0.

Беря в качестве образцов классификации скалярных дифференциально-
разностных уравнений приведенные в монографиях [2; 3, гл. 1, § 1.2, 1.7], да-
дим соответствующую классификацию для уравнений вида (2) (см. также [1,
определение 2]).

Определение 1. Уравнение вида (2) называется уравнением запаздываю-
щего типа, если M({0}) 6= 0 и сужение M0 := M |(0,∞) матричной меры M на
(0,∞) равно 0, уравнением нейтрального типа, если M({0}) 6= 0 и M0 6= 0,
уравнением опережающего типа, если M({0}) = 0, M0 6= 0 и N({0}) 6= 0.

Предполагается, что матричная мера M такова, что скалярная матрица
M({0}) обратима. Не ограничивая общности, можно считать, что M({0}) =
I (в противном случае достаточно умножить слева обе части уравнения (2)
на обратную матрицу M−1({0})). Итак, рассматриваем дифференциально-
разностные уравнения (2) запаздывающего и нейтрального типов.

Определение 2. Матричная функция X(t), t ∈ (−∞,∞), называется
решением задачи (2), (3), если она абсолютно непрерывна на любом отрезке
[a, b] ⊂ (−∞,∞) и X(t) удовлетворяет уравнению (2) п. в. и начальному усло-
вию (3).

Работа посвящена исследованию асимптотического поведения при t → ∞
решения X(t) уравнения (2), в котором матричная мера M удовлетворяет весь-
ма общему условию (S) (см. начало § 4). Устанавливается разложение

X(t) =
l∑

j=1

Pj(t)e−sjt + r(t),

где sj , j = 1, . . . , l, — корни характеристического уравнения (5), Pj(t), j =
1, . . . , l, — однозначно определяемые матрицы полиномов, степени которых
меньше, чем кратности соответствующих корней sj , а остаток r(t) «наследу-
ет» асимптотические свойства исходной матричной функции F (t) в следующем
смысле. Если для некоторой подходящей функции сравнения σ(t) существует
предел L (F ) := lim

t→∞
F (t)/σ(t), то будет существовать и предел lim

t→∞
r(t)/σ(t),

который может быть выражен в явном виде через матрицу L (F ). В связи
с изучаемой тематикой следует отметить работы [4, 5], в которых рассматри-
вались близкие дифференциально-разностные уравнения нейтрального типа и
были получены неулучшаемые оценки норм решений в пространствах Соболе-
ва, а также монографическую статью [6], где изложена теория функционально-
дифференциальных уравнений в этих пространствах. В § 2 выводится харак-
теристическое уравнение для уравнения (2) и приводится конкретный вид ис-
комого асимптотического разложения для решения уравнения (2). В § 3 дается
краткое описание банаховых алгебр функций с одинаковой асимптотикой на
бесконечности. В § 4 формулируется и доказывается основной результат (см.
теорему 1). В § 5 даны доказательства лемм.
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§ 2. Характеристическое уравнение

Обозначим через F̂ (s) преобразование Лапласа матричной функции F (t):

F̂ (s) :=
∞∫
0

estF (t) dt =

 ∞∫
0

estFim(t) dt

, s ∈ �(γ) := {ζ ∈ C : Re ζ ≤ γ}.

Для произвольной комплекснозначной меры ν определим ее преобразование Ла-
пласа по формуле ν̂(s) :=

∫
R
esx ν(dx) для тех значений s ∈ C, при которых дан-

ный интеграл сходится абсолютно относительно полной вариации |ν| меры ν.
Пусть g(t), t ≥ 0, — комплексная измеримая функция и µ — σ-конечная ком-
плекснозначная мера на [0,∞). Определим их свертку

g ∗ µ(x) :=
x∫

0

g(x− y)µ(dy), x ≥ 0.

Тогда ĝ ∗ µ(s) = ĝ(s)µ̂(s) для соответствующих значений s ∈ C. Всюду в даль-
нейшем будем предполагать, что все элементы матриц

∞∫
0

eξt |M |(dt),
∞∫
0

eγt|F (t)| dt,
0∫

−∞

eγt|G(t)| dt

конечны для некоторых ξ > γ ∈ R и аналогично для N и G′. Выпишем харак-
теристическое уравнение для уравнения (2). Допустим, что уравнение (2) имеет
решение X(t), суммируемое с весовой функцией exp(γ1t), t ≥ 0, при некотором
γ1 ≤ γ:

∞∫
0

eγ1t|X(t)| dt <∞.

Потребуем, чтобы X(t)eγ1t → 0 при t → ∞. Условия теоремы 1 (см. § 4) обес-
печивают выполнение этих соотношений. Обозначим

F1(t) := 1[0,∞)(t)

 ∞∫
t

M(du)G′(t− u) +
∞∫
t

N(du)G(t− u)


(1A(x) — индикаторная функция множества A). Полагая в лемме 3 (см. § 4)

ϕ(t) := eγt, имеем
∞∫
0
eγt|F1(t)| dt <∞. Перепишем уравнение (2) в виде

∞∫
0

M(du)X ′(t− u) +
∞∫
0

N(du)X(t− u)

=
t∫

0

M(du)X ′(t−u)+
t∫

0

N(du)X(t−u)+
∞∫
t

M(du)G′(t−u)+
∞∫
t

N(du)G(t−u)

= M ∗X ′(t) + N ∗X(t) + F1(t) = F (t).

Переходя к преобразованиям Лапласа и учитывая равенство

(X ′)∧(s) :=
∞∫
0

estX ′(t) dt = −s
∞∫
0

estX(t) dt−X(0) =: −sX̂(s)−X(0),
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получаем

[N̂(s)− sM̂(s)]X̂(s) = F̂ (s)− F̂1(s) + M̂(s)G(0), s ∈ �(γ1),

X̂(s) = [N̂(s)− sM̂(s)]−1[F̂ (s)− F̂1(s) + M̂(s)G(0)]. (4)

Правая часть равенства (4) определена в точках полуплоскости �(γ), в которых
det[N̂(s)− sM̂(s)] не обращается в нуль. Назовем уравнение

det[N̂(s)− sM̂(s)] = 0 (5)

характеристическим уравнением для (2). Корни уравнения (5) существенным
образом влияют на асимптотику решения X(t). Будем предполагать, что мно-
жество Z = {s1, s2, . . . , sl} корней характеристического уравнения, лежащих в
полуплоскости �(γ), конечно и что Re sj < γ, j = 1, . . . , l. Не исключаем случая
Z = ∅. Кратностью корня sj уравнения (5) называется положительное целое
число mj такое, что det[N̂(s)− sM̂(s)] = (s− sj)mjgj(s), gj(sj) 6= 0. Обозначим
через

mj∑
k=1

(−1)k
bjk

(s− sj)k

главную часть разложения в ряд Лорана в окрестности изолированной особой
точки s = sj ∈ Z матричной аналитической функции

[N̂(s)− sM̂(s)]−1[F̂ (s)− F̂1(s) + M̂(s)G(0)].

Пусть Ej — комплекснозначная мера с плотностью 1(0,∞)(x)e−sjx, преобразова-
ние Лапласа этой меры равно Êj(s) = 1/(sj − s), Re(s− sj) < 0. Определим по
индукции k-кратную свертку E k∗j меры Ej : E 1∗

j := Ej , E
(k+1)∗
j := E k∗j ∗Ej , k ≥ 1.

Функция 1(0,∞)(x)xk−1e−sjx/(k − 1)! равна плотности меры E k∗j . Выражение

X̂(s)−
l∑

j=1

mj∑
k=1

(−1)k
bjk

(s− sj)k

представляет собой преобразование Лапласа r̂(s) некоторой матричной функ-
ции r(t) — остатка искомого асимптотического разложения, которое будет вы-
глядеть следующим образом:

X(t) =
l∑

j=1

mj∑
k=1

bjk
tk−1e−sjt

(k − 1)!
+ r(t). (6)

§ 3. Банаховы алгебры функций

Опишем вкратце класс функций, в терминах которых будут выражаться
асимптотические свойства исходной матричной функции F (t) и остатка r(t);
подробное изложение данного материала приведено в [1, § 3]. Для полумуль-
типликативной функции ϕ(x) на [0,∞) (ϕ(0) = 1, ϕ(x + y) ≤ ϕ(x)ϕ(y)) имеют
место соотношения [7, теорема 7.6.1]

γ := γ(ϕ) := lim
x→∞

lnϕ(x)
x

= inf
x>0

lnϕ(x)
x

<∞. (7)
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Полумультипликативные функции, определенные на R, обладают следующим
свойством (см. [7, теорема 7.4.1]):

Mϕ := sup
|x|≤1

ϕ(x) <∞. (8)

Обозначим через S̃ϕ+ полное нормированное кольцо всех измеримых комплекс-
нозначных функций f(x), x ≥ 0, таких, что

‖f‖ϕ =
∞∫
0

|f(x)|ϕ(x) dx <∞;

под умножением двух элементов f, g ∈ S̃ϕ+ понимается их свертка f ∗ g(x). Бу-
дем отождествлять произвольную абсолютно непрерывную меру f на [0,∞) с
классом эквивалентных функций f(x), x ≥ 0, каждая из которых может рас-
сматриваться как производная Радона — Никодима этой меры относительно
меры Лебега на [0,∞). Через Sϕ+ обозначим банахову алгебру, полученную из
S̃ϕ+ присоединением единицы δ0 (атомическая мера массы 1, сосредоточенная
в 0). Будем использовать соглашение: если f = αδ0 + f1(x) ∈ Sϕ+, то f(dx) :=
αδ0(dx)+f1(x) dx. Преобразование Лапласа f̂(s) элемента f = αδ0+f1(x) ∈ Sϕ+
равно

f̂(s) = α+
∞∫
0

esxf1(x) dx =
∞∫
0

esx f(dx).

Пусть τ(x), x ≥ 0, — ограниченная измеримая по Борелю положительная функ-
ция такая, что

lim
x→∞

{τ(x)}1/x = 1, Mτ := sup
x≥0,|y|≤1

τ(x)
τ(x− y)

<∞, (9)

где τ(x) := τ(0), x < 0. Для f ∈ S̃ϕ+ положим

Pτ (f) = ess sup
x≥0

|f(x)|ϕ(x)
τ(x)

.

Обозначим
Ã = Ã (ϕ, τ) := {f ∈ S̃ϕ+ : Pτ (f) <∞},

ÃL = ÃL (ϕ, τ) :=
{
f ∈ Ã : существует lim

x→∞

f(x)ϕ(x)
τ(x)

=: L (f)
}
.

Для f ∈ Ã положим ‖f‖ϕ,τ := C{‖f‖ϕ + Pτ (f)}. Совокупность Ã — полное
коммутативное нормированное кольцо без единицы относительно нормы ‖ · ‖ϕ, τ
при выполнении условия (11) в [1]. Будем предполагать, что ÃL — замкнутое
подкольцо нормированного кольца Ã и выполняется соотношение

L (f ∗ g) = L (f)ĝ(γ) +L (g)f̂(γ) (10)

для любых f, g ∈ ÃL . При построении конкретных колец типа ÃL важную
роль играет условие

lim
x→∞

ϕ(x)τ(x− y)
ϕ(x− y)τ(x)

= exp(γy), (11)
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которое выполняется, если существует lim
x→∞

ϕ(x)τ(x− y)/{ϕ(x− y)τ(x)}. Поло-
жительная функция L(x), x ≥ 0, называется медленно меняющейся на беско-
нечности, если L(tx)/L(x) → 1 при x → ∞ и любом t > 0 [8, §VIII.8]. Для
наглядности можно представлять себе ÃL как объект, образованный с пока-
зательной функцией в качестве ϕ(x) и с правильно меняющейся функцией в
качестве τ(x): ϕ(x) = exp(γx) и τ(x) = xαL(x), где α ≤ −1, а L(x) медлен-
но меняется на бесконечности. Через AL будем обозначать банахову алгебру,
полученную из ÃL присоединением единицы δ0.

Пусть S(ϕ) — совокупность комплексных функций множества (мер) ν, опре-
деленных и σ-аддитивных на всех ограниченных борелевских подмножествах
[0,∞), таких, что

‖ν‖ϕ =
∞∫
0

ϕ(x) |ν|(dx) <∞,

где |ν| — полная вариация меры ν. Сверткой σ-конечных мер ν и κ, сосредо-
точенных на [0,∞), называется мера

ν ∗ κ(A) :=
∫∫

{x+y∈A}

ν(dx) κ(dy) =
∞∫
0

ν(A− y) κ(dy) =
∞∫
0

κ(A− y) ν(dy),

здесь A — произвольное ограниченное борелевское подмножество [0,∞) и A −
y = {x ∈ R : x + y ∈ A}. Совокупность S(ϕ) — коммутативная комплексная
банахова алгебра относительно нормы ‖ · ‖ϕ и свертки мер в качестве операции
умножения, единицей в S(ϕ) служит мера δ0 (см. [7, § 4.16]). Положим

T (s0)f(x) :=
∞∫
x

e−s0(x−y) f(dy), x ≥ 0,

где f ∈ Sϕ+ и Re s0 < γ. Тогда (см. [1, теорема 2, замечание 4])

T (s0)f ∈ S̃ϕ+, {T (s0)f}∧(s) =
f̂(s)− f̂(s0)

s− s0
, s ∈ �(γ).

§ 4. Основной результат

Для произвольной меры µ обозначим через µc ее абсолютно непрерывную
компоненту относительно меры Лебега, а через µs — ее сингулярную часть:
µs := µ−µc, т. е. µs = µd +µs, где µd — дискретная компонента меры µ, а µs —
ее сингулярная компонента в обычном смысле. Пусть A — числовая матрица
размера n × n и σ(A) — совокупность всех ее собственных значений. Число
%(A) := max{|λ|:λ ∈ σ(A)} называется спектральным радиусом матрицы A.
Нам потребуется следующее условие, относящееся к сингулярности матричной
меры M :

%

 ∞∫
0

eγx |(M0)s|(dx)

 < 1. (S)

В рассматриваемом случае, когда M({0}) = I, условие (S) выражает собой в
определенном смысле доминирование производных с аргументом без запаздыва-
ния над совокупным вкладом в уравнение (2) производных с запаздывающими
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аргументами. Уравнения (2) запаздывающего типа автоматически удовлетво-
ряют условию (S), так как в этом случае M0 = 0. Условие (S), таким образом,
налагает ограничения только на уравнения нейтрального типа. Заметим так-
же, что если матричная мера M0 абсолютно непрерывна относительно меры
Лебега, то условие (S) выполняется.

Нам понадобятся следующие леммы, доказательства которых будут прове-
дены в § 5.

Лемма 1. Пусть A(θ) — скалярная матрица, элементы которой зависят
от параметра θ ∈ � и не превосходят по абсолютной величине соответствую-
щих элементов скалярной матрицы A0: sup

θ∈�
|A(θ)| ≤ A0. Предположим, что

%(A0) < 1. Тогда � = inf
θ∈�

|det[1−A(θ)]| > 0.

Лемма 2. Пусть M , N — σ-конечные комплекснозначные матричные ме-
ры на [0,∞) такие, что при некотором ξ > γ

∞∫
0

eξx |M |(dx) <∞,

∞∫
0

eξx |N |(dx) <∞.

Предположим, что выполнено условие (S). Тогда множество корней характе-
ристического уравнения (5), лежащих в полуплоскости �(γ), конечно.

Будем далее предполагать, что ϕ(t), t ≥ 0, — полумультипликативная
функция такая, что ϕ(t)/ exp(γt), t ≥ 0, — неубывающая функция, а функ-
ция τ(t) такова, что совокупность AL — банахова подалгебра алгебры A , для
всех f , g ∈ AL справедливо равенство (10) и для любого y ∈ R существует
предел (11).

Лемма 3. Пусть функция g(t), t ≤ 0, такова, что
0∫

−∞
eγt|g(t)| dt < ∞ при

некотором γ ∈ R. Предположим, что µ — σ-конечная комплекснозначная ме-

ра, причем
∞∫
0
eξx |µ|(dx) < ∞ для некоторого ξ > γ. Тогда сужение функции

∞∫
t
g(t− u)µ(du) на [0,∞) принадлежит S̃ϕ+.

Лемма 4. Пусть g ∈ AL и µ — σ-конечная комплекснозначная мера на

[0,∞) такая, что
∞∫
0
eξx|µ|(dx) <∞, где ξ > γ. Тогда функция g ∗ µ(x), x ≥ 0, —

элемент банаховой алгебры AL и L (g ∗ µ) = L (g)µ̂(γ).

Лемма 5. Пусть µ — σ-конечная комплекснозначная мера на [0,∞) такая,

что
∞∫
0
eξx |µ|(dx) < ∞, где ξ > γ, и пусть функция g(t), t ∈ (−∞, 0], обладает

свойствами
0∫

−∞

eγt|g(t)| dt <∞, c(g) := ess sup
x≤0

eγx|g(x)| <∞.

Тогда функция
∞∫
t
g(t− y)µ(dy), t ≥ 0, принадлежит банаховой алгебре AL и

L

 ∞∫
t

g(t− y)µ(dy)

 = 0.
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Сформулируем основной результат.

Теорема 1. Предположим, что выполнено условие (S). Пусть M , N —
σ-конечные комплекснозначные матричные меры на [0,∞) такие, что при неко-
тором ξ > γ

∞∫
0

eξx |M |(dx) <∞,

∞∫
0

eξx |N |(dx) <∞,

и пусть матричная функция G(t) удовлетворяет неравенствам

0∫
−∞

eγt|G(t)| dt <∞, C(G) := ess sup
x≤0

eγx|G(x)| <∞.

Предположим, что такие же неравенства выполняются для ее производной G′(t).
Допустим, что F ∈ AL , т. е. 1) ess sup

x≥0
|F (x)|ϕ(x)/τ(x) < ∞ и 2) существует

предел L (F ) = lim
x→∞

F (x)ϕ(x)/τ(x). Тогда для решения X(t) уравнения (2)
с начальным условием (3) справедливо разложение (6), в котором остаток r
принадлежит AL , т. е. ess sup

x≥0
|r(x)|ϕ(x)/τ(x) < ∞ и существует предел L (r),

причем

L (r) := (L (rij)) = lim
t→∞

r(t)ϕ(t)
τ(t)

= [N̂(γ)− γM̂(γ)]−1
L (F ).

Доказательство. Известно (см. [9, § 7.2]), что собственные значения мат-
рицы непрерывно зависят от ее элементов. Следовательно, спектральный ради-
ус матрицы также непрерывно зависит от ее элементов. Поэтому в силу непре-
рывности преобразования Лапласа отсюда вытекает, что условие (S) справед-
ливо при замене γ на γ2 > γ, достаточно близкое к γ. По лемме 2 множество
Z2 ⊇ Z корней характеристического уравнения (5), лежащих в полуплоскости
�(γ2), конечно. Уменьшая γ2, можно добиться того, что Z2 = Z при γ2 > γ.

Выберем σ > γ2. Положим p :=
l∑

j=1
mj и

v(s) :=
det[N̂(s)− sM̂(s)](s− σ)p

(s− σ)n
l∏

j=1
(s− sj)mj

, s ∈ �(γ2),

доопределив значения функции v(s) в точках s1, . . . , sl по непрерывности. По-
ложим ϕ1(x) := exp(γ2x), x ≥ 0. Пусть Eσ — мера с плотностью Eσ(t) =
1(0,∞)(t)e−σt. Очевидно, что Eσ ∈ S(ϕ1) (см. (7)). Покажем, что функция
v(s), s ∈ �(γ2), — преобразование Лапласа V̂ (s) некоторой меры V ∈ S(ϕ1).
Сначала рассмотрим функцию

u(s) :=
det[N̂(s)− sM̂(s)]

(s− σ)n
.

Функция det[N̂(s)− sM̂(s)] равна линейной комбинации произведений вида

[N̂1j1(s)− sM̂1j1(s)][N̂2j2(s)− sM̂2j2(s)] . . . [N̂njn(s)− sM̂njn(s)],
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здесь j1j2 . . . jn — перестановка чисел 1, 2, . . . , n. Такое произведение можно

представить в виде суммы
n∑

m=0
smqm(s), где qm(s) — конечная сумма произве-

дений m сомножителей вида M̂ij(s) и n−m сомножителей вида N̂ij(s). Таким
образом, qm(s) — преобразование Лапласа Q̂m(s) некоторой меры Qm ∈ S(ϕ1).
Разлагая рациональную функцию sm/(s− σ)n на простые дроби, получаем

1
(s− σ)n

n∑
m=0

smqm(s) =
n∑

m=0

m∑
k=0

(
m

k

)
σm−kqm(s)
(s− σ)n−k

.

Отсюда вытекает, что левая часть этого равенства представляет собой преобра-
зование Лапласа меры

n∑
m=0

m∑
k=0

(
m

k

)
(−1)n−kσm−kQm ∗ E (n−k)∗

σ ,

принадлежащей банаховой алгебре S(ϕ1). Поскольку u(s) — линейная комби-
нация преобразований Лапласа таких мер, очевидно, что u(s), s ∈ �(γ2), —
преобразование Лапласа Û(s) меры U ∈ S(ϕ1).

Снова разлагая рациональную функцию на простые дроби, получаем

v(s) = u(s)
(s− σ)p

l∏
j=1

(s− sj)mj

= u(s)

{
1 +

l∑
j=1

mj∑
k=1

cjk
(s− sj)k

}
,

где cjk — константы. Согласно лемме 2 из [1] выражение u(s)/(s − sj)k явля-
ется преобразованием Лапласа абсолютно непрерывной меры T (sj)kU , принад-
лежащей банаховой алгебре S(ϕ1). Подытоживая, видим, что v(s) = V̂ (s), где
V ∈ S(ϕ1). Меру V можно представить в виде V = U + V1, где мера V1 абсо-
лютно непрерывна. Покажем, что элемент V обратим в S(ϕ1), т. е. найдется
элемент V −1 ∈ S(ϕ1) такой, что V ∗V −1 = δ0. Пусть M — пространство макси-
мальных идеалов алгебры S(ϕ1). Из теории банаховых алгебр (нормированных
колец) известны следующие факты [10]. Каждый максимальный идеал M ∈M
порождает некоторый гомоморфизм h : S(ϕ1) → C, и M — ядро этого гомомор-
физма. Обозначим через ν(M) значение h на ν ∈ S(ϕ1). Элемент ν ∈ S(ϕ1)
имеет обратный тогда и только тогда, когда ν не принадлежит никакому мак-
симальному идеалу M ∈M . Иными словами, ν обратим тогда и только тогда,
когда ν(M) 6= 0 при любом M ∈M .

Пространство M разбивается на два множества: M1 — множество макси-
мальных идеалов, не содержащих совокупности L(ϕ1) всех абсолютно непре-
рывных мер из S(ϕ1), и M2 = M \ M1. Если M ∈ M1, то порожденный
им гомоморфизм имеет вид h(ν) = ν̂(s0), где s0 ∈ �(γ2). В этом случае
M = {ν ∈ S(ϕ1) : ν̂(s0) = 0} [7, гл. IV, § 4]. Если M ∈ M2, то ν(M) = 0
для любого ν ∈ L(ϕ1). Пусть M0 — максимальный идеал в S(ϕ1) такой, что
соответствующий ему гомоморфизм имеет вид h(ν) = ν({0}), ν ∈ S(ϕ1). Поло-
жимM3 =M2 \{M0}. Покажем, что V (M) 6= 0 для любого M ∈M , тем самым
установим существование обратного элемента V −1 ∈ S(ϕ1). Если M ∈ M1, то
при некотором s0 ∈ �(γ2) имеем V (M) = V̂ (s0) 6= 0 по построению. Для M0

V (M0) = U(M0) = U({0}) = lim
s→−∞

u(s) = lim
s→−∞

det
[
N̂(s)
s− σ

− sM̂(s)
s− σ

]
= (−1)n det[ lim

s→−∞
M̂(s)] = (−1)n det[M({0})] = (−1)n det I = (−1)n 6= 0.
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Пусть M ∈ M3. Очевидно, что V (M) = U(M). Рассмотрим матрицу P̂ (s) :=
[N̂(s)−sM̂(s)]/(s−σ), являющуюся преобразованием Лапласа матричной меры
P = (σM − N) ∗ Eσ − M ∈ S(ϕ1), и det P̂ (s) = u(s). Очевидно, что P (M) =
−M(M) и, следовательно, U(M) = det P (M) = (−1)n detM(M). По теореме
о строении произвольного гомоморфизма h : S(ϕ1) → C (см. [11, теорема 1,
замечание 3])

h(ν) =
∞∫
0

χ(x, ν) exp(βx) ν(dx), ν ∈ S(ϕ1), (12)

где β — вещественное число такое, что β ≤ γ, а функция χ(x, ν) двух перемен-
ных x ∈ [0,∞) и ν ∈ S(ϕ1) — обобщенный характер, из свойств которого нам
потребуется лишь следующее: |ν|-ess sup

x∈[0,∞)
|χ(x, ν)| ≤ 1. Справедливы очевидные

равенства

M(M) = [M({0})δ0 + M0](M) = M({0}) + M0(M) = I + M0(M).

Покажем, что %[M0(M)] < 1, откуда будет вытекать, что матрица M(M) обра-
тима, т. е. detM(M) 6= 0. Имеем (см. (12))

M0(M) = (M0)s(M) =

 ∞∫
0

χ(x, [(M0)ij ]s) exp(βx)[(M0)ij ]s(dx)

.

Матрица справа по модулю не превосходит матрицы
∞∫
0
eγ2x|(M0)s|(dx), которую

обозначим через C. Поэтому %[M0(M)] ≤ %(C) < 1 согласно теореме 8.1.18 из
[12] и условию (S), которое выполняется, если заменить γ на γ2, достаточно
близкое к γ. Неравенство %[M0(M)] < 1 установлено. Таким образом, V (M) 6= 0
для любого M ∈ M3, и по доказанному ранее V (M) 6= 0 при всех M ∈ M .
Обратимость элемента V ∈ S(ϕ1) установлена.

Рассмотрим вспомогательную матрицу

q(s) :=

l∏
j=1

(s− sj)mj

(s− σ)p
[N̂(s)− sM̂(s)]−1, s ∈ �(γ) \Z . (13)

Покажем, что она является матрицей преобразований Лапласа некоторой мат-
рицы Q мер из S(ϕ1). Присоединенная матрица P̂ (s)∨ является матрицей пре-
образований Лапласа для некоторой матрицы, скажем D, мер из S(ϕ1). Вос-
пользуемся очевидным равенством

[N̂(s)− sM̂(s)]−1 =
1

s− σ

[
N̂(s)− sM̂(s)

s− σ

]−1

и представим q(s) в виде

q(s) =

l∏
j=1

(s− sj)mj

(s− σ)p
1

s− σ

P̂ (s)∨

det P̂ (s)
.

Поскольку det P̂ (s) = u(s), имеем

q(s) =
1

s− σ

P̂ (s)∨

v(s)
.
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Таким образом, q(s) — матрица преобразований Лапласа для матрицы мер

Q = (Qij) := −Eσ ∗ V −1 ∗D ∈ S(ϕ1). (14)

Более того, Q ∈ AL и L (Q) = 0. Действительно, по лемме 3 в [1] Eσ ∈
AL и L (Eσ) = 0. Воспользуемся леммой 4, полагая g = Eσ ∈ AL , ξ = γ2 и
µ = (V −1 ∗ D)ij ∈ S(ϕ1) для всех пар индексов (i, j). Видим, что Q ∈ AL и
L (Q) = −L (Eσ)(V −1 ∗D)∧(γ) = 0.

Завершим доказательство теоремы 1. Имеем (см. (4))

X̂(s) = [N̂(s)− sM̂(s)]−1[F̂ (s)− F̂1(s) + M̂(s)G(0)]

=
(s− σ)p

l∏
j=1

(s− sj)mj

q(s)[F̂ (s)− F̂1(s) + M̂(s)G(0)]

=

[
1 +

l∑
j=1

mj∑
k=1

cjk
(s− sj)k

]
q(s)[F̂ (s)− F̂1(s) + M̂(s)G(0)]. (15)

Положим
W := Q ∗ [F − F1 + MG(0)]. (16)

Тогда
Ŵ(s) = q(s)[F̂ (s)− F̂1(s) + M̂(s)G(0)].

Согласно лемме 5 имеем F1 ∈ AL и L (F1) = 0. Полагая в лемме 4 µ = Mij и
g равной плотности меры Qkl, получаем Q ∗MG(0) ∈ AL и

L [Q ∗MG(0)] = L (Q)M̂(γ)G(0) = 0.

В итоге имеем W ∈ AL и, применяя соотношение (10),

L (W) = q(γ)L (F ). (17)

Перепишем (15) в виде

X̂(s) =

[
1 +

l∑
j=1

mj∑
k=1

cjk
(s− sj)k

]
Ŵ(s)

и осуществим следующие преобразования:

Ŵ(s)
(s− sj)k

=
Ŵ(sj)

(s− sj)k
+

Ŵ(s)− Ŵ(sj)
(s− sj)k

=
k−1∑
i=0

wi,j(sj)
(s− sj)k−i

+ wk,j(s),

w0,j(s) := Ŵ(s), wi,j(s) :=
wi−1,j(s)−wi−1,j(sj)

s− sj
, i = 1, . . . ,mj .

Согласно теоремам 2 и 3 в [1] матричная функция wi,j(s) является преоб-
разованием Лапласа меры Wi,j := T (sj)iW ∈ AL , для которой L (Wi,j) =
L (W)/(γ − sj)i. В итоге в силу единственности разложения аналитической
функции в ряд Лорана в окрестности изолированной особой точки получаем

X̂(s) =
l∑

j=1

qj∑
k=1

(−1)k
Bjk

(s− sj)k
+ Ŵ(s) +

l∑
j=1

mj∑
k=1

cjkŴk,j(s). (18)
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Из вышесказанного ясно, что функция

r̂(s) := Ŵ(s) +
l∑

j=1

mj∑
k=1

cjkŴk,j(s), s ∈ �(γ),

— преобразование Лапласа некоторой матрицы мер r ∈ AL , причем элемен-
ты матрицы r — абсолютно непрерывные меры, поскольку в предшествующих
рассуждениях W — матрица абсолютно непрерывных мер (см. (14) и (16)),
а применение операторов T (sj)k к мерам дает абсолютно непрерывные меры.
Чтобы получить искомое асимптотическое разложение (6), осталось перейти в
равенстве (18) от преобразований Лапласа к прообразам.

Вычислим L (r). Воспользуемся равенствами (13), (17) и теоремой 3 в [1].
Имеем

L (r) = L (W) +
l∑

j=1

mj∑
k=1

cjkL (Wk,j)

= L (W) +
l∑

j=1

mj∑
k=1

cjk
L (W)

(γ − sj)k
= L (W)

(γ − σ)p
l∏

j=1
(γ − sj)mj

= q(γ)L (F )
(γ − σ)p

l∏
j=1

(γ − sj)mj

= [N̂(γ)− γM̂(γ)]−1
L (F ).

Теорема 1 доказана.

Запись f(t) ∼ cg(t), t → ∞, означает lim
t→∞

f(t)/g(t) = c. Имеет место на-
глядное

Следствие 1. Предположим, что выполнены условия теоремы 1, в кото-
рой ϕ(t) = exp(γt) и функция τ(t) = tαL(t) правильно меняется на бесконечно-
сти с показателем α ≤ −1. Допустим, что

F (t) ∼ L (F )
tαL(t)
eγt

, t→∞.

Тогда для решения X(t) уравнения (2) с начальным условием (3) справедливо
разложение (6), в котором

r(t) ∼ [N̂(γ)− γM̂(γ)]−1
L (F )

tαL(t)
eγt

, t→∞.

§ 5. Доказательства лемм

Доказательство леммы 1. Допустим противное: � = 0. Пусть после-
довательность {θn} такова, что det[I −A(θn)] → 0 при n→∞. Тогда найдутся
подпоследовательность {θnk} и скалярная матрица A такие, что A(θnk) → A
при k →∞. Известно (см. [9, § 7.2]), что собственные значения матрицы непре-
рывно зависят от ее элементов. Следовательно, спектральный радиус матрицы
также непрерывно зависит от ее элементов. Поэтому

%(A) = lim
k→∞

%[A(θnk)] ≤ %(A0) < 1,
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здесь мы воспользовались известным свойством спектрального радиуса матри-
цы: |B| ≤ A ⇒ %(B) ≤ %(A) [12, теорема 8.1.18]. Таким образом, единица не
может быть собственным значением матрицы A. В силу непрерывной зависи-
мости определителя матрицы от ее элементов

0 = lim
k→∞

det[I −A(θnk)] = det(I −A) 6= 0.

Полученное противоречие доказывает лемму.

Доказательство леммы 2. Положим L(s) := det[N̂(s) − sM̂(s)]. Рас-
суждаем от противного. Допустим, что существует бесконечная последователь-
ность различных точек sk ∈ �(γ) такая, что L(sk) = 0. Последовательность
{sk} стремится к∞, поскольку иначе {sk} имела бы предельную точку s0 ∈ �(γ)

и функция L(s), аналитическая во внутренности
◦
�(ξ) ⊃ �(γ) полуплоскости

�(ξ), равнялась бы тождественно нулю по теореме единственности [13, гл. 3,
п. 6.1]. Пусть в дальнейшем |s| ≥ 1. Положим K(s) := det[M̂(s) − N̂(s)/s].
Очевидно, что L(s) = (−s)nK(s). Пусть 1 — матрица размера n × n, все эле-
менты которой равны 1. Имеем (по предположению M({0}) = I)

M̂(s) = I +
∞∫
0

esx Mc(dx) +
∞∫

0+

esx Ms(dx).

По лемме Римана — Лебега второе слагаемое в правой части стремится к нуле-
вой матрице при s→∞, s ∈ �(γ). Согласно условию (S) спектральный радиус
третьего слагаемого меньше единицы:

%

 ∞∫
0+

esx Ms(dx)

 ≤ %

 ∞∫
0+

eγx |Ms|(dx)

 =: % < 1.

Пусть ε > 0 такое, что %+ ε < 1. Выберем δ = δ(ε) > 0 так, что

%

 ∞∫
0+

eγx |Ms|(dx) + δ1

 < %+ ε.

Это возможно в силу непрерывной зависимости спектрального радиуса матри-
цы от ее элементов. Очевидно, что |N̂(s)/s| ≤ |̂N |(γ)/|s|. Выберем β > 0 так,
что при |s| ≥ β

|̂N |(γ)/|s| ≤ (δ/2)1,

∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

esx Mc(dx)

∣∣∣∣∣∣ ≤ (δ/2)1.

Полагая в лемме 1 θ = s, � = �(γ) ∩ {s ∈ C : |s| ≥ β},

A(s) = N̂(s)/s−
∞∫

0+

esx M(dx), A0 =
∞∫

0+

eγx |Ms|(dx) + δ1,

приходим к соотношению

|K(s)| =

∣∣∣∣∣∣ det

I − N̂(s)/s+
∞∫

0+

esx M(dx)

∣∣∣∣∣∣ ≥ � > 0
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при всех s ∈ �(γ) ∩ {s ∈ C : |s| ≥ β}.
Следовательно, |L(sk)| ≥ |sk|n�→∞ при k →∞, что приводит к противо-

речию с предположением L(sk) = 0. Лемма 2 доказана.

Доказательство леммы 3. Продолжим функцию ϕ(x) с сохранением
полумультипликативности на всю прямую R равенством ϕ(x) := exp(γx), x < 0.
Имеем

∞∫
0

ϕ(x)

∣∣∣∣∣∣
∞∫
x

g(x− u)µ(du)

∣∣∣∣∣∣ dx ≤
∞∫
0

∞∫
x

ϕ(x− u)|g(x− u)|ϕ(u)|µ|(du) dx

=
∞∫
0

 0∫
−u

ϕ(v)|g(v)| dv

ϕ(u) |µ|(du) ≤
0∫

−∞

eγv|g(v)| dv
∞∫
0

ϕ(u) |µ|(du) <∞,

так как в произведении интегралов первый интеграл конечен по предположе-
нию, а конечность второго вытекает из предположения относительно меры µ,
соотношений (7) и того факта, что полумультипликативные функции, продол-
жаемые на всю вещественную прямую R, ограничены на ограниченных интер-
валах (см. [7, теорема 7.4.1]). Лемма 3 доказана.

Доказательство леммы 4. Оно практически совпадает с доказатель-
ством леммы 4 в [1]. Укажем лишь на незначительные изменения, которые
необходимо внести в доказательство леммы 4 в [1], так как в формулировке
леммы 4 в [1] присутствует условие ξ > max(0, γ), в то время как в доказывае-
мой лемме ξ > γ. Итак, чтобы доказать лемму 4, достаточно в доказательстве
леммы 4 в [1] заменить оценку (26) для �(x) и константу C1 следующим тек-
стом:

�(x) =

[x]+1∫
x

τ(x− y)
ϕ(x− y)

ϕ(x)
τ(x)

gµ(y) dy ≤ τ(0)e|γ|ϕ(x)µ([[x], [x] + 1))
τ(x)

.

Представляя [x] в виде [x] = x − θ, где θ ∈ [0, 1), и разбирая отдельно случаи
ξ ≥ 0 и ξ < 0, приходим к оценке

µ([[x], [x] + 1)) ≤ e|ξ|e−ξx
[x]+1∫
[x]

eξy µ(dy).

Следовательно,

�(x) ≤ C1
e−ξxϕ(x)
τ(x)

,

где

C1 = τ(0)e|γ|+|ξ|
∞∫
0

eξy µ(dy) <∞

по предположению. Лемма 4 доказана.

Доказательство леммы 5. Обозначим

f(t) =
∞∫
t

g(t− y)µ(dy), t ≥ 0.
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По лемме 3 f ∈ S̃ϕ+. Продолжим функцию ϕ(x) с сохранением полумультипли-
кативности на всю прямую R, полагая ϕ(x) := exp(γx), x < 0. Так как∣∣∣∣∣∣

∞∫
x

g(x− y)µ(dy)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫
x

|g(x− y)| |µ|(dy),

можно, не ограничивая общности, считать, что g(x) ≥ 0 п. в. и µ ≥ 0. Кроме
того, изменение функции g(x) на множестве лебеговой меры нуль приводит к
изменению функции f(x) самое большее на множестве меры нуль, т. е. эта про-
цедура не выводит функцию f(x) из класса эквивалентных функций, поэтому
можно также предположить, что c(g) = sup

x≤0
eγxg(x) <∞. Имеем

ϕ(x)f(x)
τ(x)

=
ϕ(x)
τ(x)

∞∫
x

g(x− y)µ(dy)

≤ 1
τ(x)

∞∫
x

ϕ(x− y)g(x− y)ϕ(y)µ(dy) ≤ c(g)
τ(x)

∞∫
x

ϕ(y)µ(dy).

Из соотношений (7) и (9) вытекает, что правая часть стремится к 0 при x→∞.
Действительно,

1
x

ln(e−ξxϕ(x)) → −ξ + γ < 0, x→∞,

т. е. e−ξxϕ(x) ≤ e−δx при достаточно больших x, здесь δ ∈ (0, ξ − γ). Таким
образом, справедлива оценка

c(g)
τ(x)

∞∫
x

ϕ(y)µ(dy) =
c(g)
τ(x)

∞∫
x

ϕ(y)
eξy

eξy µ(dy)

≤ c(g)
τ(x)

(
sup
y≥x

ϕ(y)
eξy

) ∞∫
x

eξy µ(dy) ≤ c(g)e−δx

τ(x)

∞∫
x

eξy µ(dy) → 0, x→∞,

так как дробь в правой части стремится к 0 в силу первого из соотношений (9),
а интеграл есть o(1) при x → ∞. Итак, показали, что L (f) = 0. В частности,
sup
x≥B

ϕ(x)f(x)/τ(x) <∞ при достаточно большом B. Представляя 1/τ(x) и ϕ(x)

в виде

1
τ(x)

=
1

τ(0)
τ(0)
τ(1)

τ(1)
τ(2)

. . .
τ([x]− 1)
τ([x])

τ([x])
τ(x)

, ϕ(x) =
ϕ(1)
ϕ(0)

. . .
ϕ([x])

ϕ([x]− 1)
ϕ(x)
ϕ([x])

и применяя соотношения (9) и (8), получаем

sup
x∈[0,B]

ϕ(x)f(x)
τ(x)

≤ M [B]+1
τ max{1, ϕ[B](1)}Mϕ

τ(0)
sup

x∈[0,B]

1
eγx

∞∫
x

eγ(x−y)g(x− y)eγy µ(dy)

≤ M [B]+1
τ max{1, ϕ[B](1)}Mϕ

τ(0)
e|γ|Bc(g)

∞∫
0

eγy µ(dy) <∞.
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Таким образом, Pτ (f) <∞, и, следовательно, f ∈ AL . Лемма 5 доказана.

Замечание 1. Как отметил рецензент в отзыве на первоначальную руко-
пись статьи, можно отказаться от требования непрерывной стыковки решения
и начальной функции (см. определение 2) и считать начальную функцию ну-
левой, что упростит формулировки и доказательство. Эти вопросы подробно
обсуждаются в [14].

Замечание 2. По недосмотру автора в работе [1] допущена опечатка в

комментарии к условию (S): вместо неравенства |a0m| >
n∑

k=1
|akm| следует чи-

тать |a0m| >
n∑

k=1
|akm|eγhk .
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