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Аннотация. Построен оператор восстановления мультипликативных преобразова-
ний функций из анизотропных пространств по их значениям в заданном числе
точек. Показано, что погрешность восстановления функции из Wα

p по порядку
совпадает с соответствующим ортопоперечником.

Ключевые слова: оператор восстановления функций, пространство с доминиру-
ющей смешанной производной, ортопоперечник.

1. Введение. Пусть f ∈ L1[0, 1]n, λ = {λk}k∈Zn — последователь-
ность комплексных чисел. Определим мультипликативное преобразование в
виде формального ряда

fλ =
∑
k∈Zn

λkf̂(k)e2πikx. (1)

Пусть (X,Y ) — пара функциональных пространств 1-периодических функций,
X вложено в C[0, 1]n, последовательность комплексных чисел λ = {λk}k∈Zn

является мультипликатором из пространства X в пространство Y , т. е.

sup
f 6=0

‖fλ‖Y
‖f‖X

<∞.

Задача заключается в нахождении узлов {tk}Mk=1 и функций {φk(x, λ)}Mk=1 таких,
чтобы скорость убывания погрешности

sup
‖f‖X=1

‖fλ −
M∑
k=1

f(tk)φk(x, λ)‖Y

в метрике Y была как можно большей при возрастании M к бесконечности.
Данная постановка задачи объединяет задачи приближенного восстанов-

ления интегралов, коэффициентов Фурье, функций, дробных производных и
дробных интегралов. Так, если

λk =
{

1 при k = (0, . . . , 0);
0 при k 6= (0, . . . , 0),

то получаем задачу численного интегрирования.
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Если

λk =
{

1 при k = (µ1, . . . , µn),
0 при k 6= (µ1, . . . , µn),

то соответствующий оператор восстанавливает коэффициент Фурье f̂(µ).
Если λ = {k̄β}k∈Z и β = 0, то приходим к задаче восстановления функций,

если β > 0 — дробной производной, если β < 0 — дробного интеграла.
Пусть 1 < p < ∞, f — 1-периодическая функция из Lp[0, 1]n с тригоно-

метрическим рядом Фурье
∑
k∈Zn

f̂(k)e2πikx. Будем считать, что f ∈ Wα
p [0, 1]n,

α = (α1, . . . , αn) > 0, если найдется fα ∈ Lp[0, 1]n, ряд Фурье которой совпадает

с рядом
∑
k∈Zn

k̄αf̂(k)e2πikx, где µx :=
n∑
j=1

µjxj , k̄α =
n∏
j=1

k̄
αj
j , k̄j = max{|kj |, 1},

j = 1, n,
‖f‖Wα

p [0,1]n := ‖fα‖Lp[0,1]n ,
и f ∈ Eα[0, 1]n, если конечна величина

‖f‖Eα := sup
k∈Zn

k̄α|f̂(k)|.

Задача оптимального восстановления функционалов по конечной информа-
ции поставлена в [1, 2]. Эта постановка обобщалась и развивалась в различных
направлениях [3–8].

Восстановлению функций из классов с доминирующей смешанной произ-
водной посвящены работы [9–16]. Соответствующие операторы восстановления
строятся либо рекуррентным образом [13, 14], либо с использованием оптималь-
ных сеток Коробова [9–12, 15, 16], нахождение которых является самостоятель-
ной задачей.

Целью данной работы является построение оператора восстановления для
анизотропных пространств в явном виде, для которого погрешность восстанов-
ления функций совпадает с порядком соответствующего ортопоперечника1):

d⊥M (X,Y ) = inf
{gj}Mj=1

sup
‖f‖X=1

∥∥∥∥∥f −
M∑
j=1

(f, gj)gj

∥∥∥∥∥
Y

,

здесь нижняя точная граница берется по всевозможным ортогональным систе-
мам {gj}Mj=1 из L∞[0, 1]n.

Мы рассматриваем задачу восстановления мультипликативных преобразо-
ваний функций из классов Wα

p [0, 1]n, Eα[0, 1]n, где α = (α1, . . . , αn):
0 < α0 = α1 = · · · = ατ < ατ+1 ≤ · · · ≤ αn. (2)

Пусть ψ : Zn+ → N — неубывающая по каждой переменной функция, т. е.

ψ(k1, . . . , ki, . . . , kn) ≤ ψ(k1, . . . , ki + 1, . . . , kn), i = 1, n.
Для функции f и последовательности комплексных чисел λ = {λk}k∈Zn опре-
делим преобразование:

Fm,ψ(f, λ;x) =
∑

ψ(k)=m,
k∈Nn

1
2|k|

∑
0≤r<2k

f
( r

2k
)
φk,r

(
x+

r

2k
;λ
)

=
∑

ψ(k)=m,
k∈Nn

1
2|k|

∑
0≤r<2k

f
( r1

2k1
, . . . ,

rn
2kn

)
φk,r

(
x1 +

r1
2k1

, . . . , xn +
rn
2kn

;λ
)
, (3)

1)Ортопоперчник введен В. Н. Темляковым в [17], см. также [18, 19].
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φk,r(x;λ) =
∑

1≤νj≤kj

(−1)

n−1∑
j=1

(rj+1) sgn(kj−νj) ∑
µ∈ρ(ν)

λµe
2πiµx. (4)

Здесь и далее |k| := k1 + · · ·+ kn,

ρ(ν) = {µ = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn : [2νj−2] ≤ |µj | < 2νj−1},

[x] — целая часть числа x, а также ν ≤ µ будет означать νj ≤ µj , j = 1, n.
Идея построения оператора Fm,ψ основана на том факте, что в простран-

ствах с доминирующей смешанной производной наилучшими аппроксимацион-
ными свойствами обладают тригонометрические полиномы со спектром из сту-
пенчатых гиперболических крестов (см. [18, 20, 21]). Оператор (3), (4) построен
так, что он точно восcтанавливает тригонометрические многочлены c гармони-
ками из соответствующих множеств, т. е. Fm,ψ(f, λ) точное для

f(x) =
∑
k∈Gm

ake
2πikx,

где
Gm =

⋃
ψ(ν)≤m,
ν∈Nn

ρ(ν).

При ψ(k) = k1 + · · ·+kn оператор Fm,ψ(f, λ) построен в работах [22–24], где
решена задача построения в явном виде оператора восстановления функций
из изотропных пространств Wα

p [0, 1]n, Eα[0, 1]n, α = (α, . . . , α). Кроме того,
получено представление разности fλ(x)−Fm,ψ(f, λ;x) в явном виде в терминах
тригонометрических коэффициентов Фурье функций f . Оценка погрешности
совпадает с порядком ортопоперечника в степенной шкале.

В случае анизотропных пространств, как показано С. А. Теляковским [21],
целесообразно использовать тригонометрические полиномы со спектром из спе-
циальных гиперболических крестов. Здесь этот эффект также имеет место.
Для приближенного восстановления функций (мультипликативных преобразо-
ваний функций) из анизотропных пространств Wα

p , E
α будем использовать опе-

ратор (3), (4) с

ψ0(k) = k1 + · · ·+ kτ + [γ(kτ+1 + · · ·+ kn)], (5)

где 1 < γ < ατ+1
α0

.
При 1 < p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞ показано, что

sup
‖f‖Wα

p
=1
‖f − Fm,ψ0(f, 1)‖Lq ∼ d⊥M

(
Wα
p , Lq

)
,

здесь M — количество значений функции f , по которой строится оператор
Fm,ψ0(f, 1).

Также рассматриваем вопрос восстановления функций из пространства ма-
лой гладкости Wα

p при α ≤ 1/p, т. е. когда нет вложения в пространство непре-
рывных функций. В этом случае восстанавливать по значениям функции не
имеет смысла, так как функции из этих классов определены разве лишь почти
всюду. Поэтому возникает следующая постановка, являющаяся в некотором
смысле обратной к задаче, сформулированной выше.
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Пусть функция f принадлежит Wα
p [0, 1]n и

fλ =
∑
k∈Zn

λkf̂(k)e2πikx

— ее мультипликативное преобразование, где λ = {λk}k∈Zn — мультипликатор
из Wα

p [0, 1]n в C[0, 1]n [25]. Нужно приближенно восстановить функцию f по
значениям fλ.

Порядок приближения оператора восстановления Fm,ψ0(f (−β);λ) по значе-
ниям дробного интеграла f (−β) также достигает порядка ортопоперечника2) в
паре пространств

(
Wα

2 , L2
)
.

Оператор Fm,ψ(f, λ) универсален. Выбор функции ψ диктуется выбором
пространства X, а точнее линией уровня убывания тригонометрических коэф-
фициентов Фурье функций из этого пространства. Поэтому полученные здесь
результаты можно распространить, например, на пространства H�

p [26], Eαp,q
[27].

2. Восстановление коэффициентов Фурье функций. Пусть ν ∈ Zn+,
m ≥ ψ(ν), f из C[0, 1]n. Определим функционал

Tm,ψ(f ; ν) =
∑

ψ(k+ν)=m,
kj≥0

1
2|k+ν|

2k1+ν1−1∑
r1=0

· · ·
2kn+νn−1∑
rn=0

(−1)

n−1∑
j=1

(rj+1) sgn kj

× f
( r1

2k1+ν1
, . . . ,

rn
2kn+νn

)
. (6)

Данный функционал в случае ν = (0, . . . , 0) реализует квадратурную фор-
мулу, точную для тригонометрических полиномов со спектром из соответству-
ющего гиперболического креста [27, 28].

Лемма 1 [29]. Пусть d ∈ Nn, B = B1 × · · · × Bn — параллелепипед в Zn,
dj > |Bj |, j = 1, . . . , n,

I =
⋃
r∈Zn

((B1 + r1d1)× · · · × (Bn + rndn)).

Если f ∈ L1[0, 1]n, f ∼
∑
k∈Zn

f̂(k)e2πikx, то ряд
∑
k∈I

f̂(k)e2πikx является рядом

Фурье функции

1
d

∑
0≤r≤d−1

f
(
x+

r

d

)
DB

( r
d

)

=
1

d1 . . . dn

d1−1∑
r1=0

· · ·
dn−1∑
rn=0

f

(
x1 +

r1
d1
, . . . , xn +

rn
dn

)
DB

(
r1
d1
, . . . ,

rn
dn

)
,

где DB(x) =
∑
k∈B

e−2πikx — ядро Дирихле, соответствующее параллелепипеду B

из Zn.

2)В этом случае порядок ортопоперечника совпадает с порядком поперечника Колмого-
рова.
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Лемма 2. Пусть m ∈ N, ν ∈ Nn, ψ(ν) ≤ m. Если ряд

f =
∑
r∈Zn

f̂(r)e2πirx

абсолютно сходится, то имеет место равенство

Tm,ψ(f ; ν) =
∑

ψ(k+ν)=m,
kj≥0

(−1)

n−1∑
j=1

sgn kj

×
∑
r∈Zn

f̂(2k1+ν1−1(2r1 + sgn k1), . . . , 2kn−1+νn−1−1(2rn−1 + sgn kn−1), rn2kn+νn).

Доказательство. Заметим,что

(−1)r = e2πi
2k−1r

2k , k ∈ N, r = 1, 2, . . . , 2k − 1,

поэтому функционал Tm,ψ(f ; ν) можно представить в виде

Tm,ψ(f ; ν) =
∑

ψ(k+ν)=m,
kj≥0

(−1)

n−1∑
j=1

sgn kj

× 1
2|k+ν|

2k1+ν1−1∑
r1=0

. . .
2kn+νn−1∑
rn=0

Dk1...kn

( r1
2k1+ν1

, . . . ,
rn

2kn+νn

)
f
( r1

2k1+ν1
, . . . ,

rn
2kn+νn

)
,

где

Dk1...kn(y1, . . . , yn) = e
−2πi

n−1∑
j=1

2kj−1yj sgn kj
.

Воспользуемся леммой 1 и получим нужное утверждение. �

Лемма 3. Пусть b = {bs}s∈Z ∈ l1, m ∈ N. Тогда верно представление

m∑
k=0

(−1)sgn k
∑
r∈Z

b2k−1(2r+sgn k) =
∑
r∈Z

b2mr.

Доказательство. Имеем

m∑
k=0

(−1)sgn k
∑
r∈Z

b2k−1(2r+sgn k) =
∑
r∈Z

br −
m∑
k=1

∑
r∈Z

b2k−1(2r+1)

= b0 +
∞∑
k=1

∑
r∈Z

b2k−1(2r+1) −
m∑
k=1

∑
r∈Z

b2k−1(2r+1)

= b0 +
∞∑

k=m+1

∑
r∈Z

b2k−1(2r+1) = b0 +
∑
r∈Z,
r 6=0

b2mr =
∑
r∈Z

b2mr. �
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Лемма 4. Пусть ν ∈ Nn и m ≥ ψ(ν). Если ряд f(x) =
∑
r∈Zn

f̂(r)e2πirx

абсолютно сходится, то для функционала (6) имеет место равенство

Tm,ψ(f ; ν) = f̂(0, . . . , 0) +
n∑
l=1

∑
ψ(k+ν)=m,

kj≥0,kl+1=···=kn=0

(−1)

l−1∑
j=1

sgn kj

×
∑

r∈Zlrl 6=0

f̂(2k1+ν1−1(2r1+sgn k1), . . . , 2kl−1+νl−1−1(2rl−1+sgn kl−1), rl2kl+νl , 0, . . . , 0).

Доказательство. Из утверждения леммы 2 следует, что

Tm,ψ(f ; ν) =
∑

ψ(k+ν)=m,
kj≥0

(−1)

n−1∑
j=1

sgn kj

×
∑
r∈Zn

f̂(2k1+ν1−1(2r1 + sgn k1), . . . , 2kn−1+νn−1−1(2rn−1 + sgn kn−1), rn2kn+νn).

Обозначим это выражение через Wn(f). В сумме Wn(f) выделим слагаемое с
rn = 0:

Tm,ψ(f ; ν) = Wn(f) =
∑

ψ(k+ν)=m,
kj≥0

(−1)

n−1∑
j=1

sgn kj

×
∑
r∈Zn,
rn 6=0

f̂(2k1+ν1−1(2r1 + sgn k1), . . . , 2kn−1+νn−1−1(2rn−1 + sgn kn−1), rn2kn)

+
∑

ψ(k+ν)≤m,
kj≥0,kn=0

(−1)

n−1∑
j=1

sgn kj

×
∑

r∈Zn−1

f̂(2k1+ν1−1(2r1+sgn k1), . . . , 2kn−1+νn−1−1(2rn−1+sgn kn−1), 0) = J1+J2.

Преобразуем второе слагаемое J2, выделив суммы, соответствующие индексу
n− 1:

J2 =
∑

ψ(k+ν)≤m,
kj≥0,kn=0

dk1,...,kn−1 =
∑

ψ(k+ν)=m,
kn=0

kn−1∑
tn−1=0

dk1,...,kn−2,tn−1

=
∑

ψ(k+ν)=m,
kj≥0,kn=0

(−1)

n−2∑
j=1

sgn kj ∑
r∈Zn−2

kn−1∑
tn−1=0

(−1)sgn kn−1

×
∑

rn−1∈Z
f̂(2k1+ν1−1(2r1 + sgn k1), . . . , 2tn−1+νn−1−1(2rn−1 + sgn tn−1), 0)
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=
∑

ψ(k+ν)=m,
kj≥0,kn=0

(−1)

n−2∑
j=1

sgn kj ∑
r∈Zn−1

f̂(2k1+ν1−1(2r1 + sgn k1), . . . , rn−12kn−1 , 0)

= Wn−1(f).

В последнем соотношении применили лемму 3.
Таким образом, получили рекуррентную формулу вида

Wn(f) = Wn−1(f) +
∑

ψ(k+ν)=m,
kj≥0

(−1)

n−1∑
j=1

sgn kj

×
∑
r∈Zn,
rn 6=0

f̂(2k1+ν1−1(2r1 + sgn k1), . . . , 2kn−1+νn−1−1(2rn−1 + sgn kn−1), rn2kn+νn),

из которой через n− 1 шагов придем к утверждению леммы. �

Пусть ν ∈ Nn, m ≥ ψ(ν), µ ∈ ρ(ν). Определим функционал

Pm,ψ(f ;µ) = Tm,ψ(e2πiµx · f ; ν)

=
∑

ψ(k+ν)=m,
kj≥0

1
2|k+ν|

2k1+ν1−1∑
r1=0

· · ·
2kn+νn−1∑
rn=0

(−1)

n−1∑
j=1

(rj+1) sgn kj

× f
( r1

2k1+ν1
, . . . ,

rn
2kn+νn

)
e
2πi

n∑
i=1

µi
ri

2ki+νi . (7)

Из определения Pm,ψ(f ;µ) и леммы 4 вытекает следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть ν ∈ Nn, ψ(ν) ≤ m. Если µ ∈ ρ(ν), то для абсолютно
сходящегося ряда

f(x) =
∑
k∈Zn

f̂(k)e2πikx

верно равенство

Pm,ψ(f ;µ) = f̂(µ) +
n∑
l=1

∑
ψ(k+ν)=m,

kj≥0

(−1)

l−1∑
j=1

sgn kj

×
∑
r∈Zl,
rl 6=0

f̂(2k1+ν1−1(2r1 + sgn k1) + µ1, . . . , rl2kl+νl + µl, µl+1, . . . , µn). (8)

Замечание 1. Соотношение (8) показывает, что функционал Pm,ψ(f, µ)
является аппаратом восстановления коэффициентов Фурье f̂(µ), точным для
полиномов со спектром из множества

Gψ =
⋃

ψ(ν)≤m

ρ(ν).
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Лемма 5. Пусть β > 0, ν ∈ Nn, α0 = α1 = · · · = ατ < ατ+1 ≤ · · · ≤ αn , и
пусть 1 < γ < ατ+1

α0
, ψ0(k) = k1 + · · ·+kτ +[γ(kτ+1 + · · ·+kn)] и m ≥ ψ0(ν). Тогда

∑
ψ0(k+ν)=m

2
−

n∑
j=1

αj(kj+νj)β
� (m+ 1− ψ0(ν))

τ−1

2α0mβ

1

2
β(ατ+1−γα0)

n∑
j=τ+1

νj

(9)

и, следовательно,

∑
ψ0(k+ν)=m

2
−

n∑
j=1

αj(kj+νj)β
≤ c

(m+ 1− ψ0(ν))
τ−1

2α0mβ
. (10)

Доказательство. Учитывая определения чисел γ, α0 и то, что количе-
ство решений из Zr+ уравнения x1 + · · ·+ xr = N эквивалентно Nr−1, имеем

∑
ψ0(k+ν)=m

2
−

n∑
j=1

αj(kj+νj)β
≤

∑
ψ0(k+ν)=m

2
−
(
α0

τ∑
j=1

(kj+νj)+ατ+1

τ∑
j=1

(kj+νj)

)
β

≤ 2−α0mβ
∑

ψ0(k+ν)=m

2
−(ατ+1−γα0)

(
n∑

j=τ+1
(kj+νj)

)
β

≤ 2−α0mβ

m−
[
γ

n∑
j=τ+1

νj

]
∑

t=
τ∑
j=1

νj

∑
τ∑
j=1

kj+νj=t

∑[
γ

n∑
j=τ+1

kj+νj

]
=m−t

2−
m−t
γ (ατ+1−γα0)β

� 2−α0mβ

m−
[
γ

n∑
j=τ+1

νj

]
∑

t=
τ∑
j=1

νj

(
t+ 1−

τ∑
j=1

νj

)τ

×

(
m− t+ 1

γ
−

n∑
j=τ+1

νj

)n−τ−1

2−
m−t
γ (ατ+1−γα0)β

� (m+ 1− ψ0(ν))
τ−1

2α0mβ

1

2
(ατ+1−γα0)

n∑
j=τ+1

νj

. �

Приведем оценки погрешности восстановления тригонометрических коэф-
фициентов Фурье функций из классов Wα

p , E
α, где α удовлетворяет (2).

Теорема 2. Пусть Pm,ψ0(f, µ) — функционал, определенный соотношени-
ями (7), (5), ν ∈ Nn, m ≥ ψ0(ν), µ ∈ ρ(ν).

Если 1 < p ≤ ∞, α0 >
1
p̃ = max

( 1
p ,

1
2

)
, то для f ∈Wα

p

|f̂(µ)− Pm,ψ0(f, µ)| ≤ C
(m+ 1− ψ0(ν))

τ−1
p̃

2mα0
‖f‖Wα

p
, (11)

при α0 > 1/2 ≥ 1/p оценка (11) точна по порядку.
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Если α0 > 1, то для f ∈ Eα верно

sup
‖f‖Eα=1

|f̂(µ)− Pm,ψ0(f, µ)| � (m+ 1− ψ0(ν))τ−1

2mα0
. (12)

Доказательство. Из теоремы 1 имеем

|f̂(µ)− Pm,ψ0(f, µ)|

≤
n∑
l=1

∑
ψ0(k+ν)=m,
kl+1=···=kn=0

∑
r∈Zl,
rl 6=0

|f̂(2k1+ν1−1(2r1+sgn k1)+µ1, . . . , 2kl+νlrl+µl, µl+1, . . . , µn)|

=
∑
k∈Mµ

|f̂(k)|,

где

Mµ =
n⋃
l=1

⋃
ψ0(k+ν)=m

Dkl,

Dkl = {(2k1+ν1−1(2r1 +sgn k1)+µ1, . . . , 2kl+νlrl+µl, µl+1, . . . , µn) : r ∈ Zl, rl 6= 0}.
Применим неравенства Гёльдера и Хаусдорфа — Юнга:

|f̂(µ)− Pm,ψ0(f, µ)| ≤
( ∑
s∈Mµ

(s̄α|f̂(s)|)p̃
′
)1/p̃′

( ∑
s∈Mµ

(
1
s̄α

)p̃)1/p̃

=
( ∑
s∈Mµ

(|f̂α(s)|)p̃
′
)1/p̃′

( ∑
s∈Mµ

(
1
s̄α

)p̃)1/p̃

≤ c‖fα‖Lp̃
( ∑
s∈Mµ

(
1
s̄α

)p̃)1/p̃

≤ c‖f‖Wα
p

( ∑
s∈Mµ

(
1
s̄α

)p̃)1/p̃

.

Аналогично
|f̂(µ)− Pm,ψ0(f, µ)| ≤

( ∑
s∈Mµ

1
s̄α

)
‖f‖Eα .

Оценим суммы
( ∑
s∈Mµ

( 1
s̄α

)p̃)1/p̃ и
∑

s∈Mµ

1
s̄α . Для выражения

1
s̄i

=
1

|2ki+νi−1(2ri + sgn ki) + µi|
, i = 1, l,

выделим два случая: 1) ki ≥ 1, 2) ki = 0.
В случае 1, учитывая, что числа µi удовлетворяют условию

[2νi−2] ≤ |µi| < 2νi−1,

имеем
1

|2ki+νi−1(2ri + 1) + µi|
≤ 1
|2ki+νi−1(2ri + 1)| − 2νi−1 ≤

1
2ki+νi−2r̄i

,

в случае 2 при ki = 0 —

1
|2ki+νi−12ri + µi|

≤ min
(

1
|2νi−1ri|

,
1

[2νi−2]

)
.
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Объединяя эти оценки, получим, что

1
l−1∏
i=1

|2ki+νi−1(2ri + sgn ki) + µi)|αi |rl2kl+νl + µl|αl
≤ 4

l∑
i=1

αi

l∏
i=1

(2ki+νi r̄i)αi

или для произвольного s ∈ Dkl — что

1
s̄α1
1 . . . s̄αnn

≤ 4

l∑
1
αi

l∏
i=1

(2ki+νi r̄i)αi
n∏

i=τ+1
|µi|αi

≤ c1(
l∏
i=1

r̄αii

)
2

l∑
i=1

(ki+νi)αi+
n∑

i=l+1
νiαi

.

Следовательно, при α0 > 1/p̃( ∑
s∈Mµ

(
1
s̄α

)p̃)1/p̃

=

(
n∑
l=1

∑
ψ0(k+ν)=m,
kl+1=···=kn=0

∑
s∈Dkl

(
1

s̄α1
1 · · · s̄αnn

)p̃)1/p̃

≤ c1

(
n∑
l=1

∑
ψ0(k+ν)=m,
kl+1=···=kn=0

1

2
p̃

(
l∑
i=1

(ki+νi)αi+
n∑

i=l+1
νiαi

) ∑
r∈Zl

1
l∏
i=1

r̄αip̃i

)1/p̃

≤ c2

(
n∑
l=1

∑
ψ0(k+ν)=m,
kl+1=···=kn=0

1

2
p̃

(
l∑
i=1

(ki+νi)αi+
n∑

i=l+1
νiαi

))1/p̃

≤ c2

(
n

∑
ψ0(k+ν)=m,kj≥0

1

2
p̃

(
n∑
i=1

(ki+νi)αi

))1/p̃

.

Применяя лемму 5, имеем( ∑
s∈Mµ

(
1
s̄α

)p̃)1/p̃

≤ c3
(m+ 1− ψ0(ν))

τ−1
p̃

2mα0
. (13)

Аналогично при α0 > 1∑
s∈Mµ

(
1
s̄α

)
=

n∑
l=1

∑
ψ0(k+ν)=m,
kl+1=···=kn=0

∑
s∈Dkl

1
s̄α1
1 · · · s̄αnn

≤ c4
(m+ 1− ψ0(ν))τ−1

2mα0
.

Покажем точность полученных оценок (11), (12). Пусть

f0(x) =
∑

k1+···+kτ=m,
kj≥0

2−α0me
2πi

τ∑
j=1

2kjxj
.

Используя теорему Литтлвуда — Пэли [30, п. 1.5.2], получим

‖f0‖Wα
p
�
∥∥∥(∑

k∈Nn

∣∣∣ ∑
µ∈ρ(k)

µ̄αf̂0(µ)e2πiµ,x
∣∣∣2)1/2∥∥∥

Lp
� m

τ−1
2 ,
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следовательно,

sup
f

|f̂(µ)− Pm,ψ0(f, µ)|
‖f‖Wα

p

≥ cm− τ−1
2 |Pm,ψ0(f0, µ)|

≥ cm− τ−1
2 2−α0mmτ−1 = cm

τ−1
2 2−α0m

и

sup
f

|f̂(µ)− Pm,ψ0(f, µ)|
‖f‖Eα

≥ |Pm,ψ0(f0, µ)| ≥ 2−α0mmτ−1. �

3. Восстановление мультипликативных преобразований функций.
Пусть для функции f и последовательности комплексных чисел λ = {λk}k∈Zn

определен оператор Fm,ψ(f, λ;x) соотношениями (3), (4). Имеет место равенство

Fm,ψ(f, λ;x) =
∑
µ∈Gm

λµPm,ψ(f, µ)e2πiµx. (14)

Действительно, так как функция ψ0(k) монотонно не возрастает по каждому
аргументу, из условий k ≥ 0, ν ≥ 1, ψ0(k + ν) = m следует, что ψ0(ν) ≤ m.
Поэтому ∑

ν:ψ0(ν)≤m,ν≥1

∑
k:ψ0(k+ν)=m,k≥0

bk,ν =
∑

(k,ν):ψ0(k+ν)=m,k≥0,ν≥1

bk,ν .

Обозначив t = k + ν, получим∑
(k,ν):ψ0(k+ν)=m,k≥0,ν≥1

bk,ν =
∑

(t,ν):ψ0(t)=m,1≤ν≤t

bt−ν,ν =
∑

ψ0(t)=m,t≥0

∑
1≤ν≤t

bt−ν,ν ,

откуда следует соотношение (14).
Таким образом, Fm,ψ(f, λ;x) — тригонометрический полином со спектром

из Gm =
⋃

ψ(ν)≤m
ρ(ν). Из представления (14) и замечания 1 имеем следующее

утверждение.

Теорема 3. Пусть Fm,ψ(f, λ;x) — оператор, определенный равенствами
(3), (4). Если f(x) =

∑
k∈Gm

f̂(k)e2πikx — тригонометрический полином с гармо-

никами из Gm, то
fλ(x)− Fm,ψ(f, λ;x) = 0.

Пусть Lp,q, lp,q, p = (p1, . . . , pn), q = (q1, . . . , qn) — анизотропные простран-
ства Лоренца [31]. Пространства Wα

p [0, 1]n определяются с помощью нормы

‖f‖Wα
p

:= ‖fα‖Lp,p .

Заметим, что при p = (p, . . . , p) верно Wα
p = Wα

p . В то же время если p =
(p, . . . , p) 6= q = (q, . . . , q), то Lp,q 6= Lp,q, где Lp,q — класcическое пространство
Лоренца. Приведем три факта, которые будем использовать для векторов вида
q = (q, . . . , q).

Лемма 6 [32, теорема 4]. Пусть β ≤ α, α− 1/p = β − 1/r. Тогда верно
вложение

W β
r ↪→Wα

p .
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Лемма 7 [31, замечание 1]. При 0 < q ≤ r ≤ ∞ имеет место вложение

Lp,q ↪→ Lp,r.

Лемма 8 [31, теорема 7]. При 1 < p < 2, 0 < q ≤ ∞ верно неравенство

‖f̂‖lp′,q ≤ c‖f‖Lp,q .

Отметим, что утверждения лемм 6, 7, 8 являются аналогами классических
теорем вложения Соболева [33], вложения пространства Лоренца [34] и нера-
венства Харди — Литтлвуда — Стейна [35] соответственно.

Для классов Wα
p [0, 1]n, Eα[0, 1]n оценим погрешность восстановления сумм

Фурье
SGm(fλ, x) =

∑
µ∈Gm

λ̂µf(µ)e2πiµx

мультипликативного преобразования fλ с помoщью оператора F2m(f, λ).

Теорема 4. Пусть m ≥ ψ0(1), Fm,ψ0(f, λ) определен соотношениями (3)–
(5). Если 1 < p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞, α0 >

1
p , то

sup
‖f‖Wα

p
=1
‖SGm(fλ)− Fm,ψ0(f, λ)‖Lq

≤ c2−α0m max
ψ0(1)≤s≤m

(m− s)
τ−1
2 ( max

µ∈
⋃

ψ0(ν)=s
ρ(ν)

µ̄1/p−1/q|λµ|). (15)

Если α0 > 1, q ≥ 2, то

sup
‖f‖Eα=1

‖SGm(fλ)− Fm,ψ0(f, λ)‖Lq

≤ c
1

2α0m

 m∑
s=ψ0(1)

(m− s)
(τ−1)q ∑

ψ0(ν)=s

∑
µ∈ρ(ν)

µ̄q−2|λµ|q
1/q

. (16)

Доказательство. Докажем (15) для p = 2. Общий случай будет следо-
вать из него и вложения из леммы 6.

Воспользуемся соотношением (14):

‖SGm(fλ)− Fm,ψ0(f, λ)‖Lq
=
∥∥∥ ∑
µ∈Gm

λµ(f̂(µ)− Pm,ψ0(f ;µ))e2πiµx
∥∥∥
Lq

=
∥∥∥ ∑
µ∈Gm

bµe
2πiµx

∥∥∥
Lq
.

Из лемм 7 и 8 получим∥∥∥ ∑
µ∈Gm

bµe
2πiµx

∥∥∥
Lq

=
∥∥∥ ∑
µ∈Gm

bµe
2πiµx

∥∥∥
Lq,q

≤ c1
∥∥∥ ∑
µ∈Gm

bµe
2πiµx

∥∥∥
Lq,2

≤ c2‖b‖lq′,2 ≤ c3
( ∑
r∈Gm+1

r̄2/q
′−1(b∗1···∗nr1...rn

)2)1/2

≤ c4
( ∑
µ∈Gm

µ̄2/q′−1|bµ1...µn |2
)1/2

,
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где
{
b∗1···∗nr1...rn

}
r∈Nn — невозрастающая перестановка {|bµ1...µn |}µ∈Zn , взятая по-

следовательно по каждому переменному индексу µ1, µ2, . . . , µn. В последнем
неравенстве учитывалось, что 2/q′ > 1.

Из теоремы 1 имеем

|f̂(µ)− Pm,ψ0(f ;µ)| ≤
n∑
l=1

∑
ψ0(ν+k)=m,
kl+1=···=kn=0

∑
r∈Dk,l

|f̂(r)| =
∑
k∈Mµ

|f̂(k)|.

Применяя неравенство Гёльдера, используя α > 1/p и неравенство (13), полу-
чим

|f̂(µ)− Pm,ψ0(f ;µ)| ≤
( ∑
k∈Mµ

|k̄αf̂(k)|2
)1/2( ∑

k∈Mµ

|k̄−α|2
)1/2

≤ c5
(m+ 1− ψ0(ν))(τ−1)/2

2mα0

( ∑
k∈Mµ

|k̄αf̂(k)|2
)1/2

. (17)

Таким образом,

‖SGm(fλ)− Fm,ψ0(f, λ)‖Lq

≤ c6
1

2mα0

(
m∑

s=ψ0(1)

∑
ψ0(ν)=s

∑
µ∈ρ(ν)

µ̄2/q′−1|λµ|2(m+1−ψ0(ν))τ−1
∑
k∈Mµ

|k̄αf̂(k)|2
)1/2

≤ c62−α0m max
ψ0(1)≤s≤m

(m− s)
τ−1
2 ( max

µ∈
⋃

ψ0(ν)=s
ρ(ν)

µ̄1/2−1/q|λµ|)
( ∑
µ∈Gm

∑
k∈Mµ

|k̄αf̂(k)|2
)1/2

= c62−α0m max
ψ0(1)≤s≤m

(m− s)
τ−1
2 ( max

µ∈
⋃

ψ0(ν)=s
ρ(ν)

µ̄1/2−1/q|λµ|)‖f‖Wα
2
.

Здесь использовано то, что Mµ ∩Mη = � при µ 6= η и µ, η ∈ Gm.
Далее, принимая во внимание лемму 8 и соотношение (12), получим

‖SGm(fλ; .)− Fm,ψ0(f, λ)‖Lq = ‖SGm(fλ; .)− Fm,ψ0(f, λ)‖Lq,q

≤

(
m∑

s=ψ0(1)

∑
ψ0(ν)=s

∑
µ∈ρ(ν)

µ̄p−2|λµ(f̂(µ)− Pm,ψ0(f ;µ))|q
)1/q

≤ c7
1

2α0m

(
m∑

s=ψ0(1)

(m+ 1− s)(τ−1)q
∑

ψ0(ν)=s

∑
µ∈ρ(ν)

µ̄p−2|λµ|q
)1/q

‖f‖Eα . �

Теорема 5. Пусть m ≥ ψ0(1), Fm,ψ0(f, 1) определен соотношениями (3)–(5)
при λ = {1}, M — количество узлов в определении Fm,ψ0(f, 1) (M � mτ−12m).

Если 1 < p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞, α0 >
1
p , то

sup
‖f‖Wα

p
=1
‖f − Fm,ψ0(f, 1)‖Lq �

(
(lnM)τ−1

M

)α0−1/p+1/q

.

Если α0 > 1, q ≥ 2, то

sup
‖f‖Eα=1

‖f − Fm,ψ0(f, 1)‖Lq �
(lnM)(α+1/q−1/q′)(τ−1)

Mα0−1/q′ .
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Доказательство. Из теоремы 4 имеем

sup
‖f‖Wα

p
=1
‖f − Fm,ψ0(f, 1)‖Lq

≤ c2−α0m max
ψ0(1)≤s≤m

(m+ 1− s)
τ−1
2 max

ψ0(ν)=s
max
µ∈ρ(ν)

µ̄1/p−1/q

� 2−(α0−1/p+1/q)m �
(

(lnM)τ−1

M

)α−1/p+1/q

.

Обратно, принимая во внимание, что Fm,ψ0(f, 1) есть тригонометрический
полином со спектром из Gm, а количество элементов в множестве Gm не пре-
восходит M , имеем

sup
‖f‖Wα

p
=1
‖f − Fm,ψ0(f, 1)‖Lq ≥ d⊥M

(
Wα
p , Lq

)
.

Для ортопоперечника d⊥M
(
Wα
p , Lq

)
[22, теорема 3.1]

d⊥M
(
Wα
p , Lq

)
�
(

(lnM)τ−1

M

)α−1/p+1/q

.

По теореме 4

sup
‖f‖Eα=1

‖f − Fm,ψ0(f, 1)‖Lq

≤ c
1

2α0m

 m∑
s=ψ0(1)

(m+ 1− s)(τ−1)q
∑

ψ0(ν)=s

∑
µ∈ρ(ν)

µ̄q−2

1/q

� 2−(α0−1/q′)mm(τ−1)/q � (lnM)(α+1/q−1/q′)(τ−1)

Mα0−1/q′ .

Покажем обратную оценку. Пусть

f0(x) =
∑

k1+···+kτ=m

2−α0m
∑

µ∈ρ(k)

e2πiµx.

Применив лемму 3.1′ из [18], при r > q получим

sup
‖f‖Eα=1

‖f − Fm,ψ0(f, 1)‖Lq ≥ c1‖f0 − Fm,ψ0(f0, 1)‖Lq = c1‖f0‖Lq

≥ c2
( ∑
k1+···+kτ=m

(
2(1/r−1/q−α0)m

∥∥∥ ∑
µ∈ρ(k)

e2πiµx
∥∥∥
Lr

)q)1/q

� 2(α0−1/q′)mm(τ−1)/q � (lnM)(α+1/q−1/q′)(τ−1)

Mα0−1/q′ . �

Следствие 1. Пусть Fm,ψ0(f, λ) определен соотношениями (3)–(5). Пусть
1 < p ≤ 2 ≤ q ≤ ∞, α0 >

1
p . Тогда для f (β) �

∑
k∈Zn

k̄β f̂(k)e2πikx верны утвержде-

ния:
если − 1

p + 1
q < β < α0 − 1

p + 1
q , то

‖f (β) − Fm,ψ0(f, k̄
β)‖Lq ≤ C

1

2(α0−β− 1
p+ 1

q )m
‖f‖Wα

p
; (18)
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если β ≤ − 1
p + 1

q , то

‖f (β) − Fm,ψ0(f, k̄
β)‖Lq ≤ C

m
τ−1
2

2α0m
‖f‖Wα

p
. (19)

Доказательство. Из теоремы 4 имеем

sup
‖f‖Wα

p
=1
‖SGm(fβ)− Fm,ψ0(f, k̄

β)‖Lq

≤ c2−α0m max
ψ0(1)≤s≤m

(m− s)
τ−1
2 ( max

µ∈
⋃

ψ0(ν)=s
ρ(ν)

µ̄1/p−1/q+β).

Так как

sup
‖f‖Wα

p
=1
‖fβ − Fm,ψ0(f, k

β)‖Lq

≤ sup
‖f‖Wα

p
=1
‖SGm(fβ)− fβ‖Lq + sup

‖f‖Wα
p

=1
‖SGm(fβ)− Fm,ψ0(f, k

β)‖Lq

и (см. [18])

sup
‖f‖Wα

p
=1
‖SGm(fβ)− fβ‖Lq �

1

2(α0−β− 1
p+ 1

q )m
,

утверждение следует из подсчета выражения

max
ψ0(1)≤s≤m

(m− s)
τ−1
2 ( max

µ∈
⋃

ψ0(ν)=s
ρ(ν)

µ̄1/p−1/q+β). �

Следствие 2. Пусть Fm,ψ0(f, λ) определен соотношениями (3)–(5), и пусть
2 ≤ q ≤ ∞, α0 > 1. Тогда для f (β) �

∑
k∈Zn

k̄β f̂(k)e2πikx верны утверждения:

если − 1
q′ < β < α− 1

q′ , то

‖f (β) − Fm,ψ0(f, k̄
β)‖Lq ≤ C

m
τ−1
q

2(α0−β− 1
q′ )m

‖f‖Eα ; (20)

если β < − 1
q′ , то

‖f (β) − Fm,ψ0(f, k̄
β)‖Lq ≤ C

mτ−1

2α0m
‖f‖Eα ; (21)

если β = − 1
q′ , то

‖f (β) − Fm,ψ0(f, k̄
β)‖Lq ≤ C

mτ−1+ τ
q

2α0m
‖f‖Eα . (22)

Доказательство проводится аналогично доказательству следствия 1 с
учетом неравенств (16), (10).

4. Восстановление функций из пространств малой гладкости. Бу-
дем рассматривать вопрос о восстановлении функций из класса Wα

2 [0, 1]n при
α0 = min

j
αj ≤ 1

2 , т. е. когда нет вложения пространства Wα
2 [0, 1]n в C[0, 1]n.
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Пусть 0 < α0, β <∞, α0 + β > 1
2 и f ∈Wα

2 [0, 1]n. Тогда

f (−β) =
∑
k∈Zn

k̄−β f̂(k)e2πikx ∈ C[0, 1]n

и определен оператор

Fm,ψ0(f
(−β), k̄β) =

∑
ψ0(k)=m,
ki≥1

1
2|k|

∑
0≤r<2k

f (−β)
( r

2k
)

×
∑

0≤νi≤ki

(−1)

n−1∑
j=1

(rj+1) sgn(kj−νj) ∑
µ∈ρ(ν)

µ̄βe2πiµ(x+ r
2k

).

Теорема 6. Пусть 0 < α0, β <∞, α0 + β > 1
2 . Тогда

sup
‖f‖Wα

2
=1
‖f − Fm,ψ0(f

(−β), k̄β)‖L2 �
1

2mα0
� d⊥M

(
Wα

2 , L2
)
. (23)

Доказательство. Из (14) имеем

‖f − Fm,ψ0(f
(−β); k̄β)‖2L2

=
∥∥∥SGm(f)−

∑
µ∈Gm

µ̄βPm,ψ0(f
(−β);µ)e2πirx

∥∥∥2

L2

+
∥∥∥ ∑

Rn\Gm

f̂(µ)e2πiµx
∥∥∥2

L2
= J2

1 + J2
2 .

Используем равенство Парсеваля для слагаемого J2:

J2 =

( ∞∑
s=m+1

∑
ψ0(ν)=s

∑
µ∈ρ(ν)

|f̂(µ)|2
)1/2

≤ 1
2mα

‖f‖Wα
2
.

Оценим слагаемое J1. Используем (13) при p = 2:

J1 =

(
m∑

s=ψ0(1)

∑
ψ0(ν)=s,
νi≥1

∑
µ∈ρ(ν)

|(f̂(µ)− µ̄βP2m+n(f (−β), µ))|2
)1/2

≤ c1

(
m∑

s=ψ0(1)

∑
ψ0(ν)=s,
νi≥0

∑
µ∈ρ(ν)

(
µ̄β

(m+ 1− s)
τ−1
2

2m(α+β)

( ∑
k∈Mµ

|k̄αf̂(k)|2
)1/2

)2
)1/2

≤ c2 max
ψ0(1)≤s≤m

(m+ 1− s)
τ−1
2

2−sβ
1

2m(α+β) ‖f‖Wα
2
< c3

1
2mα

‖f‖Wα
2
. �
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