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Аннотация. Найдены критерии вычислимости (конструктивизируемости) ниль-
потентных групп без кручения конечных размерностей. Доказано существование
главной вычислимой нумерации класса всех вычислимых нильпотентных групп без
кручения конечных размерностей. Построен пример подгруппы группы всех унит-
реугольных матриц размерности 3 над полем рациональных чисел, которая не вы-
числима, но секции любого ее центрального ряда вычислимы.
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Введение

Изучение вычислимых групп начато в [1], где А. И. Мальцев поставил об-
щую задачу: определить, какие конструктивные нумерации допускают те или
иные абстрактно заданные группы. В этой же работе дано описание вычисли-
мых абелевых групп без кручения. Данная проблема исследовалась Ю. Л. Ер-
шовым, С. С. Гончаровым и другими математиками (см. [2]). Относительно
результатов, касающихся конструктивизаций нильпотентных групп, см., напри-
мер, [3], где доказано, что любая конструктивизация локально нильпотентной
группы без кручения продолжается естественным образом до конструктивиза-
ции ее пополнения; [4, 5], где для любого n > 0 построена нильпотентная группа,
алгоритмическая размерность которой равна n, и приведены достаточные усло-
вия для автоустойчивости таких групп; [6], где построен пример вычислимой
нильпотентной группы, фактор-группа которой по периодической части невы-
числима. Связи между конструктивизируемостью коммутативного ассоциатив-
ного кольца K с единицей и матричных групп над ним изучались в [7, 8]. В [7]
доказано, что матричные группы GLn(K), SLn(K) и UTn(K) при n ≥ 3 кон-
структивизируемы тогда и только тогда, когда кольцо K конструктивизируемо.
В [8] построен пример неконструктивизируемого кольца K, для которого кон-
структивизируема группа GL2(K). В [9–13] получены критерии существования
позитивной (конструктивной) нумерации нильпотентной группы без кручения.

В § 1 данной работы получены критерии вычислимости (конструктивизи-
руемости) нильпотентных групп без кручения конечных размерностей как на
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языке подгрупп унитреугольной группы матриц UTn(Q) над полем рациональ-
ных чисел Q, так и на языке фактор-групп и функции выбора. Как следствие
получено существование главной вычислимой нумерации класса всех вычисли-
мых нильпотентных групп без кручения конечных размерностей. В § 2 построен
пример подгруппы группы UT3(Q), которая невычислима, но секции любого ее
центрального ряда вычислимы.

Все используемые, но не определяемые понятия теории конструктивных
групп см. в [2], а теории абстрактных групп — в [14]. Напомним лишь некоторые
из них.

Через γn обозначим некоторую геделеву нумерацию группы UTn(Q). То-
гда по данному числу m эффективно определяется матрица γnm и, наоборот,
по данной матрице — ее γn-номер. Когда из контекста значение n не вызы-
вает двусмысленности, индекс n опускается. Максимальная система линейно
независимых элементов абелевой группы без кручения называется ее базисом.
Мощность базиса называется размерностью абелевой группы. Будем говорить,
что размерность нильпотентной группы без кручения G конечна, если существу-
ет центральный ряд, все секции которого имеют конечную размерность. Центр
группы G обозначается через Z(G), а коммутант — через G′.

Пусть ω — множество всех натуральных чисел, G — некоторая группа и
ν : ω → G — отображение ω на G. Пара (G, ν) называется нумерованной
группой. Нумерованная группа называется конструктивной, если существу-
ет алгоритм, который по любым натуральным числам n, m и s определяет
справедливость равенств νn = νm и νn · νm = νs. Группа G называется вы-
числимой (или конструктивизируемой), если существует нумерация ν : ω → G
группы G такая, что (G, ν) — конструктивная группа. Подгруппа H нумерован-
ной группы (G, ν) называется вычислимой (вычислимо перечислимой) в (G, ν),
если множество ν−1H вычислимо (вычислимо перечислимо). Если (G, ν) — кон-
структивная группа, то ν называется вычислимой нумерацией группы G. Если
ν1 и ν2 — нумерации группы G и существует вычислимая функция f(n) такая,
что ν1n = ν2f(n) для любого n, то говорят, что ν1 m-сводится к ν2, и пишут
ν1 ≤m ν2.

§ 1. Нильпотентные группы
без кручения конечных размерностей

Пусть Z — кольцо целых чисел. Известно (см., например, [14]), что любая
конечно порожденная нильпотентная группа без кручения изоморфно вложима
в группу UTn(Q) при некотором n. Следующее утверждение является более
общим.

Предложение 1. Нильпотентная группа G без кручения конечной раз-
мерности изоморфно вложима в группу UTn(Q) при некотором n.

Доказательство. Пусть
1 = G0 < G1 < · · · < Gk−1 = G (1)

— центральный ряд группы G такой, что
ḡi0, ḡi1, . . . , ḡini−1 (2)

является базисом секции Gi = Gi/Gi−1, 0 < i < k. Подгруппа H, порожденная
всеми базисными элементами, конечно порождена. Поэтому по упомянутой вы-
ше теореме группа H вложима в группу UTn(Q) при некотором n. Отсюда и из
полноты группы UTn(Q) получаем требуемое утверждение. �
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Следствие 1. Нильпотентная группа без кручения имеет конечную раз-
мерность тогда и только тогда, когда она изоморфна подгруппе UTn(Q) при
некотором n.

Далее будет доказан аналог (следствие 4) этого следствия для вычислимых
нильпотентных групп без кручения конечных размерностей.

Теорема 1. Пусть (G, ν) — вычислимо нумерованная нильпотентная груп-
па конечной размерности и (1) — ее центральный ряд, секции Gi = Gi/Gi−1 ко-
торого не имеют кручения, i < k. Тогда для любого i подгруппа Gi вычислима
в (G, ν).

Доказательство. Сначала докажем индукцией по i, что все подгруппы
Gi вычислимо перечислимы в (G, ν). В каждой секции Gj , j < ni, зафиксируем
базис (2). Тогда для любого g ∈ G справедлива следующая эквивалентность:

элемент g принадлежит Gi, если и только если существуют целые
числа r, s0, . . . , sni−1 и элемент h ∈ Gi−1 такие, что справедливо

равенство gs0i0 · . . . · g
sni−1
ini−1h = gr.

(3)

Из эквивалентности (3) и индукционного предположения следует вычис-
лимая перечислимость подгруппы Gi в (G, ν). Индукционный шаг доказан.
Поэтому все подгруппы Gi вычислимо перечислимы при 0 < i < k.

Докажем, что дополнение G \Gi также вычислимо перечислимо. Действи-
тельно, справедлива эквивалентность:

элемент g не принадлежит Gi тогда и только тогда, когда
существуют j, i < j < k, r, s0, . . . , snj−1 и h ∈ Gj−1 такие, что

gs0j0 · . . . · g
snj−1

jnj−1h = gr,
∑
k<nj

|sk| 6= 0.
(4)

Отсюда и из вычислимой перечислимости Gj−1 следует, что дополнение
G/Gi также вычислимо перечислимо. Следовательно, по теореме Поста под-
группа Gi вычислима в (G, ν). �

Пусть G — нильпотентная группа без кручения конечной размерности,
(1) — ее центральный ряд, секции которого не имеют кручения, и, как выше,
(2) — базис секции Gi. Характеристикой χ(Gi) группы Gi назовем множество
наборов целых чисел

χ(Gi) =

{
(m, si0, . . . , sini−1) | ∃g ∈ Gi∃h ∈ Gi−1,

gsi0i0 · . . . · gsini−1
ini−1 h = gm,

∑
j<ni

|sij | 6= 0

}
. (5)

Как известно, секция Gi как абелева группа без кручения однозначно с точно-
стью до изоморфизма определяется своей характеристикой.

Из теоремы 1 вытекает

Следствие 2. Если G — вычислимая нильпотентная группа без кручения
конечной размерности и (1) — ее центральный ряд, все секции Gi = Gi/Gi−1
которого не имеют кручения, то Gi вычислима, а потому ее характеристика
χ(Gi) — вычислимо перечислимое множество.
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Теорема 2. Пусть подгруппа G ≤ UTn(Q) вычислима, ν — некоторая ее
вычислимая нумерация и (1) — ее центральный ряд, секции которого не имеют
кручения. Тогда каждая подгруппа Gi вычислимо перечислима в (UTn(Q), γ)
и ν ≤m γ, где γ — геделева нумерация группы UTn(Q).

Доказательство. Пусть ν — вычислимая нумерация группы G. По тео-
реме 1 множество ν−1Gi вычислимо в (G, ν), i < k. Пусть (2) — базис секции
Gi = Gi/Gi−1. В каждом классе ḡij , j < ni, зафиксируем матрицу Aij . Так
как множество таких матриц конечно, можно считать, что их γ-номера извест-
ны. Индукцией по i докажем, что подгруппа Gi вычислимо перечислима в
(UTn(Q), γ) и для каждого числа s ∈ ν−1Gi можно эффективно найти такое t,
что νs = γt. Для i = 0 это очевидно. Предположим, что для i− 1 это доказано,
т. е. γ−1Gi−1 — вычислимо перечислимое подмножество и существует частично
вычислимая функция fi−1 с областью определения δfi−1 = ν−1Gi−1 такая, что
νs = γfi−1(s) для всех s ∈ ν−1Gi−1.

Из определения матриц Aij следует, что для любого s справедлива эквива-
лентность:

νs ∈ Gi тогда и только тогда, когда существуют целые числа

r, r0, . . . , rni−1 и t ∈ ν−1Gi−1 такие, что (νs)r = Ar0i0 · . . . ·A
rni−1
ini−1νt.

(6)

Если для s имеет место (6), то νs ∈ Ai. По индукционному предположе-
нию νt = γfi−1(t). Из определения нумерации γ группы UTn(Q) вытекает, что
по числу fi−1(t) можно эффективно найти матрицу B = γfi−1(t). Отсюда по
числам r0, . . . , rni−1 эффективно находим матрицу

C = Ar0i0 · . . . ·A
rni−1
ini−1 ·B.

Так как UTn(Q) — полная нильпотентная группа без кручения, можно эф-
фективно найти матрицу D и число m такие, что Dr = C и γm = D.

Отсюда и из (6) следует, что существует алгоритм, перечисляющий γ-номера
матриц из подгруппы Gi, и для любого s можно эффективно найти γ-номер
элемента νs, и тем самым индукционный шаг доказан. Таким образом, все
подгруппы Gi вычислимо перечислимы в (UTn(Q), γ) и ν ≤m γ. �

Следствие 3. Подгруппа G ≤ UTn(Q) вычислима тогда и только тогда,
когда она вычислимо перечислимая подгруппа в (UTn(Q), γ).

Действительно, пусть ν — вычислимая нумерация подгруппы G. По теоре-
ме 2 ν m-сводится к γ. Следовательно, G — вычислимо перечислимая подгруп-
па.

Из этого и следствия 1 вытекает

Следствие 4. Нильпотентная группа без кручения конечной размерности
вычислима тогда и только тогда, когда она изоморфна вычислимо перечисли-
мой подгруппе (UTn(Q), γ) при некотором n.

Напомним [2], что некоторый счетный класс групп K называется вычисли-
мым, если существует класс L = {〈Gn, νn〉 | n ∈ ω} нумерованных групп такой,
что множество

D(L) = {(n, k, l,m) | νnk · νnl = νnm}
— вычислимое множество, и классы K и L совпадают с точностью до изомор-
физма групп. Нумерация α : ω → K, где αn = (Gn, νn), называется вычислимой
нумерацией класса K. Вычислимая нумерация π класса K называется главной,
если любая вычислимая нумерация любого подкласса класса K m-сводится к π.
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Теорема 3. Существует главная вычислимая нумерация семейства всех
вычислимых нильпотентных групп без кручения конечных размерностей.

Доказательство. Пусть дана последовательность

α = (α12, α23, . . . , αnn+1, α13, α24, . . . , αn−1n+1, . . . , α1n+1)

рациональных чисел длины n∗ � C2
n, n > 0, где C2

n — число сочетаний из n
по 2. По ней однозначно определяется унитреугольная матрица ᾱ размером
n + 1, элементами которой являются αij . Поэтому существует эффективное
взаимно однозначное отображение ϕn множестваQn∗ на UTn+1(Q), где ϕnα = ᾱ.
Если S ⊆ Qn∗ , то через S обозначим подгруппу, порожденную матрицами ᾱ,
α ∈ S. Отметим, что если S — вычислимо перечислимое подмножество, то S —
вычислимо перечислимая подгруппа. Верно и обратное: если G — вычислимо
перечислимая подгруппа группы (UTn+1(Q), γn+1), то ϕ−1

n G также вычислимо
перечислимое подмножество в Qn∗ .

Как известно [15], существует главная вычислимая нумерация πn семей-
ства Kn всех вычислимо перечислимых подмножеств Qn∗ . По ней определим
нумерацию π̄n семейства Ln всех вычислимо перечислимых подгрупп группы
(UTn+1(Q), γn+1), положив π̄n(m) = πn(m). По следствию 4 π̄n является ну-
мерацией семейства всех вычислимых нильпотентных групп без кручения раз-
мерностей не более C2

n+1. Докажем, что π̄n — главная вычислимая нумерация
семейства L.

Пусть µ — вычислимая нумерация некоторого семейства R вычислимо пе-
речислимых подгрупп группы (UTn+1(Q), γn+1). По нему определим нумеро-
ванное семейство (F, ν) вычислимо перечислимых подмножеств Qn∗ , положив
F =

{
B ⊆ Qn∗ | ϕ−1

n G = B,G ∈ R
}
, νm = ϕ−1

n µm. Тогда нумерация ν будет вы-
числимой нумерацией семейства вычислимо перечислимых подмножеств Qn∗ .
Так как πn — главная нумерация семейства, существует вычислимая функция
g(n) такая, что νm = πng(m). Тогда µm = πng(m) = π̄n(g(m)), т. е. µ ≤m π̄n.

Таким образом, доказано, что существует главная вычислимая (равномер-
ная по n) нумерация семейства Ln всех вычислимо перечислимых подгрупп
группы (UTn+1(Q), γn+1). Отсюда и из равномерной по n вычислимости семей-
ства (UTn+1(Q), γn+1) получаем требуемое. �

Пусть дана группа G и H /G, где G/H — абелева группа без кручения ко-
нечной размерности. Пусть ḡ0, ḡ1, . . . , ḡn−1 — базис фактор-группы G/H. Тогда
для любой последовательности

κ = (m, s0, . . . , sn−1) ∈ χ(G/H),

где χ(G/H) — характеристика фактор-группы G/H, существуют элементы hκ ∈
H и gκ ∈ G такие, что

gs00 · . . . · gsn−1
n−1 hκ = gmκ .

Если каждой последовательности κ ∈ χ(G/H) каким-то способом сопостав-
лен однозначно определенный элемент hκ, то будем говорить, что определена
функция выбора ch : χ(G/H) → H.

Теорема 4. Пусть G — подгруппа группы (UTn(Q), γ), (1) — ее централь-
ный ряд, секции которого без кручения, и (2) — базис для Gi = Gi/Gi−1,
0 < i < k. Тогда G вычислима, если и только если выполняются следующие
условия:
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1) характеристика χ(Gi) вычислимо перечислима,
2) существует частично вычислимая функция выбора ch∗i : χ(Gi) → γ−1Gi−1

такая, что для любой последовательности κ = (m, si0, . . . , sini−1) ∈ χ(Gi) суще-
ствует элемент g ∈ Gi, для которого

gsi0i0 · . . . · gsini−1
ini−1 · γch∗i (κ) = gm, где ch∗1 ≡ 1.

Доказательство. Необходимость. Пусть группа G вычислима. По
теореме 2 каждая подгруппа Gi вычислимо перечислима в (UTn(Q), γ). По след-
ствию 2 характеристика χ(Gi) — вычислимо перечислимое множество. Пусть
κ = (m, si0, . . . , sini−1) ∈ χ(Gi). Тогда семейство множеств Pκ, κ ∈ χ(Gi), опре-
деленное как

Pκ =
{
(r, n) | γr ∈ Gi−1, γn ∈ Gi, g

si0
i0 · . . . · gsini−1

ini−1 · γr = γnm
}
,

вычислимо перечислимо равномерно по κ. Зафиксируем некоторое эффектив-
ное перечисление элементов этого семейства.

Пусть (r, n) — 1-я пара из Pκ в этом перечислении. Тогда полагаем ch∗i (κ)
= r. Необходимость доказана.

Достаточность. Пусть справедливы условия теоремы, т. е. для цен-
трального ряда (1) справедливы условия 1, 2. Индукцией по i < k докажем
вычислимую перечислимость подгруппы Gi в (UTn(Q), γ). Для i = 0 это оче-
видно. Пусть Gi−1 — вычислимо перечислимая подгруппа в (UTn(Q), γ) и дана
характеристика

κ = (m, si0, . . . , sini−1) ∈ χ(Gi), ch∗i (κ) = r, γr ∈ Gi−1.

Так как (UTn(Q), γ) — полная нильпотентная группа без кручения, эффек-
тивно находим элемент g ∈ UTn(Q) такой, что

gsi0i0 · . . . · gsini−1
ini−1 · γr = gm, γr ∈ Gi−1. (7)

Поскольку элемент из левой части этого равенства (7) принадлежит Gi

и секция Gi/Gi−1 без кручения, по определению функции ch∗i имеем g ∈ Gi.
Легко проверить, что семейство множеств

Hκ =
{
h ∈ UTn(Q) | ∃b ∈ Gi−1

(
gsi0i0 · . . . · gsini−1

ini−1 · b = hm
)}

вычислимо перечислимо равномерно по κ. Для доказательства теоремы нужно
построить алгоритм, определяющий принадлежность элемента h из Hκ под-
группе Gi.

Пусть
gsi0i0 · . . . · gsini−1

ini−1 · b = hm, b ∈ Gi−1. (8)

Для простоты записи введем следующие обозначения:

sik � sk, ni � n, γr � a.

Тогда (7), (8) перепишутся в виде

gs00 · . . . · gsn−1
n−1 · a = gm, a ∈ Gi−1, g ∈ Gi, (9)

gs00 · . . . · gsn−1
n−1 · b = hm, b ∈ Gi−1, h ∈ Hκ. (10)

Отсюда следует, что
ξ = gmh−m = ab−1c, (11)
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где c — произведение коммутаторов вида
[
aε0 , bε1 , gε2i0 , . . . , g

εs+2
is−1

]
, εk = ±1, т. е.

c ∈ Gi−2. Тогда в силу (9) и (10)

ξ = (gh−1)mη ∈ Gi−1, (12)

где η — произведение коммутаторов от g и h.
Докажем, что справедлива эквивалентность

h ∈ Gi ⇔ η ∈ Gi−1,
m
√
ξη−1 ∈ Gi−1. (13)

Действительно, пусть h ∈ Gi. Тогда согласно (11) и (12) получим η ∈ Gi−1.
Отсюда и из (12) следует (gh−1)m ∈ Gi−1. Так как Gi не имеет кручения,
gh−1 ∈ Gi−1, т. е. gh−1 = m

√
ξη−1 ∈ Gi−1.

Пусть η, m
√
ξη−1 ∈ Gi−1. Отсюда и из (12) ввиду однозначности извлечения

корней в UTn(Q) имеем gh−1 = m
√
ξη−1 ∈ Gi, т. е. h ∈ Gi. Эквивалентность

(13) доказана.
Приведем алгоритм перечисления элементов подгрупп Gi в (UTn(Q), γ).

Пусть даны последовательность κ = (m, si0, . . . , sini−1) ∈ χ(Gi) и элемент
γch∗i (κ) = a. По ним эффективно находим элемент g ∈ UTn(Q) такой, что
справедливо (9).

По определению функции chi элемент g принадлежит Gi. Пусть для эле-
мента h ∈ Hi справедливо (10). В силу (11) и (12) по элементам g и h эффек-
тивно определяем элементы ξ и η. Так как по индукционному предположению
подгруппа Gi−1 вычислимо перечислима, множество пар (ξ, η), для которых
справедлива правая часть (13), вычислимо перечислимо. Отсюда и из (13) сле-
дует вычислимая перечислимость подгруппы Gi. Индукционный шаг доказан.
Следовательно, подгруппа Gk−1 = G вычислимо перечислима в (UTn(Q), γ), а
потому G вычислима. �

§ 2. Пример невычислимой нильпотентной
группы без кручения, секции любого

центрального ряда которой вычислимы

Здесь будет доказана независимость условия 2 от условия 1 теоремы 4.
В дальнейшем матрицу M ∈ UT3(Q) будем записывать так:

M =

 1 xM zM
0 1 yM
0 0 1

 .

Напомним следующие известные формулы:

Mn =

 1 nxM nzM + C2
nxMyM

0 1 nyM
0 0 1

 , (14)

M−1 =

 1 −xM −zM + xMyM
0 1 −yM
0 0 1

 . (15)

Если M0, . . . ,Mn−1 ∈ UTn(Q), то

M0M1 · . . . ·Mn−1 =

 1
∑

xi
∑

zi +
∑
i<n

( ∑
k<i

xkyi
)

0 1
∑

yi
0 0 1

 , (16)
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где xi = xMi , yi = yMi , zi = zMi .
Пусть P — бесконечное вычислимо перечислимое множество простых чисел,

2 6∈ P , r : P → ω, s : P → ω — функции, где s вычислима, а r — нет, 3 < rp <
sp − 2 для любого p ∈ P , rp � r(p), sp � s(p). Функции r и s с заданными
свойствами и ограничениями существуют и будут построены в лемме 5. По ним
зададим группу G ≤ UT3(Q) с порождающими

B0 =

 1 1 0
0 1 0
0 0 1

 , B1 =

 1 0 0
0 1 1
0 0 1

 , (17)

Rp =

 1 0 1
prp

0 1 0
0 0 1

 (18)

и матрицами Ap, p ∈ P , определенными формулой

Bp
0B

p
1Rp = Ap

sp

p , (19)
где p ∈ P .

Прямые вычисления с использованием формулы (14) показывают, что спра-
ведлива

Лемма 1. Для любого p ∈ P имеем

Ap =

 1 1
psp−1

psp+2psp−rp+2+1
2p2sp−2

0 1 1
psp−1

0 0 1

 . (20)

Лемма 2. Коммутант G′ группы G порождается матрицами вида

Sp =

 1 0 1
psp−1

0 1 0
0 0 1

 , p ∈ P. (21)

Доказательство. Справедливы следующие равенства:

[B0, B1] =

 1 0 1
0 1 0
0 0 1

 , (22)

[B0, Ap]p
sp =

[
B0, A

psp
p

]
=

[
B0, B

p
0B

p
1Rp

]
= [B0, B1]p.

Отсюда и из (22) получим

[B0, Ap] =

 1 0 1
psp−1

0 1 0
0 0 1

 , p ∈ P. (23)

Аналогично

[B1, Ap] =

 1 0 − 1
psp−1

0 1 0
0 0 1

 , (24)

[Ap, Aq]p
sp+sq =

[
Ap

sp

p , Ap
sq

q

]
=

[
Bp

0 , B
p
1Rp, B

q
0 , B

q
1Rp

]
[B0, B1]pq[B0, B1]−pq = E,

т. е.
ApAq = AqAp. (25)

Из (23)–(25) непосредственно следует утверждение леммы. �

Из этой леммы, вычислимой перечислимости множества P и вычислимости
функции s вытекает
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Следствие 5. Коммутант G′ вычислим, так как он является вычислимой
перечислимой подгруппой группы (UTn(Q), γ).

Лемма 3. Центр Z(G) совпадает с коммутантом G′.
Доказательство. Из (17) легко следует, что центр Z(G) состоит из мат-

риц вида  1 0 z
0 1 0
0 0 1

 , z ∈ Q. (26)

Из определения группы G вытекает, что любая матрица M ∈ G лежит в
смежном классе по G′, содержащем некоторую матрицу вида

L = Bα0
0 Bα1

1 Aβ0
0 · . . . ·Aβk−1

k−1 , α0, α1, βi ∈ Z, i < k, (27)

где Ai = Api , т. е.
M = LC, C ∈ G′. (28)

Следовательно, M ∈ Z(G) тогда и только тогда, когда L ∈ Z(G). Допустим,
L ∈ Z(G). Тогда в силу (14)–(17), (26), (27) имеем

xL = α0 +
β0

ps0−1
0

+ · · ·+ βk−1

p
sk−1−1
k−1

= 0,

yL = α1 +
β0

ps0−1
0

+ · · ·+ βk−1

p
sk−1−1
k−1

= 0,

где si = spi , т. е.

α � α0 = α1 = − β0

ps0−1
0

− · · · − βk−1

p
sk−1−1
k−1

. (29)

Если положить
s̄ = ps0−1

0 · . . . · psk−1−1
k−1 , s̄i =

s̄

psi−1
i

, (30)

то (29) перепишется в виде

−αs̄ = β0s̄0 + · · ·+ βk−1s̄k−1. (31)

Из (30) следует, что s̄ и s̄j , j 6= i, делятся на psi−1
i . Отсюда и из (31) выте-

кает делимость βis̄i на psi−1
i , но в силу (30) s̄i не делится на pi. Следовательно,

βi = γip
si−1
i (32)

для некоторого γi ∈ Z. Вычислим матрицу A
γip

si−1
i

i по формулам (14), (20).
Получим

x
A
βi
i

= y
A
βi
i

= γip
si−1
i

1
psi−1
i

= γi, (33)

z
A
βi
i

= γip
si−1
i

psii + 2psi−ri+2
i + 1

2p2si−2
i

+ γip
si−1
i

γip
si−1
i − 1

2p2si−2
i

=
γi

(
psii + 2psi−ri+2

i + 1 + γip
si−1
i − 1

)
2psi−1

i

=
γip

si−ri+2
i

(
pri−2
i + γip

ri−3
i + 2

)
2psi−1

i

=
γi

(
pri−2
i + γip

ri−3
i + 2

)
2pri−3

i

.
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Легко проверить, что числитель последней дроби — четное число, поэтому
последнее равенство можно записать так:

z
A
βi
i

=
mi

pri−3

для некоторого mi ∈ Z. Отсюда и из (15), (26), (31) следует, что

xL = yL = α+
∑

γi = 0, zL =
∑ mi

pri−3
i

+ n

для некоторого n ∈ Z, т. е.

L =

 1 0
∑ mi

p
ri−3
i

1 0
1

 .

Отсюда в силу ri < si и леммы 2 получим L ∈ G′, а потому согласно (28)
M ∈ G′, т. е. Z(G) = G′. �

Лемма 4. Для любого p ∈ P уравнение Bp
0B

p
1X = Y psp , где

X =

 1 0 1
qk

0 1 0
0 0 1


для некоторых q ∈ P , k ∈ Z, имеет единственное решение X = Rp, Y = Ap,
определяемое формулами (18) и (20) соответственно.

Доказательство. Допустим, что существует другое решение, т. е. для
некоторой матрицы

C =

 1 0 1
qk

0 1 0
0 0 1

 ∈ G (34)

при q 6= p найдется матрица D ∈ G такая, что

Bp
0B

p
1C = Dpsp . (35)

Отсюда и из (20) имеем[
Ap

sp

p , D−psp ]
=

[
Bp

0B
p
1Rp, C

−1B−p
1 B−p

0
]

= E,

т. е. [Ap, D−1]p
2sp = E.

Так как G — группа без кручения, [Ap, D−1] = E. Из (19) и (35) следует,
что

RpC
−1 = (ApD−1)p

sp
. (36)

Отсюда в силу (18) и (34) получим

zRpC−1 =
1
prp

− 1
qk

=
qk − prp

prpqk
= pspzApD−1 ,

т. е.

zApD−1 =
qk − prp

prpqkpsp
. (37)

Рассмотрим следующие возможности.
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1. q 6= p. Тогда числитель (37) взаимно прост с p, а потому rp+sp > sp−1. В
силу (36) ApD−1 ∈ Z(G). Это противоречит леммам 2 и 3, т. е. данный случай
невозможен.

2. p = q. Если k < rp, то в силу (37)

zApB−1 =
pk(1− prp−k)
prppkpsp

=
1− prp−k

prp+sp
,

если же k > rp, то аналогично

zApB−1 =
pk−rp − 1
pk+sp

.

Эти два равенства противоречат леммам 2, 3. Таким образом, q = p, k =
rp, следовательно, X = Rp. Отсюда и из однозначности операции извлечения
корней в UT3(Q) в силу (19) получим Y = Ap. �

Лемма 5. Существуют 1-местные функции r и s такие, что s вычислима,
а r — нет и для любого n

3 < r(n) < s(n)− 2. (38)

Доказательство. Пусть K(n,m) — универсальная частично вычислимая
функция для класса одноместных частично вычислимых функций и ϕ(n) =
Kn(n).

Определим требуемые функции следующими равенствами:

s(n) = 24, (39)

r(n) =
{

min{3, ϕ(n)}+ 4, если ϕ(n) ≤ 3 или ϕ(n) > 7,
8, если 3 < ϕ(n) ≤ 7 либо ϕ(n) не определено.

(40)

Легко проверить, что 4 ≤ r(n) ≤ 8 для любого n. Отсюда и из (39) следует
(38).

Докажем, что функция r(n) невычислима. Допустим противное, т. е. су-
ществует такое t, что r(n) = λnK(t, n). Отсюда r(t) = K(t, t) = ϕ(t).

Если выполнено 1-е условие в (40), то 3 < r(n) ≤ 7, что невозможно. Ана-
логично 2-е условие в (40) также невозможно. Следовательно, функция r(n)
невычислима. Из (39) и (40) непосредственно следует (38). �

Теорема 5. Существует невычислимая подгруппа G ≤ UTn(Q) такая, что
все секции любого ее центрального ряда вычислимы.

Доказательство. Пусть функции r и s определены, как в лемме 5, а
группа G задана порождающими (17)–(19). По лемме 3 существует единствен-
ный центральный ряд E < G′ = Z(G) < G, где группы G и G′ вычислимо
перечислимы в (UTn(Q), γ), а потому вычислимы. Докажем вычислимость сек-
ции G/G′ � G. Смежные классы B0 и B1 образуют базис группы G. Из
(19) следует, что для характеристики χ(G) секции G справедливо равенство
χ(G) = {(p, sp, 1, 1) | p ∈ P, sp = s(p)}.

Так как множество P вычислимо перечислимо, а функция s вычислима,
характеристика χ(G) вычислимо перечислима, а потому секция G вычислима.

Допустим, что группа G вычислима. Тогда в силу леммы 4 функция r
вычислима, что противоречит лемме 5. Следовательно, группа G невычисли-
ма. �
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Замечание 1. Условие 2 теоремы 4 не зависит от условия 1.

Действительно, пусть P — бесконечное вычислимое множество простых чи-
сел, а функции r и s такие же, как в лемме 5. По ним определим группу G
порождающими (17)–(19). Тогда легко проверить, что характеристика χ(G)
вычислима, но в то же время по теореме 5 группа G невычислима. Отсюда и
из теоремы 4 следует, что условие 2 не выполнено.

В [13] доказано, что вычислимо перечислимо определенная нильпотентная
группа G без кручения, коммутант которой имеет конечную размерность, вы-
числима. Отсюда следуют

Замечание 2. Все результаты § 1 данной работы остаются справедливы-
ми, если в них условие «вычислимая» заменить на «вычислимо перечислимо
определенная».

Следствие 6. Пусть G — вычислимо перечислимо определенная нильпо-
тентная группа, фактор-группа G/T которой по периодической части T имеет
конечную размерность. Тогда фактор-группа G/T вычислима.
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