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Аннотация. Рассматривается весовое дифференциальное неравенство Харди на
множестве локально абсолютно непрерывных функций, обращающихся в нуль на
концах интервала, для которого получены более общие результаты, охватывающие
ранее известные, и даны более точные оценки для наилучшей постоянной.
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§ 1. Введение

Пусть I = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, 0 < p, q < ∞, 1
p + 1

p′ = 1, ρ, v и
ρ1−p′ = 1

ρp′−1 — неотрицательные локально суммируемые на I функции, причем
v 6≡ 0.

Пусть 0 < p <∞, Lp,ρ ≡ Lp,ρ(I) — пространство измеримых на I функций
f , для которых конечна норма

‖f‖p,ρ =

 b∫
a

ρ(t)|f(t)|p dt

 1
p

.

Пусть W 1
p,ρ ≡W 1

p (ρ, I), p > 1, — совокупность локально абсолютно непрерывных
на I функций f , для которых конечна норма

‖f‖W 1
p,ρ

= ‖f ′‖p,ρ + |f(t0)|, (1)

где t0 ∈ I — некоторая фиксированная точка. Пусть lim
t→a+

f(t) ≡ f(a), lim
t→b−

f(t)

≡ f(b) и
◦

ACp(ρ, I) =
{
f ∈ W 1

p,ρ : f(a) = f(b) = 0
}
, ACp,l(ρ, I) =

{
f ∈ W 1

p,ρ :
f(a) = 0

}
, ACp,r(ρ, I) =

{
f ∈W 1

p,ρ : f(b) = 0
}
.

Замыкания множеств
◦

ACp(ρ, I), ACp,l(ρ, I) и ACp,r(ρ, I) по норме (1) соот-

ветственно обозначим через
◦
W p(ρ, I), W 1

p,l(ρ, I) и W 1
p,r(ρ, I).

На множестве
◦

ACp(ρ, I) рассмотрим весовое неравенство Харди в диффе-
ренциальной форме [1]: b∫

a

v(t)|f(t)|q dt

 1
q

≤ C

 b∫
a

ρ(t)|f ′(t)|p dt

 1
p

. (2)
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Неравенство (2) и его различные обобщения в последние 50 лет стали предметом
исследования для многих специалистов и в основном изучены на множествах
ACp,l(ρ, I) и ACp,r(ρ, I). Историю вопроса и результаты можно найти в [1–3]. В
последние годы получены многочисленные эквивалентные критерии их выпол-

нения (см., например, [4, 5]). Однако неравенство (2) на множестве
◦

ACp(ρ, I)
исследовано очень слабо. Некоторые результаты приведены в [1, 2], причем
только в [1] даны двухсторонние оценки для наилучшей константы C > 0 в (2).

В связи с различными приложениями неравенства (2) в качественной тео-
рии дифференциальных уравнений (см. [6–9]) возникает необходимость иссле-

довать его на множестве
◦

ACp(ρ, I) с более точными оценками его наилучшей
постоянной.

В настоящей статье методом, отличным от примененного в [1], получен
более общий результат, охватывающий результаты выше указанных работ, и
даны более точные двухсторонние оценки для наилучшей константы C > 0
в (2).

§ 2. Необходимые обозначения и утверждения

Исследования неравенства (2) на множестве
◦
ACp(ρ, I) проводится в зави-

симости от поведения функции ρ на концах интервала I. Весовая функция ρ
на концах интервала I может вырождаться, поэтому имеет место

Теорема A. Пусть 1 < p <∞. Тогда
(i) если ρ1−p′ ∈ L1(I), то для любой функции f ∈ W 1

p (ρ, I) существуют
lim
t→a+

f(t) ≡ f(a), lim
t→b−

f(t) ≡ f(b) и

◦
W p(ρ, I) =

{
f ∈W 1

p (ρ, I) : f(a) = f(b) = 0
}
≡

◦
ACp(ρ, I);

(ii) если ρ1−p′ ∈ L1(a, c) и ρ1−p′ /∈ L1(c, b), c ∈ I, то для любой функции
f ∈W 1

p (ρ, I) существуют f(a) и

◦
W p(ρ, I) = W 1

p,l(ρ, I) =
{
f ∈W 1

p (ρ, I) : f(a) = 0
}
≡ ACp,l(ρ, I);

(iii) если ρ1−p′ /∈ L1(a, c) и ρ1−p′ ∈ L1(c, b), c ∈ I, то для любой функции
f ∈W 1

p (ρ, I) существуют f(b) и

◦
W p(ρ, I) = W 1

p,r(ρ, I) =
{
f ∈W 1

p (ρ, I) : f(b) = 0
}
≡ ACp,r(ρ, I0);

(iv) если ρ1−p′ /∈ L1(a, c) и ρ1−p′ /∈ L1(c, b), c ∈ I, то
◦
W p(ρ, I) = W 1

p,l(ρ, I) = W 1
p,r(ρ, I) = W 1

p (ρ, I).

Утверждения теоремы A, вообще говоря известны, и их можно вывести из
результатов работ [10–12]. Мы приведем доказательство утверждения (ii), а
остальные утверждения доказываются аналогичным образом.

Пусть ρ1−p′ ∈ L1(a, c) и ρ1−p′ /∈ L1(c, b), c ∈ I. Тогда для f ∈W 1
p (ρ, I)

c∫
a

|f ′(t)| dt ≤

 c∫
a

ρ1−p′

 1
p′

 b∫
a

ρ(t)|f ′(t)|p dt

 1
p

<∞.
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Отсюда вытекает существование f(a).
Пусть f ∈W 1

p,l(ρ, I). Тогда найдется последовательность {fn} ⊂ ACp,l(ρ, I)
такая, что ‖f − fn‖W 1

p,ρ
→ 0 при n→∞. Так как

|f(t)− fn(t)| ≤
t0∫
t

|f ′(s)− f ′n(s)|ds + |f(t0)− fn(t0)|

при a < t < t0 < b, применяя неравенство Гёльдера, имеем

|f(t)− fn(t)| ≤ max

1,

 t0∫
a

ρ1−p′

 1
p′

‖f − fn‖W 1
p,ρ
.

Стало быть, f(a) = 0.
Пусть a < α ≤ t0 < b. Тогда

|f(α)| ≤

 α∫
a

ρ1−p′

 1
p′

 α∫
a

ρ(t)|f ′|p dt

 1
p

или

|f(α)|

 α∫
a

ρ1−p′

− 1
p′

≤

 α∫
a

ρ(t)|f ′|p dt

 1
p

.

Пусть точка α∗ = α∗(a, α) ∈ (a, α) такова, что

α∫
α∗

ρ1−p′ =
α∗∫
a

ρ1−p′ .

Введем функцию

fα(t) =


0, a < t ≤ α∗,

f(α)
(

t∫
α∗

ρ1−p′
)(

α∫
α∗

ρ1−p′
)−1

, α∗ ≤ t ≤ α,

f(t), α ≤ t < b.

Очевидно, что fα ∈ ACp,l(ρ, I). Имеем

‖f − fα‖W 1
p

=

 α∫
a

ρ|f ′ − f ′α|p
 1

p

≤

 α∫
a

ρ|f ′|p
 1

p

+ |f(α)|

 α∫
α∗

ρ1−p′

− 1
p′

≤ (1 + 2
1
p′ )

 α∫
a

ρ|f ′|p
 1

p

,

откуда следует, что ‖f − fα‖W 1
p
→ 0 при α → 0. Значит, f ∈ W 1

p,l(ρ, I) и
W 1

p,l(ρ, I) =
{
f ∈W 1

p (ρ, I) : f(a) = 0
}
.

Покажем, что
◦
W p(ρ, I) = W 1

p,l(ρ, I). В силу
◦
W 1

p(ρ, I) ⊂W 1
p,l(ρ, I) достаточно

показать, что
◦
W p(ρ, I) ⊃ W 1

p,l(ρ, I). Пусть f ∈ W 1
p,l(ρ, I) и a < α ≤ t0 < β < b.
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Ввиду условия
b∫
β

ρ1−p′ ds = ∞ для каждого β ∈ I найдется точка β∗ = β∗(β, b) ∈

(β, b) такая, что

|f(β)|

 β∗∫
β

ρ1−p′

− 1
p′

≤

 b∫
β

ρ(t)|f(t)|p dt

 1
p

.

Построим функцию fα,β ∈
◦

ACp(ρ, I):

fα,β(t) =


fα(t), a < t ≤ β,

f(β)
(β∗∫
β

ρ1−p′
)−1 β∗∫

t
ρ1−p′ , β ≤ t ≤ β∗,

0, β∗ ≤ t < b.

Тогда

‖f − fα,β‖W 1
p,ρ

≤

 α∫
a

ρ|f ′ − f ′α|p
 1

p

+

 β∗∫
β

ρ|f ′ − f ′α,β |p
 1

p

+

 b∫
β∗

ρ|f ′|p
 1

p

≤ (1 + 2
1
p′ )

 α∫
a

ρ|f ′|p
 1

p

+ 2

 b∫
β

ρ|f ′|p
 1

p

+ |f(β)|

 β∗∫
β

ρ1−p′

− 1
p′

≤ (1 + 2
1
p′ )

 α∫
a

ρ|f ′|p
 1

p

+ 3

 b∫
β

ρ|f ′|p
 1

p

.

Отсюда ‖f − fα,β‖W 1
p,ρ

→ 0, при α → a, β → b. Следовательно, f ∈
◦
W p(ρ, I).

Теорема A доказана.

Пусть a ≤ α < β ≤ b. Положим

A1(α, β, x) =

 x∫
α

ρ1−p′

 1
p′

 β∫
x

v(t)dt

 1
q

,

A2(α, β, x) =

 x∫
α

ρ1−p′

− 1
p
 x∫

α

v(t)

 t∫
α

ρ1−p′

q

dt

 1
q

,

A∗1(α, β, x) =

 β∫
x

ρ1−p′

 1
p′

 x∫
α

v(t) dt

 1
q

,

A∗2(α, β, x) =

 β∫
x

ρ1−p′

− 1
p
 β∫

x

v(t)

 β∫
t

ρ1−p′

q

dt

 1
q

, α < x < β.
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Ai(α, β) = sup
α<x<β

Ai(α, β, x),

A∗i (α, β) = sup
α<x<β

A∗i (α, β, x), i = 1, 2,

γ1 = min(p
1
q (p′)

1
p′ , q

1
q (q′)

1
p′ ), γ2 = p′.

Наилучшую постоянную C в (2) на множествах
◦

ACp(ρ, (α, β)), ACp,l(ρ, (α, β))
и ACp,r(ρ, (α, β)) соответственно обозначим через C = J0(α, β), C = Jl(α, β) и
C = Jr(α, β).

Из [3, 13] следует

Теорема B. Пусть 1 < p ≤ q <∞. Тогда

max{A1(α, β), A2(α, β)} ≤ Jl(α, β) ≤ min{γ1A1(α, β), γ2A2(α, β)}, (3)

max{A∗1(α, β), A∗2(α, β)} ≤ Jr(α, β) ≤ min{γ1A
∗
1(α, β), γ2A

∗
2(α, β)}. (4)

Пусть

B(α, β) =

 β∫
α

 β∫
x

v


p

p−q
 x∫

α

ρ


p(q−1)
p−q

ρ(x) dx


p−q
pq

,

B∗(α, β) =

 β∫
α

 x∫
α

v


p

p−q
 β∫

x

ρ


p(q−1)
p−q

ρ(x) dx


p−q
pq

.

Из [3, 14], а также с учетом того, что по условию функция ρ1−p′ локально
суммируема на I, вытекает (см. [14, замечание])

Теорема С. Пусть 0 < q < p <∞, p > 1. Тогда

µ−B(α, β) ≤ Jl(α, β) ≤ µ+B(α, β), µ−B∗(α, β) ≤ Jr(α, β) ≤ µ+B∗(α, β),

где µ− =
(p−q

p

) 1
q′ , µ+ = (p′)

1
pq′ q

1
q при 1 < q < p < ∞ и µ− = q

1
q (p′)

1
q′ p−q

p ,

µ+ = p
1
p (p′)

1
q′

( p
p−q

) p−q
pq при 0 < q < 1 < p <∞.

§ 3. Основные результаты

3.1. Случай 1 < p ≤ q <∞. Пусть
b∫

a

ρ1−p′(s) ds <∞. (5)

Определение 1. Точку ci ∈ I, i = 1, 2, назовем серединной точкой для
(Ai, A∗i ), если Ai(a, ci) = A∗i (ci, b) ≡ Tci(a, b) <∞, i = 1, 2.

Теорема 1. Пусть 1 < p ≤ q < ∞ и выполняется (5). Тогда неравенство

(2) выполнено на множестве
◦

ACp(ρ, I) тогда и только тогда, когда существует
серединная точка ci ∈ I для (Ai, A∗i ) хотя бы при одном i = 1, 2 и при этом для
наилучшей постоянной J0(a, b) в (2) имеет место оценка

2
q−p
pq max{Tc1(a, b), Tc2(a, b)} ≤ J0(a, b) ≤ min{γ1Tc1(a, b), γ2Tc2(a, b)}. (6)
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Следствие 1 [9]. В случае p = q справедлива оценка

max{Tc1(a, b), Tc2(a, b)} ≤ J0(a, b) ≤ min{p
1
p (p′)

1
p′ Tc1(a, b), p

′Tc2(a, b)}.

В доказательстве теоремы 1 используется следующая

Лемма 1. Пусть 1 < p ≤ q <∞ и выполнено (5). Тогда серединная точка
для (Ai, A∗i ), i = 1, 2, существует тогда и только тогда, когда для c ∈ I

lim
x→a

supAi(a, c, x) <∞, lim
x→b

supA∗i (c, b, x) <∞, i = 1, 2. (7)

Доказательство леммы 1. Достаточность. Из условия (7) следует,
что

lim
c→a

Ai(a, c) <∞, lim
c→b

A∗i (c, b) <∞, i = 1, 2.

Покажем, что

lim
c→b

Ai(a, c) > lim
c→b

A∗i (c, b), i = 1, 2. (8)

Действительно, если

lim
c→b

Ai(a, c) ≤ lim
c→b

A∗i (c, b) <∞, (9)

то в силу (5) имeем
b∫

c

v(t) dt <∞, c ∈ I.

Тогда
lim
c→b

A∗i (c, b) = 0, i = 1, 2. (10)

При i = 1 равенство (10) очевидно, а при i = 2 оно вытекает из неравенства b∫
c

ρ1−p′

− 1
p
 b∫

c

v(t)

 b∫
t

ρ1−p′

q

dt

 1
q

≤

 b∫
c

ρ1−p′

 1
p′

 b∫
c

v(t) dt

 1
q

.

Так как Ai(a, c) — неотрицательная, неубывающая и непрерывная функция
по c ∈ I, из (9) и (10) следует, что Ai(a, b) = 0, i = 1, 2. Тогда v(t) ≡ 0 на I,
что противоречит условию, наложенному на v. Следовательно, имеет место (8).
Точно так же устанавливаем, что

lim
c→a

A∗i (c, b) > lim
c→b

Ai(a, c), i = 1, 2. (11)

Из (8) и (11) в силу непрерывности и монотонности Ai(a, c), A∗i (c, b) по c ∈ I,
вытекает существование точек ci ∈ I таких, что Ai(a, ci) = A∗i (ci, b), i = 1, 2.

Необходимость. Пусть существует серединная точка ci ∈ I для (Ai, A∗i ),
i = 1, 2. Тогда по определению серединной точки ci

Ai(a, ci) = A∗i (ci, b) <∞, i = 1, 2.
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Если c ≥ c1, то в силу условия (5)

lim
x→a

supA1(a, c, x) = lim
t→a

sup
a<x<t

 x∫
a

ρ1−p′

 1
p′

 c∫
x

v(t) dt

 1
q

≤ sup
a<x<c1

 x∫
a

ρ1−p′

 1
p′

 c1∫
x

v(t) dt

 1
q

+ lim
t→a

sup
a<x<t

 x∫
a

ρ1−p′

 1
p′

 c∫
c1

v(t) dt

 1
q

= A1(a, c1) + lim
t→a

 t∫
a

ρ1−p′

 1
p′

 c∫
c1

v(t) dt

 1
q

= A1(a, c1) <∞,

lim
x→b

supA∗1(c, b, x) = lim
t→b

sup
t<x<b

 b∫
x

ρ1−p′

 1
p′

 x∫
c

v(t) dt

 1
q

≤ sup
c1<x<b

 b∫
x

ρ1−p′

 1
p′

 x∫
c1

v(t) dt

 1
q

= A∗1(c1, b) <∞.

В случае c < c1 аналогично

lim
x→a

supA1(a, c, x) ≤ A1(a, c1) <∞,

lim
x→b

supA∗1(c, b, x) = lim
t→b

sup
t<x<b

 b∫
x

ρ1−p′

 1
p′

 x∫
c

v(t) dt

 1
q

≤ A∗1(c1, b) + lim
t→a

 b∫
t

ρ1−p′

 1
p′

 c1∫
c

v(t) dt

 1
q

= A∗1(c1, b) <∞.

В случае A2 и A∗2 для любого c ∈ I

lim
x→a

supA2(a, c, x) = lim
t→a

sup
a<x<t

 x∫
a

ρ1−p′

− 1
p
 x∫

a

v(t)

 t∫
a

ρ1−p′

q

dt

 1
q

≤ sup
a<x<c2

 x∫
a

ρ1−p′

− 1
p
 x∫

a

v(t)

 t∫
a

ρ1−p′

q

dt

 1
q

= A2(a, c2) <∞

и аналогично
lim
x→b

supA∗2(c, b, x) ≤ A∗2(c2, b) <∞.

Лемма 1 доказана.

Доказательство теоремы 1. Необходимость. Пусть неравенство (2)

на множестве
◦

ACp(ρ, I) выполнено с наилучшей константой C = J0(a, b). Пусть
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a < c− < c < c+ < b. Положим

f0(t) =



(
c−∫
a
ρ1−p′

)−1 t∫
a
ρ1−p′ , a < t < c−,

1, c− ≤ t ≤ c+,(
b∫

c+
ρ1−p′

)−1 b∫
t
ρ1−p′ , c+ < t < b.

(12)

Функция f0 локально абсолютно непрерывная на I, и

b∫
a

ρ(s)|f ′0(s)|p ds =
c−∫
a

ρ(s)|f ′0(s)|p ds +
c+∫

c−

ρ(s)|f ′0(s)|p ds +
b∫

c+

ρ(s)|f ′0(s)|p ds

=

 c−∫
a

ρ1−p′

−p c−∫
a

ρρp(1−p
′) +

 b∫
c+

ρ1−p′

−p b∫
c+

ρρp(1−p
′)

=

 c−∫
a

ρ1−p′

1−p

+

 b∫
c+

ρ1−p′

1−p

<∞. (13)

Поэтому f0 ∈W 1
p (ρ, I), причем по построению

lim
t→a+

f0(t) ≡ f0(a) = 0, lim
t→b−

f0(t) ≡ f0(b) = 0.

Тогда f0 ∈
◦

ACp(ρ, I). Подставляя функцию f0 в (2), имеем

J0(a, b) ≥

(
b∫
a
v(t)|f0(t)|q dt

) 1
q

(
b∫
a
ρ(t)|f ′0(t)|p dt

) 1
p

. (14)

Непосредственное вычисление дает

b∫
a

v(t)|f0(t)|q dt =
c−∫
a

v(t)|f0(t)|q dt +
c+∫

c−

v(t)|f0(t)|p dt +
b∫

c+

v(t)|f0(t)|q dt

=

 c−∫
a

ρ1−p′

−q c−∫
a

v(t)

 t∫
a

ρ1−p′

q

dt

+
c+∫

c−

v(t) dt +

 b∫
c+

ρ1−p′

−q b∫
c+

v(t)

 b∫
t

ρ1−p′

q

dt. (15)
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Из (13)–(15) получаем неравенства

Jq0 (a, b) ≥

(
c−∫
a
ρ1−p′

)−q c−∫
a
v(t)

(
t∫
a
ρ1−p′

)q

dt((
c−∫
a
ρ1−p′

)1−p

+
(

b∫
c+

ρ1−p′
)1−p) q

p

+

(
b∫

c+
ρ1−p′

)−q b∫
c+

v(t)
(

b∫
t
ρ1−p′

)q

dt((
c−∫
a
ρ1−p′

)1−p

+
(

b∫
c+

ρ1−p′
)1−p) q

p

, (16)

Jq0 (a, b) ≥

c∫
c−

v(t) dt +
c+∫
c
v(t) dt((

c−∫
a
ρ1−p′

)1−p

+
(

b∫
c+

ρ1−p′
)1−p) q

p

. (17)

Умножая числитель и знаменатель правых частей (16) и (17) на
(
c−∫
a
ρ1−p′

) q
p′

,
имеем

Jq0 (a, b) ≥

(
c−∫
a
ρ1−p′

)− q
p c−∫

a
v(t)

(
t∫
a
ρ1−p′

)q

dt(
1 +

(
c−∫
a
ρ1−p′

)p−1( b∫
c+

ρ1−p′
)1−p) q

p

+

(
c−∫
a
ρ1−p′

) q
p′

(
b∫

c+
ρ1−p′

)−q b∫
c+

v(t)
(

b∫
t
ρ1−p′

)q

dt(
1 +

(
c−∫
a
ρ1−p′

)p−1( b∫
c+

ρ1−p′
)1−p) q

p

, (18)

Jq0 (a, b) ≥

(
c−∫
a
ρ1−p′

) q
p′ c∫

c−
v(t) dt +

(
c−∫
a
ρ1−p′

) q
p′ c+∫

c
v(t) dt(

1 +
(
c−∫
a
ρ1−p′

)p−1( b∫
c+

ρ1−p′
)1−p) q

p

. (19)

Так как левые части (18) и (19) не зависят от c− ∈ (a, c), переходя к пределу
при c− → a, в их правых частях получим

Jq0 (a, b) ≥
lim
x→a

sup
(

x∫
a
ρ1−p′

)− q
p x∫
a
v(t)

(
t∫
a
ρ1−p′

)q

dt(
1 + lim

c−→a

(
c−∫
a
ρ1−p′

)p−1( b∫
c+

ρ1−p′
)1−p) q

p

+
lim
c−→a

(
c−∫
a
ρ1−p′

) q
p′

(
b∫

c+
ρ1−p′

)−q b∫
c+

v(t)
(

b∫
t
ρ1−p′

)q

dt(
1 + lim

c−→a

(
c−∫
a
ρ1−p′

)p−1( b∫
c+

ρ1−p′
)1−p) q

p
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= lim
x→a

sup

 x∫
a

ρ1−p′

− q
p′ x∫

a

v(t)

 t∫
a

ρ1−p′

q

dt = lim
x→a

supAq
2(a, c, x), (20)

Jq0 (a, b) ≥
lim
x→a

sup
(

x∫
a
ρ1−p′

) q
p′ c∫

x
v(t) dt + lim

c−→a

(
c−∫
a
ρ1−p′

) q
p′ c+∫

c
v(t) dt(

1 + lim
c−→a

(
c−∫
a
ρ1−p′

)p−1( b∫
c+

ρ1−p′
)1−p) q

p

= lim
x→a

sup

 x∫
a

ρ1−p′


q
p′ c∫

x

v(t) dt = lim
x→a

supAq
1(a, c, x). (21)

Умножая числитель и знаменатель правых частей (16) и (17) на
(

b∫
c+

ρ1−p′
) q

p′

и переходя к пределу при c+ → b, получим

Jq0 (a, b) ≥
lim
c+→b

(
b∫

c+
ρ1−p′

) q
p′

(
c−∫
a
ρ1−p′

)−q c−∫
a
v(t)

(
t∫
a
ρ1−p′

)q

dt(
lim
c+→b

(
b∫

c+
ρ1−p′

)p−1(c−∫
a
ρ1−p′

)1−p

+ 1
) q

p

+
lim
x→b

sup
(

b∫
x
ρ1−p′

)− q
p b∫
x
v(t)

(
b∫
t
ρ1−p′

)q

dt(
lim
c+→b

(
b∫

c+
ρ1−p′

)p−1(c−∫
a
ρ1−p′

)1−p

+ 1
) q

p

= lim
x→b

sup

 b∫
x

ρ1−p′

− q
p b∫
x

v(t)

 b∫
t

ρ1−p′

q

dt = lim
x→b

sup(A∗2(c, b, x))q, (22)

Jq0 (a, b) ≥
lim
c+→b

(
b∫

c+
ρ1−p′

) q
p′ c∫

c−
v(t) dt + lim

x→b
sup

(
b∫
x
ρ1−p′

) q
p′ x∫

c
v(t) dt(

lim
c+→b

(
b∫

c+
ρ1−p′

)p−1(c−∫
a
ρ1−p′

)1−p

+ 1
) q

p

= lim
x→b

sup

 b∫
x

ρ1−p′


q
p′ x∫

c

v(t) dt = lim
x→b

sup(A∗1(c, b, x))q. (23)

Из (20)–(23) следует, что выполнено (7). Тогда по лемме 1 существуют
серединные точки ci ∈ I для (Ai, A∗i ), i = 1, 2. Значит, по определению 1
Ai(a, ci) = A∗i (ci, b) ≡ Tci(a, b) <∞, i = 1, 2.

Так как Ai(a, ci, x), A∗i (ci, b, x) непрерывны по x соответственно на (a, ci],
[ci, b) и

Ai(a, ci) ≥ lim
x→a

supAi(a, ci, x), A∗i (ci, b) ≥ lim
x→b

supA∗i (ci, b, x),
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имеются две возможности. Если Ai(a, ci) = lim
x→a

supAi(a, ci, x) или A∗i (ci, b) =
lim
x→b

supA∗i (ci, b, x), то из (20)–(23) имеем оценку J0(a, b) ≥ Tci(a, b), i = 1, 2, т. е.

выполнена левая часть оценки (6). В противном случае существуют точки c−i ,
c+i , a < c−i ≤ ci, ci ≤ c+i < b, такие, что Ai(a, ci) = Ai(a, ci, c−i ), A∗i (ci, b) =
A∗i (ci, b, c

+
i ), причем c−1 6= c1, c+1 6= c1.

Чтобы получить левую оценку (6), в этом случае оцениваем Tc1(a, b), Tc2(a, b)
по отдельности. Сначала оценим Tc2(a, b).

Пусть в (16) c− = c−2 . Тогда из (18) имеем

Jq0 (a, b) ≥

(c−2∫
a
ρ1−p′

)− q
p c−2∫

a
v(t)

(
t∫
a
ρ1−p′

)q

dt

(
b∫

c+2

ρ1−p′
) q

p′

((
b∫

c+2

ρ1−p′
)p−1

+
(c−2∫

a
ρ1−p′

)p−1) q
p

+

(
b∫

c+2

ρ1−p′
)− q

p b∫
c+2

v(t)
(

b∫
t
ρ1−p′

)q

dt

(c−2∫
a
ρ1−p′

) q
p′

( (
b∫

c+2

ρ1−p′
)p−1

+
(c−2∫

a
ρ1−p′

)p−1) q
p

(учитываем выражения для A2(a, c2, c−2 ), A∗2(c2, b, c
+
2 ))

=

(A2(a, c2, c−2 ))q
(

b∫
c+2

ρ1−p′
) q

p′

+ (A∗2(c2, b, c
+
2 ))q

(c−2∫
a
ρ1−p′

) q
p′

((
b∫

c+2

ρ1−p′
)p−1

+
(c−2∫

a
ρ1−p′

)p−1) q
p

(по определению точки c2: A2(a, c2) = A2(a, c2, c−2 ) и A∗2(a, c2) = A∗2(c2, b, c
+
2 ))

=

(A2(a, c2))q
(

b∫
c+2

ρ1−p′
) q

p′

+ (A∗2(c2, b))q
(c−2∫

a
ρ1−p′

) q
p′

((
b∫

c+2

ρ1−p′
)p−1

+
(c−2∫

a
ρ1−p′

)p−1) q
p

(так как c2 серединная точка для (A2, A
∗
2))

= (Tc2(a, b))
q

(
b∫

c+2

ρ1−p′
) q

p′

+
(c−2∫

a
ρ1−p′

) q
p′

((
b∫

c+2

ρ1−p′
)p−1

+
(c−2∫

a
ρ1−p′

)p−1) q
p

≥ 21− q
p (Tc2(a, b))

q. (24)

Оценим Tc1(a, b). Аналогично, полагая c = c1, c− = c−1 , c+ = c+2 в (17), из
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(19) получим

Jq0 (a, b) ≥

(c−1∫
a
ρ1−p′

) q
p′ c1∫

c−1

v(t) dt
(

b∫
c+1

ρ1−p′
) q

p′

((
b∫

c+2

ρ1−p′
)p−1

+
(c−2∫

a
ρ1−p′

)p−1) q
p

+

(
b∫

c+1

ρ1−p′
) q

p′ c+1∫
c1

v(t) dt
(c−1∫

a
ρ1−p′

) q
p′

((
b∫

c+2

ρ1−p′
)p−1

+
(c−2∫

a
ρ1−p′

)p−1) q
p

=

(A1(a, c1, c−1 ))q
(

b∫
c+1

ρ1−p′
) q

p′

+ (A∗1(c1, b, c
+
1 ))q

(c−1∫
a
ρ1−p′

) q
p′

((
b∫

c+2

ρ1−p′
)p−1

+
(c−2∫

a
ρ1−p′

)p−1) q
p

=

(A1(a, c1))q
(

b∫
c+1

ρ1−p′
) q

p′

+ (A∗1(c1, b))q
(c−1∫

a
ρ1−p′

) q
p′

((
b∫

c+2

ρ1−p′
)p−1

+
(c−2∫

a
ρ1−p′

)p−1) q
p

= (Tc1(a, b))
q

(
b∫

c+1

ρ1−p′
) q

p′

+
(c−1∫

a
ρ1−p′

) q
p′

((
b∫

c+2

ρ1−p′
)p−1

+
(c−2∫

a
ρ1−p′

)p−1) q
p

≥ 21− q
p (Tc1(a, b))

q. (25)

Из (24) и (25) имеем левую оценку (6). Необходимость доказана.
Достаточность. Пусть существует серединная точка ci ∈ I для (Ai, A∗i ),

i = 1, 2. Тогда Ai(a, ci) = A∗i (ci, b) = Tci(a, b) < ∞, i = 1, 2. Так как f(a) =

f(b) = 0 для f ∈
◦

ACp(ρ, I), сужения функции f ∈
◦

ACp(ρ, I) на интервалах
(a, ci) и (ci, b) соответственно принадлежат ACp,l(ρ, (a, ci)) и ACp,r(ρ, (ci, b)) .

Поэтому на основании теоремы B
b∫

a

v(t)|f(t)|q dt =
ci∫
a

v(t)|f(t)|q dt +
b∫

ci

v(t)|f(t)|q dt

≤ (γiAi(a, ci))q

 ci∫
a

ρ(s)|f ′(s)|p ds


q
p

+ (γiA∗i (ci, b))
q

 b∫
ci

ρ(s)|f ′(s)|p ds


q
p

≤ (γiTci(a, b))
q

 ci∫
a

ρ(s)|f ′(s)|p ds +
b∫

ci

ρ(s)|f ′(s)|p ds


q
p
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= (γiTci(a, b))
q

 b∫
a

ρ(s)|f ′(s)|p ds


q
p

,

т. е. выполняется неравенство (2) и для наилучшей постоянной C = J0(a, b) в
(2) имеет место оценка

J0(a, b) ≤ min{γ1Tc1(a, b), γ2Tc2(a, b)},
которая дает правую часть (6). Теорема 1 доказана.

Замечание 1. Теорема 1 расширяет оценки величины J0(a, b), приведен-
ные в [1]. Например, в теореме 8.8 из [1] в предположении A1(a, a) = A∗1(b, b) = 0
(что равносильно условиям lim

x→a
A1(a, c, x) = 0, lim

x→b
A∗1(c, b, x) = 0) получено

2−
1
pA ≤ J0(a, b) ≤

(
1 +

q

p′

) 1
q

(
1 +

p′

q

) 1
p′

A,

где A = inf
a<c<b

max{A1(a, c), A∗1(c, b)}.

В указанных предположениях легко установить, что A = T1(a, b).
Пусть

c∫
a

ρ1−p′(s) ds <∞,

b∫
c

ρ1−p′(s) ds = ∞, c ∈ I, (26)

или
c∫

a

ρ1−p′(s) ds = ∞,

b∫
c

ρ1−p′(s) ds <∞, c ∈ I. (27)

Теорема 2. Пусть 1 < p ≤ q <∞. Если выполняется (26) или (27), то для
наилучшей постоянной J0(a, b) в (2) соответственно имеет место оценка

max{A1(a, b), A2(a, b)} ≤ J0(a, b) ≤ min{γ1A1(a, b), γ2A2(a, b)} (28)

или
max{A∗1(a, b), A∗2(a, b)} ≤ J0(a, b) ≤ min{γ1A

∗
1(a, b), γ2A

∗
2(a, b)}. (29)

Доказательство теоремы 2. Так как множество
◦

ACp(ρ, I) всюду плотно

в
◦
W p(ρ, I),

J0(a, b) = sup
f∈

◦
ACp(ρ,I)

(
b∫
a
v(t)|f(t)|q dt

) 1
q

(
b∫
a
ρ(t)|f ′(t)|p dt

) 1
p

= sup
f∈

◦
Wp(ρ,I)

(
b∫
a
v(t)|f(t)|q dt

) 1
q

(
b∫
a
ρ(t)|f ′(t)|p dt

) 1
p

. (30)

Пусть выполнены условия (26). Тогда по п. (ii) теоремы A
◦
W p(ρ, I) =

{
f ∈

W 1
p (ρ, I) : f(a) = 0

}
= ACp,l(ρ, I). Следовательно, J0(I) = Jl(I), и оценка (28)

вытекает из теоремы В. Аналогично доказывается справедливость оценки (29)
в случае (27). Теорема 2 доказана.

Наконец, пусть
c∫

a

ρ1−p′(s) ds = ∞,

b∫
c

ρ1−p′(s) ds = ∞, c ∈ I. (31)



490 А. М. Абылаева, А. О. Байарыстанов, Р. Ойнаров

Теорема 3. Пусть 1 < p ≤ q < ∞ и выполняется (31). Тогда неравенство

(2) не имеет места на множестве
◦
W p(ρ, I), т. е. J0(a, b) = ∞.

Доказательство теоремы 3. По условию выполнено (31). Тогда по тео-

реме A (п. (iv))
◦
W p(ρ, I) = W 1

p (ρ, I). Так как f(x) ≡ 1 ∈W 1
p (ρ, I), на основании

(30) J0(a, b) = ∞. Теорема 3 доказана.

3.2. Случай 0 < q < p <∞.
Определение 2. Точку c ∈ I назовем серединной точкой для (B,B∗), если

B(a, c) = B∗(c, b) ≡ T (a, b) <∞.

Очевидно, что для существования серединной точки для (B,B∗) необходи-
мо и достаточно, чтобы B(a, β) <∞, β ∈ I, B∗(α, b) <∞, α ∈ I.

Теорема 4. Пусть 0 < q < p < ∞, p > 1 и выполняется (5). Тогда

неравенство (2) выполнено на множестве
◦

ACp(ρ, I) тогда и только тогда, ко-
гда существует серединная точка c ∈ I для (B,B∗), при этом для наилучшей
постоянной J0(a, b) в (2) имеет место оценка

q
1
q

(
p− q

p− 1

) 1
q′

T (a, b) ≤ J0(a, b) ≤ 2
p−q
pq µ+T (a, b). (32)

Доказательство. Необходимость. Пусть 0 < q < p < ∞, p > 1 и (2)

выполнено на множестве
◦

ACp(ρ, I) с постоянной C = J0(a, b).
Пусть a < α < β < b. Тогда в силу условий на весовые функции v и ρ

величины B(α, c), c ∈ (α, b), B∗(c, β), c ∈ (a, β) конечны. Тем самым существует
серединная точка c = c(α, β) ∈ (α, β) для B(α, β) и B∗(α, β), т. е.

c∫
α

 c∫
x

v


p

p−q
 x∫

α

ρ1−p′


p(q−1)
p−q

ρ1−p′(x) dx

=

β∫
c

 x∫
c

v


p

p−q
 β∫

x

ρ1−p′


p(q−1)
p−q

ρ1−p′(x) dx. (33)

Введем функцию

f0(t) =



0, a < t ≤ α,

1
b1

t∫
α

(
c∫
x
v

) 1
p−q

(
x∫
α
ρ1−p′

) (q−1)
p−q

ρ1−p′(x) dx, α ≤ t ≤ c,

1
b2

β∫
t

(
x∫
c
v

) 1
p−q

( β∫
x
ρ1−p′

) (q−1)
p−q

ρ1−p′(x) dx, c ≤ t ≤ β,

0, β ≤ t < b,

где

b1 =
c∫

α

 c∫
x

v

 1
p−q

 x∫
α

ρ1−p′


(q−1)
p−q

ρ1−p′(x) dx,
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b2 =

β∫
c

 x∫
c

v

 1
p−q

 β∫
x

ρ1−p′


(q−1)
p−q

ρ1−p′(x) dx.

Очевидно, что f0 ∈
◦

ACp(ρ, I). Для функции f0 имеем b∫
a

ρ(t)|f ′0(t)|p dt

 1
p

=
(

1
bp1

(B(α, c))
qp
p−q +

1
bp2

(B∗(c, β))
qp
p−q

) 1
p

= (T (α, β))
q

p−q

(
1
bp1

+
1
bp2

) 1
p

, (34)

b∫
a

v(t)|f0(t)|q dt =
c∫

α

v(t)(f0(t))q dt +

β∫
c

v(t)(f0(t))q dt

= q

c∫
α

f ′0(t)(f0(t))q−1

c∫
t

v(s) dsdt + q

β∫
c

(−f ′0(t))(f0(t))q−1

t∫
c

v(s) dsdt. (35)

Так как

f0(t) ≥
1
b1

 c∫
t

v

 1
p−q t∫

α

 x∫
α

ρ1−p′


q−1
p−q

ρ1−p′(x) dx

=
1
b1

p− q

p− 1

 c∫
t

v

 1
p−q

 t∫
α

ρ1−p′


p−1
p−q

при α ≤ t ≤ c и аналогично

f0(t) ≥
1
b1

p− q

p− 1

( t∫
c

v

) 1
p−q

( β∫
t

ρ1−p′
) p−1

p−q

при c ≤ t ≤ β, имеем
c∫

α

f ′0(t)(f0(t))q−1

c∫
t

v(s) dsdt ≥
(

1
b1

p− q

p− 1

)q−1

(B(α, c))
pq
p−q ,

β∫
c

(−f ′0(t))(f0(t))q−1

t∫
c

v(s) dsdt ≥
(

1
b2

p− q

p− 1

)q−1

(B∗(c, β))
pq
p−q .

Поэтому согласно (35) b∫
a

v(t)|f0(t)|qdt

 1
q

≥ q
1
q

(
p− q

p− 1

) 1
q′

(
1
bq1

(B(α, c))
qp
p−q +

1
bq2

(B∗(c, β))
qp
p−q

) 1
q

= q
1
q

(
p− q

p− 1

) 1
q′

(T (α, β))
p

p−q

(
1
bq1

+
1
bq2

) 1
q

.
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Поскольку p
q > 1, то

[( 1
bq1

+ 1
bq2

) p
q
] 1
p ≥

( 1
bp1

+ 1
bp2

) 1
p . Тем самым b∫

a

v(t)|f0(t)|q dt

 1
q

≥ q
1
q

(
p− q

p− 1

) 1
q′

(T (α, β))
p

p−q

(
1
bp1

+
1
bp2

) 1
p

. (36)

Из (2), (34) и (36) вытекает, что

q
1
q

(
p− q

p− 1

) 1
q′

T (α, β) ≤ J0(a, b). (37)

Из абсолютной непрерывности интеграла легко следует, что T (α, β) непрерывна
по α, β при a ≤ α < β ≤ b. Значит, из независимости от α, β, a < α < β < b,
правой части (37) имеем

q
1
q

(
p− q

p− 1

) 1
q′

T (a, b) ≤ J0(a, b), (38)

т. е. существует серединная точка c ∈ I для (B,B∗) и выполнена оценка (38).
Достаточность. Пусть существует серединная точка c ∈ I для (B,B∗),

т. е. B(a, c) = B∗(c, b) = T (a, b) <∞. Рассуждая так же, как при доказательстве
достаточной части теоремы 1, на основании теоремы С имеем

b∫
a

v(t)|f(t)|q dt =
c∫

α

v(t)|f(t)|q dt +

β∫
c

v(t)|f(t)|q dt

≤ (µ+B(a, c))q

 c∫
a

ρ(s)|f ′(s)|p ds


q
p

+ (µ+B∗(c, b))q

 b∫
c

ρ(s)|f ′(s)|p ds


q
p

≤ (µ+T (a, b))q2
p−q
p

 c∫
α

ρ(s)|f ′(s)|p ds +

β∫
c

ρ(s)|f ′(s)|p ds


q
p

,

т. е. неравенство (2) выполняется с оценкой J0(a, b) ≤ µ+2
p−q
pq T (a, b), которая

вместе с (38) дает (32). Теорема 4 доказана.

Замечание 2. Сравнение оценки (32) с оценкой

2−
1
p q

1
q

(
p− q

p− 1

) 1
q′

B̃ ≤ J0(a, b) ≤ 2
p−q
pq (p′)

1
pq′ q

1
q B̃,

где B̃ = min
a<c<b

max{B(a, c), B(b, c)}, полученной для случая 1 ≤ q < p < ∞ в

теореме 8.17 из [1], показывает, что оценка в (32) лучше, чем в [1].

Теорема 5. Пусть 0 < q < p <∞, p > 1. Если выполняется (26) или (27),
то для наилучшей постоянной J0(a, b) в (2) соответственно имеют место оценки
µ−B(a, b) ≤ J0(a, b) ≤ µ+B(a, b) или µ−B∗(a, b) ≤ J0(a, b) ≤ µ+B∗(a, b).

Теорема 6. Пусть 0 < q < p < ∞, p > 1, и выполняется (31). Тогда

неравенство (2) не выполняется на множестве
◦

ACp(ρ, I), т. е. J0(a, b) = ∞.
Теоремы 5 и 6 доказываются аналогично теоремам 2 и 3 соответственно.
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