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ИЕРАРХИЯ ПОДМОДЕЛЕЙ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

С. В. Хабиров

Аннотация. Рассматривается система дифференциальных уравнений, допускаю-
щая группу преобразований. По алгебре Ли этой группы можно построить иерар-
хию подмоделей. Эту иерархию можно выбрать так, что решения любой подмодели
будут решениями некоторой другой подмодели этой же иерархии. Для этого надо
вычислить оптимальную систему подалгебр и построить граф вложенных подал-
гебр, а затем вычислить дифференциальные инварианты и операторы инвариант-
ного дифференцирования для каждой подалгебры. Инварианты надалгебры будут
функциями инвариантов подалгебры. Операторы инвариантного дифференцирова-
ния надалгебры линейно выражаются через операторы инвариантного дифферен-
цирования подалгебры над полем инвариантов подалгебры. Сравнение представ-
лений групповых решений дает связь между решениями подмоделей надалгебры и
подалгебры. Приведены примеры вложенных подмоделей для уравнений газовой
динамики.
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Введение

Система дифференциальных уравнений, связанная с приложениями (мо-
дель), всегда допускает группу преобразований. В групповом анализе диффе-
ренциальных уравнений [1] эта группа используется для нахождения точных
решений и классификации точных решений (редукции системы). В абстракт-
ном виде классификацию редукций задает оптимальная система неподобных по-
далгебр алгебры Ли, соответствующей допускаемой группе преобразований [2].
По каждой подалгебре можно построить подмодель, которая связывает лишь
инварианты подалгебры и поэтому имеет меньшее число переменных. Если
инварианты точечные, то получаются инвариантные и частично инвариантные
подмодели [3]. Для подалгебры большой размерности точечных инвариантов
не хватает для конструктивного построения подмодели, поэтому привлекаются
базис дифференциальных инвариантов и операторы инвариантного дифферен-
цирования для построения дифференциально инвариантных подмоделей [4].

Подмодель, построенная по подалгебре, допускает фактор нормализатора
этой подалгебры, что позволяет строить подмодели следующего уровня. Полу-
чается иерархия подмоделей [5]. Но иерархия подмоделей строится не только
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по нормализаторам. Если взять две подалгебры, одна из которых — подалгеб-
ра другой, вторая — надалгебра первой, то их инварианты можно выбрать так,
что решение любой подмодели надалгебры будет решением некоторой подмоде-
ли подалгебры. Это относится к любым подмоделям: инвариантным, частично
инвариантным или дифференциально инвариантным.

Такое вложение показано на примере графа вложенных подалгебр одной
самонормализованной пятимерной подалгебры, допускаемой уравнениями газо-
вой динамики.

Подмодели задаются системами уравнений, которые проще исходной пото-
му, что содержат меньшее число переменных, но в то же время более сложные,
так как появляются дополнительные нелинейности. Предлагаемая иерархия
подмоделей позволяет находить точные решения подмоделей регулярным обра-
зом.

Кроме того, предлагаемая идеология дает возможность находить новые ре-
шения у моделей, вкладывая их в объемлющие модели (например, с большим
числом независимых переменных) с расширенной группой симметрий.

Из сказанного следует, что оптимальная система нужна для построения
графа вложенных подалгебр. Представить граф в целом сложно. Он пред-
ставляется фрагментами с использованием преобразований внутренних авто-
морфизмов алгебры для выделения нужного представителя из класса подоб-
ных.

1. Дифференциальные инварианты и операторы

инвариантного дифференцирования

Пусть система дифференциальных уравнений E (модель) с m искомыми
функциями u ∈ Rm от n независимых переменных x ∈ R

n допускает в смысле
Ли локальную группу Ли преобразований G. Группе G соответствует алгебра
Ли L операторов дифференцирования первого порядка [1]. Каждой подалгебре
H ⊂ L может соответствовать множество решений системы E, которое назы-
вается подмоделью. В зависимости от того, какие инварианты имеет подалгеб-
ра H , подмодели бывают разных типов. Инварианты могут быть точечными
J0(x, u) и дифференциальными J i(x, u, u1, u2, . . . , ui), где ui — производные по-
рядка i. Для их вычисления надо продолжить базисные операторы Xα подал-
гебры H на производные и найти полный набор функционально независимых
решений переопределенной системы линейных дифференциальных уравнений
первого порядка XαI = 0. Существует конечный базис дифференциальных
инвариантов, из которого все дифференциальные инварианты получаются дей-
ствием n операторами инвариантного дифференцирования Yi и взятием функ-
ций от них [1].

Лемма 1 (о последовательном вычислении инвариантов подалгебры).
Дифференциальные инварианты подалгебры можно вычислить последователь-

но, на каждом шаге вычисляя инварианты одного оператора, не приводя систе-

му операторов к полной абелевой системе.

Доказательство. Пусть подалгебра H задается базисом X1, . . . , Xk (по-
рядок операторов неважен). Уравнение X1I = 0 имеет полный набор функцио-
нально независимых интегралов (инвариантов) I1, . . . , In+m−1. Вводятся новые
переменные x1, I1, . . . , In+m−1, где X1x

1 6= 0. Базисные операторы принима-
ют вид X1 = (X1x

1)∂x1 , X2 = (X2x
1)∂x1 + F2j(x

1, I)∂Ij , . . . , где F2j = X2Ij , . . . .
Уравнения для нахождения инвариантов принимают вид Ix1 = 0, F2jIIj = 0, . . . .
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Здесь x1 — свободный параметр, от которого I не зависит. Значит, можно рас-
щепить уравнения по переменной x1, т. е. приравнять нулю коэффициенты при
линейно независимых функциях от x1. Получится не более k − 1 линейно не
связных уравнений. Их не может быть больше, иначе подалгебра H имела бы
большую размерность. Индуктивный переход доказан. Далее надо взять один
из оставшихся операторов, записанный в инвариантах первого, и вычислить у
него инварианты, записать другие операторы через инварианты выбранного,
расщепить по свободной переменной и т. д. Если исходные операторы линейно
связные, последний оператор тождественно равен нулю.

При непосредственном вычислении инвариантов порядок выбора операто-
ров играет существенную роль из-за того, что приходится находить интегра-
лы — инварианты, решая системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, но это предполагает некоторое искусство и не всегда интеграл можно за-
писать явно через элементарные функции.

Лемма 2 (о вычислении операторов инвариантного дифференцирования).
Операторы инвариантного дифференцирования (ОИД) подалгебры H могут

быть найдены с помощью дифференциальных инвариантов достаточно высо-

кого (но конечного) порядка.

Доказательство. Пусть I1(x), . . . , Ik1
(x); J0

1 (x, u), . . . , J0
l (x, u); J1

1 (x, u, u1),
. . . , J1

l1
(x, u, u1), . . . — полный набор дифференциальных инвариантов подалгеб-

ры H . Существует базис дифференциальных инвариантов J0
b (x, u), J1

b (x, u, u1),
. . . , Jk

b (x, u, u1, . . . , uk), из которого все остальные инварианты получаются с по-
мощью ОИД и функциональных операций [1, § 3]. Для вычисления ОИД надо
взять дифференциальный инвариант, не входящий в базис возможно меньшего
порядка, и представить его как действие ОИД на инвариант из базиса. Тогда
для ОИД Yj получаются тождества YjJ

0
b (x, u) = J1(x, u, u1), YjJ

1
b (x, u, u1) =

J2(x, u, u1, u2), . . . . Из теоремы о существовании базиса следует, что Yj обяза-
тельно найдутся с точностью до линейной комбинации над полем инвариантов,
порожденным базисом.

Лемма 3 (об инвариантах надалгебры). Инварианты надалгебры суть

функции инвариантов подалгебры.

Доказательство. Базис операторов подалгебры дополняется до базиса
операторов надалгебры. Сначала вычисляются инварианты подалгебры. В
новых переменных из инвариантов подалгебры и неинвариантных свободных
переменных (замена переменных) записываются уравнения для инвариантов
надалгебры (лемма 1). Ранг матрицы из коэффициентов уравнений для инва-
риантов подалгебры, записанных в новых переменных, равен числу линейно не
связных операторов подалгебры. Значит, инварианты надалгебры не зависят от
свободных переменных. После расщепления по свободным переменным полу-
чим уравнения для инвариантов надалгебры, записанные только через перемен-
ные — инварианты подалгебры. Отсюда следует, что инварианты надалгебры
суть функции инвариантов подалгебры.

Лемма 4 (об операторах инвариантного дифференцирования надалгебры).
ОИД надалгебры есть линейная комбинация ОИД подалгебры над полем инва-

риантов подалгебры.

Доказательство. Пусть базис инвариантов подалгебры имеет порядок
инвариантов не более чем k, а базис инвариантов надалгебры — не более чем
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k̄ ≥ k. Тогда справедливы тождества с операторами инвариантного диффе-

ренцирования YjJ
k̄ = J k̄+1(x, u, u1, . . . , u

k̄+1) — линейными функциями произ-

водных uk̄+1, Y jJ
k̄

= J
k̄+1

(x, u, u1, . . . , u
k̄+1) — линейными функциями произ-

водных uk̄+1. По лемме 3 J
k̄

= �(J0, . . . , J k̄), J
k̄+1

= �(J0, . . . , J k̄+1). В силу

предыдущих равенств получаем тождество �J k̄Y jJ
k̄ + · · · = �(J0, . . . , J k̄, YjJ

k̄).

Отсюда следует, что функция � линейна по J k̄+1, а коэффициенты этой за-
висимости будут функциями инвариантов подалгебры по лемме 3. Тождества
выполняются для любого инварианта из наборов J l, l ≥ k̄, а ОИД действует
только на инвариантах по одному и тому же правилу. Значит, операторы Y j

будут линейными комбинациями операторов Yj над полем инвариантов подал-
гебры.

2. Дифференциально инвариантные подмодели

Базис дифференциальных инвариантов подалгебры H представляется в
следующем виде: I(x) = (I1, . . . , Ik) — функционально независимые инвари-
анты, зависящие от x; J0 =

(

J0
1 , . . . , J

0
l0

)

— функционально независимые инва-

рианты, зависящие от x, u; J i =
(

J i
1, . . . , J

i
li

)

, i = 1, . . . , p, — функционально
независимые инварианты i-го порядка, зависящие от x, u, u1, . . . , ui (сюда не
входят инварианты, полученные из инвариантов меньшего порядка действием
операторами инвариантного дифференцирования). Инварианты I, J0 — инва-
рианты нулевого порядка. Для любой подалгебры число p конечно [1]. ОИД
Yj , j = 1, . . . , n, задают все возможные инварианты порядка p: Yj1 . . . YjpJ

0,

Yj1 . . . Yjp−1
J1, . . . , Jp (здесь p — любое неотрицательное целое число).

По теореме о представлении инвариантного многообразия [1] система E
записывается через дифференциальные инварианты, тем самым определяются
независимые дифференциальные инварианты базиса.

Определение [4]. Дифференциально инвариантной подмоделью (ДИП)
ранга r+ r1 называется представление системы E как (r+ r1)-мерного многооб-
разия в пространстве всех дифференциальных инвариантов, проекция которого
в пространство инвариантов нулевого порядка есть r-мерное многообразие.

Если r + r1 = k, то происходит редукция к инвариантным подмоделям.
Если r + r1 > k, то возникает переопределенная система уравнений, кото-

рую можно разбить на две подсистемы. Первая подсистема получается после
действия ОИД Yj на r + r1 − k независимых дифференциальных инвариантов
базиса и приравнивания результата новым функциям ψ от r + r1 переменных-
инвариантов. Так как операторы Yj образуют алгебру Ли дифференцирований
со структурными постоянными, зависящими от базисных инвариантов, условия
совместности задают переопределенную систему в инволюции на функции ψ.
Общее решение этой системы задает представление решения исходной систе-
мы E.

Вторая подсистема определяется тем, что некоторые дифференциальные
инварианты связаны исходной системой E. После подстановки представления
решения и изучения совместности получается дифференциально инвариантная
подмодель.

Если r = k (инварианты J0 зависят только от I), а r1 равно числу неза-
висимых дифференциальных инвариантов, то получается регулярная частично
инвариантная подмодель (РЧИП). Нерегулярная частично инвариантная под-
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модель (НЧИП) получается, когда J0 = (J0)′∪(J0)′′ и инварианты (J0)′′ зависят
от I, (J0)′, а r1 равно числу независимых дифференциальных инвариантов по-
рядка, большего нуля. Число r − k есть дефект инвариантности [3]. Если у
представления J0(I) определяются все m функций, то получается инвариант-
ная подмодель (ИП).

Таким образом, ДИП может быть подмоделью РЧИП или НЧИП, когда
дифференциальные инварианты порядка, большего нуля, суть функции общего
вида, т. е. зависят от n переменных.

3. Основная теорема

Теорема 1 (о вложении подмодели надалгебры в подмодель подалгебры).
Пусть подалгебра вложена в надалгебру большей размерности. Любая ДИП на-

далгебры задает семейство точных решений некоторой ДИП подалгебры. Для

определения точных решений ДИП подалгебры надо получить представление

решения ДИП подалгебры из представления решения ДИП надалгебры.

Доказательство. ПустьH ⊂ H, H — подалгебра,H — надалгебра. Диф-
ференциальные инварианты подалгебры H таковы: I(x), J0(x, u), J i(x, u, u1,

. . . , ui), i = 1, . . . , p; операторы инвариантного дифференцирования суть Yj ,

j = 1, . . . , n. В силу лемм 1–4 дифференциальные инварианты надалгебры H

представляются в виде I(I), J
0
(I, J0), J

i
(I, J0, . . . , J i), а операторы инвариант-

ного дифференцирования — в виде Y j =
n
∑

i=1

gji(I, J
0, J i)Yi. ДИП ранга r̄ + r̄1

надалгебры имеет параметрическое представление вида ᾱ = (ᾱ′, ᾱ′′) ∈ Rr̄+r̄1 ,

α′ = (I, (J
0
)′), J

0
= (J

0
)′∪(J

0
)′′, dim(I∪(J

0
)′) = r̄, (J

0
)′′ = �(ᾱ′), J

i
= ξ̄(ᾱ). Это

представление можно записать через инварианты подалгебры H : (J
0
)′′(I, J0) =

�(I(I), (J
0
)′(I, J0)), J

i
(I, J0, J i) = ξ̄(I(I), (J

0
)′(I, J0), ᾱ′′(I, J0, J i)). Отсюда

определяется представление ДИП подалгебры H : (J0)′′ = �(I, (J0)′) = �(α′),
dim(I, (J0)′) = r ≥ r̄, J i = ξ(I, (J0)′, α′′), dim(α′′) = r1 ≥ r̄1. Так как ОИД
надалгебры линейно выражаются через ОИД подалгебры, новые инвариантные
функции � для надалгебры и инвариантные функции для подалгебры � удо-
влетворяют системам одного типа (условие алгебры для ОИД), но с разным
числом независимых переменных. Для надалгебры число переменных должно
быть меньше. Итак, по представлению ДИП надалгебры определяется пред-
ставление ДИП подалгебры, и, следовательно, решения первой подмодели мо-
гут быть решениями второй подмодели.

Построение вложенной подмодели по надалгебре отличается от построения
вложенной подмодели по фактору нормализатора. Переменные — инвариан-
ты подмоделей должны быть согласованы, а именно переменные — инварианты
надалгебры должны быть функциями переменных — инвариантов подалгебры;
групповой природы здесь нет. Для нормализатора такое соответствие получа-
ется за счет индуцированного действия фактора нормализатора на подмодели
подалгебры (групповая основа).

4. Примеры построения вложенных подмоделей

Для построения иерархии подмоделей надо сначала построить оптималь-
ную систему неподобных подалгебр алгебры Ли [2], далее представить граф
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вложенных друг в друга подалгебр с учетом подобия в классе подобных подал-
гебр. Для каждой ветки графи можно построить вложенные подмодели. Воз-
можность такого вложения для инвариантных подмоделей и только по норма-
лизатору подалгебры была доказана в работе [5], а для частично инвариантных
подмоделей — в [6]. Теорема 1 утверждает большее: например, существование
вложенных подмоделей для подмоделей самонормализованной подалгебры.

Групповой анализ наиболее продвинут для уравнений газовой динамики
(УГД) [7]. На примере этой модели с общим уравнением состояния строит-
ся иерархия подмоделей на графе вложенных подалгебр самонормализованной
пятимерной подалгебры из оптимальной системы в [8].

Модель УГД записывается в координатах, связанных с декартовыми по
формулам y = r cos θ, z = r sin θ, v = q cosσ, w = q sinσ:

ut + uux + qY1u+ ρ−1px = 0, qt + uqx + qY1q + ρ−1Y1p = 0,

q(σt + uσx + qY1σ) + ρ−1Y2p = 0,

ρt + uρx + qY1ρ+ ρ(ux + Y1q + qY2σ) = 0, St + uSx + qY1S = 0,

где x, y, z — декартовы координаты частицы, u, v, w — декартовы координаты
скорости частицы, давление определяется из уравнения состояния p = f(ρ, S),
ρ — плотность, S — энтропия, Y1 = cosσDy +sinσDz = cos(σ−θ)Dr +r−1 sin(σ−
θ)Dθ, Y2 = − sinσDy +cosσDz = − sin(σ− θ)Dr + r−1 cos(σ− θ)Dθ. Модель УГД
допускает 11-мерную алгебру Ли [8]. Рассматривается пятимерная самонорма-
лизованная подалгебра с базисом (обозначения взяты из [8]):

X2 = ∂y = cos θ∂r − r−1 sin θ∂θ, X3 = ∂z = sin θ∂r + r−1 cos θ∂θ,

X7 = y∂z − z∂y + v∂w − w∂v = ∂θ + ∂σ, X10 = ∂t,

X11 = t∂t + x∂x + y∂y + z∂z = t∂t + x∂x + r∂r .

Оптимальная система [8] позволяет построить граф вложенных подалгебр
(операторы изображены своими индексами, a 6= 0, рис. 1).

2, 3, 7, 10, 11

2, 3, 7, 11 2, 3, 10, 7 + a11 2, 3, 7, 10 2, 3, 10, 11

2, 3, 7 2, 3, 7 + a11 7, 10, 11 2, 3, 7 + 10 2, 3, 10 2, 3, 11 3, 10, 11

7, 11 10, 7 + a11 7, 10 2, 3 10, 11 3, 11 3, 10

7 7 + a11 7 + 10 11 10 3

Рис. 1. Граф вложенных подалгебр.
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Дифференциальные инварианты (ДИ) и операторы инвариантного диффе-
ренцирования (ОИД) для подалгебр из графа вычисляются согласно леммам
1–4. Результаты вычислений сведены в таблицу, в которой сначала записаны
базисные операторы подалгебры с помощью своих номеров, затем ДИ (общие
для всех подалгебр инварианты ρ, S не записаны), наконец, выписана ОИД:

7; t, x, r, u, q, σ − θ; Dt, Dx, Dr, Dθ.

10; x, y, z, u, v, w; Dt, Dx, Dy, Dz.

7 + 10; x, r, θ − t, u, q, σ − θ; Dt, Dx, Y1, Y2.

7 + a11; xt−1, rt−1, θ − a−1 ln |t|, u, q, σ − a−1 ln |t|; tDt, tDx, tDr, Dθ.

11; xt−1, yt−1, zt−1, u, v, w; tDt, tDx, tDy, tDz.

3; t, x, y, u, v, w; Dt, Dx, Dy, Dz.

3, 10; x, y, u, v, w; Dt, Dx, Dy, Dz.

3, 11; xt−1, yt−1, u, v, w; tDt, tDx, tDy, tDz.

10, 11; xr−1, θ, u, q, σ − θ; rDt, rDx, rDr, Dθ.

7, 10; x, r, , u, q, σ − θ; Dt, Dx, Dr, Dθ.

7, 11; xt−1, rt−1, u, q, σ − θ; tDt, tDx, tDr, Dθ.

10, 7 + a11; xe−aθ, re−aθ, u, q, σ − θ; rDt, rDx, rDr, Dθ.

2, 3, 10; x, u, v, w; Dt, Dx, Dy, Dz.

2, 3, 11; xt−1, u, v, w; tDt, tDx, tDy, tDz.

3, 10, 11; xy−1, u, v, w; yDt, yDx, yDy, yDz.

2, 3, 7; t, x, u, q, σt, σx, Y1σ, Y2σ; Dt, Dx, Y1, Y2.

2, 3, 7 + a11; xt−1, u, q, σ − a−1 ln |t|; tDt, tDx, tDr, Dθ.

7, 10, 11; xr−1, u, q, σ − θ; rDt, rDx, rDr, Dθ.

2, 3, 7 + 10; x, u, q, σ − t; Dt, Dx, Y1, Y2.

2, 3, 7, 10; x, u, q, σt, σx, Y1σ, Y2σ; Dt, Dx, Y1, Y2.

2, 3, 7, 11; xt−1, u, q, σt, σx, Y1σ, Y2σ; Dt, Dx, Y1, Y2.

2, 3, 10, 11; u, v, w; Dt, Dx, Dy, Dz.

2, 3, 10, 7 + a11; u, q, σ − a−1 ln |x|; xDt, xDx, xDr, Dθ.

2, 3, 7, 10, 11; u, q, σt, σx, Y1σ, Y2σ; Dt, Dx, Y1, Y2.

Рассматриваются подмодели (ИП, ЧИП, ДИП) подалгебр из графа.
Для подалгебры 7 представление инвариантного решения таково: величины

ϑ = σ−θ, u, q, ρ, S зависят от t, x, r. УГД дают подмодель ИП(7) вращательных
симметричных движений:

ut + uux + q cosϑur + ρ−1px = 0, qt + uqx + q cosϑqr + ρ−1 cosϑpr = 0,

ρq[ϑt + uϑx + q(cosϑϑr − r−1 sinϑ)] − sinϑpr = 0,

ρt + uρx + q cosϑρr + ρ[ux + cosϑqr + q(− sinϑϑr + r−1 cosϑ)] = 0,

St + uSx + q cosϑSr = 0.

При ϑ = 0 получается подмодель осесимметричных движений.
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Для подалгебры 10 получается подмодель ИП(10) стационарных течений,
в которой все функции не зависят от времени t.

Подалгебра 7+10 задает ИП(7+10) вращательных движений с представле-
нием решения: функции u, q, ϑ = σ − θ, ρ, S зависят от x, r, φ = θ − t,

−uφ + uux + qY1u+ ρ−1px = 0, −qφ + uqx + qY1q + ρ−1Y1p = 0,

ρq[−ϑφ + uϑx + q(Y1ϑ+ r−1 sinϑ)] + ρ−1Y2p = 0,

−ρφ + uρx + qY1ρ+ ρ[ux + Y1q + q(Y2ϑ+ r−1 cosϑ)] = 0,

−Sφ + uSx + qY1S = 0,

где Y1 = cosϑ∂r + r−1 sinϑ∂φ, Y2 = − sinϑ∂r + r−1 cosϑ∂φ.
Подалгебра 7 + a11, a 6= 0, задает ИП(7+a11) с коническими спиральными

линиями уровня с представлением решения: функции u, q, ϑ = σ − θ, ρ, S
зависят от x1 = xt−1, r1 = rt−1, θ1 = θ − a−1 ln |t|,

(u− x1)ux1
− a−1uθ1

+ qY1u+ ρ−1px1
= 0,

(u − x1)qx1
− a−1qθ1

+ qY1q + ρ−1Y1p = 0,

ρq
[

(u− x1)ϑx1
− a−1ϑθ1

+ q
(

Y1ϑ+ r−1
1 sinϑ

)]

+ Y2p = 0,

(u− x1)ρx1
− a−1ρθ1

+ qY1ρ+ ρ
[

ux1
+ Y1q + q

(

Y2ϑ+ r−1
1 cosϑ

)]

= 0,

(u− x1)Sx1
− a−1Sθ1

+ qY1S = 0,

где Y1 = cosϑ∂r1 + r−1
1 sinϑ∂θ1

, Y2 = − sinϑ∂r1 + r−1
1 cosϑ∂θ1

.
Подалгебра 11 задает ИП(11) конических движений с представлением ре-

шения: функции u, q, σ, ρ, S зависят от x1 = xt−1, r1 = rt−1, θ,

(u− x1)ux1
− r1ur1 + qY1u+ ρ−1px1

= 0,

(u− x1)qx1
− r1qr1 + qY1q + ρ−1Y1p = 0,

ρq[(u− x1)σx1
− r1σr1 + qY1σ] + Y2p = 0,

(u − x1)ρx1
− r1ρr1 + qY1ρ+ ρ(ux1

+ Y1q + qY2σ) = 0,

(u − x1)Sx1
− r1Sr1 + qY1S = 0,

где Y1 = cos(ϑ− θ)∂r1 + r−1
1 sin(ϑ− θ)∂θ, Y2 = − sin(ϑ− θ)∂r1 + r−1

1 cos(ϑ− θ)∂θ.
Подалгебра 3 задает ИП(3) плоских движений с представлением решения:

функции u, q, σ, ρ, S зависят от t, x, y,

ut + uux + q cosσuy + ρ−1px = 0, qt + uqx + q cosσqy + ρ−1 cosσpy = 0,

ρq(σt + uσx + q cosσσy) − ρ−1 sinσpy = 0,

ρt + uρx + q cosσρy + ρ(ux + cosσqy − q sinσσy) = 0,

St + uSx + q cosσSy = 0.

Полученные инвариантные подмодели имеют множество точных решений,
удовлетворяющих более простым системам уравнений. Для их получения рас-
сматривается надалгебра той подалгебры, по которой строилась подмодель, и
сравниваются представления решений подалгебры и надалгебры.

Подалгебра 3,10 является надалгеброй подалгебр 3 и 10. Представление
инвариантного решения надалгебры: функции u, q, σ, ρ, S зависят от x, y.
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ИП(3,10) плоских установившихся движений очевидно задает точные решения
ИП(10) стационарных течений и ИП(3) плоских движений.

Подалгебра 3,11 — надалгебра подалгебр 3 и 11. Представление инвариант-
ного решения надалгебры: функции u, q, σ, ρ, S зависят от x1 = xt−1, y1 = yt−1.
Так как подалгебра 3 — идеал надалгебры 3,11, то ИП(3) допускает оператор
X11 [1] и поэтому ИП(3,11) есть подмодель ИП(3) [5]:

(u− x1)ux1
− y1uy1

+ q cosσuy1
+ ρ−1px1

= 0,

(u − x1)qx1
− y1qy1

+ q cosσqy1
+ ρ−1 cosσpy1

= 0,

ρq[(u− x1)σx1
− y1σy1

+ q cosσσy1
) − ρ−1 sinσpy1

= 0,

(u− x1)ρx1
− y1ρy1

+ q cosσρy1
+ ρ(ux1

+ cosσqy1
− q sinσσy1

) = 0,

(u− x1)Sx1
− y1Sy1

+ q cosσSy1
= 0.

ИП(3,11) задает также точные решения ИП(11), если записать ее в пере-
менных y1 = yt−1, z1 = zt−1.

Подалгебра 10,11 есть надалгебра подалгебры 11 и идеала 10. Представ-
ление инвариантного решения надалгебры: функции u, q, σ, ρ, S зависят от
x2 = xr−1, θ. Стационарная ИП(10) допускает операторX11, поэтому ИП(10,11)
есть подмодель ИП(10):

uux2
+qY1u+ρ−1px2

= 0, uqx2
+qY1q+ρ−1Y1p = 0, ρq(uσx2

+qY1σ)+Y2p = 0,

uρx2
+ qY1ρ+ ρ(ux2

+ Y1q + qY2σ) = 0, uSx2
+ qY1S = 0,

где Y1 = −x2 cos(σ − θ)∂x2
+ sin(σ − θ)∂θ, Y2 = x2 sin(σ − θ)∂x2

+ cos(σ − θ)∂θ.
ИП(10,11) задает также точные решения ИП(11), если сделать замену пе-

ременных x2 = x1r
−1
1 , которая следует из сравнения инвариантов.

Абелева подалгебра 7,10 есть надалгебра идеалов 7, 7+10, 10, поэтому
ИП(7,10) с представлением решения: u, q, ϑ = σ − θ, ρ, S — функции пере-
менных x, r,

uux + q cosϑur + ρ−1px = 0, uqx + q cosϑqr + ρ−1 cosϑpr = 0,

ρq(uϑx + q cosϑϑr) − sinϑpr = 0,

uρx + q cosϑρr + ρ(ux + cosϑqr − q sinϑϑr) = 0, uSx + q cosϑSr = 0

является подмоделью для ИП(7), ИП(7+10), ИП(10).
Абелева подалгебра 7,11 — надалгебра идеалов 7, 7 + a11, 11 — задает

представление: u, q, ϑ = σ−θ, ρ, S — функции переменных x1 = xt−1, r1 = rt−1.
ИП(7,11) есть подмодель для ИП(7), ИП(7+10), ИП(11):

(u − x1)ux1
− r1ur1 + q cosϑur1 + ρ−1px1

= 0,

(u − x1)qx1
− r1qr1 + q cosϑqr1 + ρ−1 cosϑpr1 = 0,

ρq
[

(u− x1)ϑx1
− r1ϑr1 + q

(

cosϑϑr1 + r−1
1 sinϑ

)]

− sinϑpr1 = 0,

(u− x1)ρx − r1ρr1 + q cosϑρr1 + ρ
(

ux1
+ cosϑqr1 − q sinϑϑr1 + r−1

1 q cosϑ
)

= 0,

(u− x1)Sx1
− r1Sr1 + q cosϑSr1 = 0.

Подалгебра 10, 7 + a11 — надалгебра своего идеала 10 и подалгебры 7 + a11.
Представление инвариантного решения: u, q, ϑ = σ − θ, ρ, S — функции пере-
менных x2 = xe−aθ, r2 = re−aθ — задает ИП(10, 7 + a11):

uux2
+ qY 1u+ ρ−1px2

= 0, uqx2
+ qY 1q + ρ−1Y 1p = 0,
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ρq
[

uϑx2
+ q

(

Y 1ϑ+ r−1
2 sinϑ

)]

+ Y 2p = 0,

uρx2
+ qY 1ρ+ ρ

[

ux2
+ Y 1q + q

(

Y 2ϑ+ r−1
2 cosϑ

)]

= 0, uSx2
+ qY 1S = 0,

где Y 1 = cosϑ∂r2 − ar−1
2 sinϑ(x2∂x2

+ r2∂r2), Y 2 = − sinϑ∂r2 − ar−1
2 cosϑ(x2∂x2

+
r2∂r2), которая есть подмодель для ИП(10) и задает точные решения подмодели
ИП(7 + a11) после замены x2 = x1e

−aθ1, r2 = r1e
−aθ1. Замена получена из

сравнения инвариантов надалгебры и подалгебры.
Подалгебра 2,3 является надалгеброй идеала 3, поэтому ИП(2,3) одномер-

ных движений есть подмодель ИП(3) плоских движений.
Для трехмерных подалгебр рассматриваются только собственные подалгеб-

ры, не являющиеся идеалами.
Подалгебра 2,3,7 — надалгебра собственных подалгебр 7, 3. Инвариантных

подмоделей для надалгебры нет. Можно рассмотреть регулярную частично ин-
вариантную подмодель ранга 2 дефекта 1 с представлением решения: u, q, ρ,
S — функции переменных t, x; σ — функция общего вида. РИЧП(2,3,7) задается
переопределенной системой уравнений, которая приведена в инволюцию:

ut + uux + ρ−1px = 0, qt + uqx = 0, St + uSx = 0,

ρt + uρx + ρ(ux + kq) = 0, kt + ukx + qk2 = 0,

− sinσσy + cosσσz = k(t, x), σt + uσx + q(cos σσy + sinσσz) = 0.

Общее решение этой системы определяются равенствами

u = xt, S = S(ξ), q = q(ξ), k−1 = tq, ρtqxξ = n(ξ),

p = f(ρ, S), nxtt + tqpξ = 0, F (ξ, y − tq cosσ, z − tq sinσ) = 0,

где S, q, n, F — произвольные функции, x = x(t, ξ) — обратная функция к
лагранжевой замене ξ = ξ(t, x) : ξt + uξx = 0.

Если рассмотреть РЧИП ранга 3 дефекта 1 для подалгебры 7 или 3 с функ-
цией σ общего вида, то, очевидно, решения РЧИП(2,3,7) будут точными решени-
ями этих подмоделей. При переходе к подалгебре ранг увеличивается, а дефект
остается прежним. Среди решений РЧИП(2,3,7) найдутся решения ИП(3) или
ИП(7), для этого функцию σ надо представить с помощью соответствующих
инвариантов подалгебры 3 или 7. Таким образом, при переходе к подалгебре
ранг увеличивается, а дефект для некоторых решений уменьшается [1].

Аналогичные рассуждения могут быть проведены для НЧИП или ДИП,
которые вкладываются в ЧИП.

Подалгебра 3,10,11 — надалгебра собственных подалгебр 3,10; 10,11; 3,11.
ИП надалгебры с представлением: ~u, ρ, S — функции переменной s = xy−1,
задается системой обыкновенных дифференциальных уравнений

(u− sv)us + ρ−1ps = 0, (u − sv)(vs + sus) = 0, (u− sv)ws = 0,

(u− sv)Ss = 0, (u − sv)ρ−1ρs + us − svs = 0.

Система имеет два типа решений. Если u = sv, то получается изоба-
рическое сдвиговое по оси z, центрированное на оси z течение: u = v = 0,
p = p0 = f(ρ(s), S(s)), где w(s), ρ(s) — произвольные функции.

Если u 6= sv, то получается либо покой, либо простая изэнтропическая
волна: S = S0, w = w0, u = m cosψ, v = m sinψ, ψ = C −

∫

m′
√
a−2 −m−2 dρ,

m(cosψ − s sinψ) = a
√

1 + s2, где m2 = B −
∫

a2ρ−1 dρ, a2 = fρ — квадрат
скорости звука; S0, w0, B, C — постоянные.
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Полученные решения являются точными решениями для ИП(3,10), для
ИП(3,11) с заменой s = x1y

−1
1 , для ИП(10,11) с заменой x2 = s cos θ.

НЧИП(3,10,11) ранга 2 дефекта 1 имеет представление: u, v, w, ρ, S —
функции переменной s = xy−1 и параметра α = α(t, x, y, z), который может
быть любой комбинацией инвариантных функций;

SαDα+ y−1Ss(u− sv) = 0,

~uαDα+ ρ−1pα∇α+ y−1[~us(u− sv) + ρ−1ps(1,−s, 0)] = 0,

ραDα+ ρ~uα · ∇α+ y−1[ρs(u − sv) + ρ(us − svs)] = 0,

где Dα = αt + ~u · ∇α. Эта система переопределена. Если из нее определяются
величины Dα и ∇α, то подмодель редуцируется к ИП некоторой подалгебры [1].

Если рассмотреть НЧИП ранга 3 дефекта 1 для подалгебр, то решения
НЧИП(3,10,11) ранга 2 дефекта 1 являются их решениями.

Надалгебра 2,3,10,11 порождает точные решения НЧИП(3,10,11) ранга 2
дефекта 1, если рассмотреть НЧИП(2,3,10,11) ранга 1 дефекта 1. Это будут
решения НЧИП(3,10,11) ранга 2 дефекта 1, не зависящие от s, которые задают
изэнтропическую простую волну.

НЧИП(2,3,7,10,11) ранга 0 дефекта 1 дает решения НЧИП(2,3,10,11) ран-
га 1 дефекта 2, решения которой дают решения НЧИП(3,10,11) ранга 2 дефек-
та 2 и т. д.

Итак, сравнение представления решений надалгебры с представлением ре-
шений подалгебры дает связь между решениями соответствующих подмоделей.
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