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ИДЕНТИФИКАЦИЯ КОЭФФИЦИЕНТА

В СТАРШЕМ ЧЛЕНЕ ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ ТИПА ФИЛЬТРАЦИИ

А. Ш. Любанова

Аннотация. Рассматривается обратная задача идентификации старшего коэффи-
циента в линейном псевдопараболическом уравнении при интегральном условии пе-
реопределения на границе области. Доказывается локальная теорема существова-
ния и единственности сильного решения. В частном случае результаты позволяют
решить задачу определения интенсивности обмена жидкостью между трещинами и
порами в модельном уравнении фильтрации в трещиноватой среде.

Ключевые слова: фильтрация, обратные задачи для уравнений в частных про-
изводных, псевдопараболическое уравнение, теорема существования и единствен-
ности, краевая задача.

1. Введение

Статья посвящена исследованию коэффициентных обратных задач для псев-
допараболических уравнений вида

(u+ L1u)t + L2u = f (1.1)

с дифференциальными операторами L1 и L2 четного порядка по пространствен-
ным переменным. Уравнения такого типа возникают при моделировании про-
цессов теплопереноса [1], фильтрации в трещиноватых средах [2], волновых про-
цессов [3] и квазистационарных процессов в кристаллических полупроводниках
[4]. Аналогичные уравнения возникают в математических моделях двухфаз-
ной фильтрации жидкости в пористых средах с учетом капиллярных эффектов
[5, 6] (более подробный обзор можно найти в [4, 7]). Старшие коэффициенты
операторов L1 и L2 описывают физические свойства среды (проницаемость,
сжимаемость, тепло- или электропроводность и т. д.).

Прямые краевые задачи для линейных и нелинейных уравнений (1.1) об-
суждались во многих работах (см. ссылки, указанные выше, а также [8–11]).
В частности, Гаевский, Грегер и Захариас [8] установили разрешимость задач
Коши для операторно-дифференциальных псевдопараболических уравнений в
абстрактных банаховых пространствах. М. О. Корпусов, А. Г. Свешников и др.
[4] исследовали условия разрушения решения линейных и нелинейных уравне-
ний (1.1). В [7] Шоуолтер и Тинг доказали существование и единственность
глобального сильного решения линейного уравнения (1.1) с эллиптическими
операторами L1 и L2 второго порядка. Они также исследовали гладкость ре-
шения и его поведение при t → +∞. В [9, 11] найдены достаточные условия
на входные данные и операторы L1 и L2, при которых справедливы теоремы
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сравнения для (1.1). Ранделл и Стечер показали в [11], что, вообще говоря,
решение уравнения (1.1) не удовлетворяет принципу максимума даже в случае,
когда операторы второго порядка L1 и L2 эллиптические и L1 = L2.

Исследование обратных задач для псевдопараболических уравнений нача-
лось в 1980-х гг. Первый результат, полученный Ранделлом [12], относится к
обратным задачам идентификации неизвестной функции источника f в урав-
нении (1.1) с линейными операторами L1 и L2, L1 = L2. Ранделл доказал
глобальные теоремы существования и единственности для случаев, когда f за-
висит только от x или t. Другой тип обратных задач для (1.1) рассмотрен в
[13, 14]. Эти работы посвящены задачам восстановления ядра в интегральном
члене уравнения (1.1) с интегродифференциальным оператором L2. Отметим
также результаты [15–17], касающиеся коэффициентных обратных задач для
(1.1). В [15] доказана теорема единственности и построен алгоритм решения
обратной задачи отыскания функций u(t, x), b(y), c(y) и константы a в уравне-
нии (1.1) вида

ut −�ut = a�u+ b(y)uy + c(y) + δ(t, x, y) для (x, y) ∈ R2, t > 0,

при заданных u(t, x, 0), uy(t, x, 0) и u(0, x, y). Здесь δ(t, x, y) — дельта-функция
Дирака, � — оператор Лапласа. В [16, 17] рассматривалась обратная задача
нахождения неизвестного коэффициента k, зависящего от времени, в уравнении

ut + (ηMu)t + kMu = f (1.2)

по интегральным данным на границе, где M — дифференциальный оператор
второго порядка по пространственным переменным, η и f заданы. В [17] уста-
новлены достаточные условия разрешимости и единственности решения данной
задачи. В [16] обсуждались вопросы аппроксимации обратной задачи для пара-
болического уравнения соответствующей задачей для (1.2) при η → 0. Обратная
задача решалась в ограниченной области. Задачи идентификации коэффици-
ентов оператора L1 в (1.1) ранее не рассматривались.

В данной статье устанавливаются условия разрешимости и единственно-
сти решения обратной задачи отыскания неизвестного коэффициента η = η(t)
в (1.2) по дополнительной информации на границе при заданной функции f
и k = 1 (см. задачу (2.8)–(2.12)). Исследование будет проводиться в два эта-
па. Первый этап включает в себя обсуждение постановки обратной задачи и
предварительные результаты для соответствующих прямых краевых задач. На
втором этапе будет доказана теорема существования и единственности решения
обратной задачи.

2. Постановка задачи и предварительные результаты

Пусть задача рассматривается в некоторой области � ⊂ Rn, ограниченной
поверхностью ∂�, � — замыкание �, T — действительное число и QT = � ×
(0, T ) — цилиндр в Rn+1 с боковой поверхностью ST = ∂� × (0, T ). Точки
области � будем обозначать через x, точки отрезка [0, T ] — через t, а точки
цилиндра QT — через (t, x).

Поскольку физические процессы, моделируемые уравнением (1.2), проте-
кают в ограниченных областях, постановка краевых задач для (1.2) должна
включать в себя начальные и граничные условия, а обратные задачи — еще и
условия переопределения. Для того чтобы сформулировать их математически,
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обратимся к модели фильтрации слабо сжимаемых жидкостей в трещиноватых
средах [2]: {

ν�u1 + α(u2 − u1) = 0,
µ(m0d1 + d2)u2t + α(u2 − u1) = 0,

(2.1)

u1 = u1(t, x), u2 = u2(t, x) — давление жидкости в трещинах и порах соот-
ветственно; d1 и d2 — коэффициенты сжимаемости жидкости блоков; m0 —
пористость блоков при стандартном давлении; µ — вязкость жидкости; ν —
коэффициент проницаемости трещин. Безразмерный коэффициент α характе-
ризует интенсивность обмена жидкостью между блоками и трещинами.

Исключив u2 из (2.1), придем к псевдопараболическому уравнению для u1.
Поскольку интенсивность обмена жидкостью между трещинами и порами ме-
няется со временем, коэффициент α можно считать функцией, зависящей от
времени, т. е. α = α(t). В этом случае для u1 получаем уравнение

u1t −�((η(t)u1)t + ku1) = 0, k =
ν

µ(m0d1 + d2)
, η =

ν

α
. (2.2)

Начальные условия для u1 имеют вид [2]

−η(0)�u1(0, x) + u1(0, x) = u0(x). (2.3)

Здесь u0(x) — известная функция, определенная в �. Так как первое уравнение
(2.1) эллиптическое, основные граничные условия для u1 могут быть записаны
как

σ1ν
∂u1

∂n
+ σ2u1 = β(t, x), (t, x) ∈ ST , (2.4)

где n — единичный вектор нормали к ∂�, функции β и σi, i = 1, 2, заданы.
При σ1 = 0 (2.4) является условием Дирихле, а при σ1 6= 0 — условием Неймана
(σ2 = 0) или смешанным условием (σ2 6= 0). Наряду c (2.4) можно использовать
граничное условие для u1 в другой форме:

σ1
∂

∂n
((η(t)u1)t + ku1) + σ2((η(t)u1)t + ku1) = (η(t)β)t + kβ(t, x), (t, x) ∈ ST .

(2.5)
При σ1 = 0 такие условия рассматривались в [5].

Обратная задача идентификации неизвестного коэффициента η(t) в урав-
нении (2.2) с краевыми условиями (2.3), (2.4) (или (2.5)) недоопределена. Для
отыскания η(t) необходимо дополнительное условие, которое может быть сфор-
мулировано на основе граничных данных интегрального типа. В соответствии
с (2.5) это приводит к интегральному условию переопределения∫
�

[
((η(t)u1)t + ku1)ω1 +

∂

∂n
((η(t)u1)t + ku1)ω2

]
ds+ (µ1η(t))′ + γ1η(t) = ψ1(t).

(2.6)
Здесь ωi = ωi(t, s), µ1 = µ1(t), γ1 = γ(t) и ψ1 = ψ1(t) — заданные функции,
x0 ∈ ∂� и � ⊆ ∂�. В случае задачи Дирихле (2.2)–(2.4) при σ1 = 0 после
подстановки (2.4) в (2.6) условие переопределения примет вид∫

�

∂

∂n
((η(t)u1)t + ku1)ω2(t, s) ds+ (η(t)µ̃1(t))′ + γ̃1(t)η(t) = ψ̃1(t). (2.7)
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Здесь

µ̃1(t) =
∫
�

βω1 ds− µ1, ψ̃1(t) = ψ1(t)− k

∫
�

βω1 ds, γ̃1(t) = −
∫
�

βω1t ds− γ1.

Задачи с граничными условиями второго и третьего родов в данной статье не
рассматриваются.

При ω2(t, s) ≡ 1 и µ2 ≡ 0 интегральное условие (2.7) задает поток жидкости
через поверхность � , например, общий расход жидкости — через поверхность
грунта или скважины. Подобные нелокальные условия использовались для ре-
шения задач управления в [10] и обратных задач в [17, 18].

Нетрудно заметить, что начальное условие (2.3) является дифференциаль-
ным уравнением относительно функции u1(0, x) и содержит неизвестный по-
стоянный коэффициент η(0). Для определения η(0) необходимо дополнитель-
ное условие переопределения при t = 0, согласованное с (2.4) и условием (2.6).
В данной статье мы рассматриваем обратную задачу для u1 с граничным усло-
вием Дирихле и интегральным условием переопределения типа (2.6). В этом
случае дополнительное условие переопределения при t = 0 имеет вид

η(0)
∫
�

∂u1(0, s)
∂n

ω2(0, s) ds+ r1η(0) = r2,

где r1 и r2 — действительные постоянные.
Соображения, приведенные выше, позволяют дать точную формулировку

обратной задачи, исследование корректности которой является основной целью
данной статьи.

Введем оператор M : W 1
2 (�) →

(
W 1

2 (�)
)∗ вида M = −div(M (x)∇)+m(x)I,

где M (x) ≡ (mij(x)) — матрица функций mij(x), i, j = 1, 2, . . . , n, m(x) — ска-
лярная функция, а I — тождественный оператор, и рассмотрим следующую
обратную задачу: при заданных функциях f(t, x), g(t, x), β(t, x), U0(x), ω(t, x),
ϕ1(t), ϕ2(t) и постоянных r1, r2 найти пару функций {u(t, x), η(t)}, удовлетво-
ряющих уравнению

(u+ η(t)Mu)t +Mu+ g(t, x)u = f(t, x), (t, x) ∈ QT , (2.8)

краевым условиям

(u+ η(t)Mu)|t=0 = U0(x), x ∈ �, (2.9)

u = β(t, x), (t, x) ∈ ST , (2.10)

и условиям переопределения∫
∂�

{(
η(t)

∂u

∂N

)
t

+
∂u

∂N

}
ω(t, s) ds+ (η(t)ϕ1(t))t = ϕ2(t), t ∈ (0, T ], (2.11)

η(0)
∫
∂�

∂u(0, s)
∂N

ω(0, s) ds+ r1η(0) = r2. (2.12)

Здесь ∂
∂N

= (n,M (x)∇) и n — единичный вектор нормали к ∂�.
В дальнейшем будем использовать обозначения: ‖ · ‖ и (·, ·) — норма и

скалярное произведение в L2(�) соответственно; ‖ · ‖j и 〈·, ·〉j — норма в W j
2 (�)

и отношение двойственности между
◦
W j

2 (�) и W−j
2 (�) соответственно (j = 1, 2).
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Будем предполагать, что для оператора M выполняются следующие усло-
вия.

I. Функции mij(x), ∂mij/∂xl , i, j, l = 1, 2, . . . , n, и m(x) ограничены в �,
M — эллиптический оператор, т. е. существуют положительные константы m1

и m2 такие, что для любого v ∈
◦
W 1

2 (�)

m1‖v‖21 ≤ 〈Mv, v〉1 ≤ m2‖v‖21. (2.13)

II. Оператор M самосопряжен, т. е. mij(x) = mji(x), i, j = 1, 2, . . . , n;
m(x) ≥ 0 для всех x ∈ �.

Обозначим через a(t, x), hη(t, x) и b(t, x) решения задач Дирихле

Ma = 0 в �, a|∂� = β(t, x); Mb = 0 в �, b|∂� = ω(t, x),

hη + η(0)Mhη = 0 в �, hη|∂� = ω(t, x), (2.14)

и введем дополнительные обозначения:

〈Mv1, v2〉1,M = (M (x)∇v1,∇v2) + (m(x)v1, v2), v1, v2 ∈W 1
2 (�);

�(t) = 〈Ma, b〉1,M , F (t, x) = at − f(t, x) + g(t, x)a, �(t) = ϕ2(t)− �(t),

� = max
t∈[0,T ]

〈Ma, b〉1,M , ϕ1 = max
t∈[0,T ]

ϕ1(t), � = max
t∈[0,T ]

|�(t)|.

Как известно из теории краевых задач для псевдопараболических уравне-
ний, необходимым условием существования решения задачи (2.8)–(2.12) c неиз-
вестным η(t) так же, как и прямой задачи (2.8)–(2.10) c известным η(t), является
обратимость оператора I + η(t)M в начальный момент t = 0. В данном случае
обратимость оператора I + η(0)M эквивалентна однозначной разрешимости об-
ратной задачи отыскания неизвестной постоянной η(0) в уравнении (2.9) при
условиях (2.10), (2.14).

Теорема 2.1. Пусть выполняются условия I, II и β(0, x) ∈ W 3/2
2 (∂�),

ω(0, x) ∈W 3/2
2 (∂�), U0 ∈ L2(�); β(0, x) неотрицательна на ∂�;

r1 + �(0) > 0; (2.15)

F0(x) ≡ a0(x)− U0(x) ≥ 0; �0 ≡ r2 − (F0, b0) > 0, (2.16)

где a0(x) = a(0, x), b0(x) = b(0, x). Тогда задача (2.9), (2.10), (2.12) при t = 0
имеет решение в классе W 2

2 (�)× R+, где R+ = {s | s ∈ R, s > 0}. При этом

u(0, x) ≤ a(0, x) почти для всех x ∈ �, (2.17)

0 < k0 ≡
�0

r1 + �(0)
≤ η(0) ≤ r2k0m1 + (1 + k0m1)‖F0‖‖b0‖

k0m1(r1 + �(0))
≡ k1. (2.18)

Если
�0 ≥ γ

(
m2m

−2
1 (r1 + �(0))‖b0‖‖F0‖

)1/2
, (2.19)

где γ — действительное число, γ > 1, то решение задачи (2.9), (2.10), (2.12) при
t = 0 единственно.

Доказательство. При ω = β теорема представляет собой частный случай
результата, установленного в [18]. В общем случае доказательство теоремы
почти полностью повторяет этот результат. Поэтому кратко упомянем здесь
лишь основные шаги. Следуя идее [18], сведем задачу (2.9), (2.10), (2.12) при
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t = 0 к эквивалентной задаче с операторным уравнением на η(0). Для этого
умножим (2.9) на b0 скалярно в L2(�) и проинтегрируем по частям в первом
члене полученного уравнения. С учетом (2.12) и введенных выше обозначений
это даст

η(0){r1 + �(0)} = r2 − (F0, b0) + (a0 − u0, b0). (2.20)

Введем оператор A0, который каждому элементу s ∈ R+ ставит в соответ-
ствие элемент A0(s) = (r2 − (F0, b0) + (a0 − v, b0))(r1 + �(0))−1, где v = v(x) —
решение задачи (2.9), (2.10) при t = 0 с s вместо η(0), и перепишем (2.20) как
операторное уравнение

s = A0(s). (2.21)

Задача (2.9), (2.10), (2.12) при t = 0 разрешима тогда и только тогда, когда
имеет решение уравнение (2.21). Применяя рассуждения, приведенные в [18],
можно показать, что v(x) удовлетворяет (2.17) при каждом s ∈ R+, оператор A0
непрерывен на отрезке [k0, k1] и переводит его в себя. По теореме Брауэра A0
имеет неподвижную точку s0 ∈ [k0, k1]. Тогда пара (u0, η(0)), где u0 удовлетво-
ряет (2.9), (2.10) при t = 0 и η(0) = s0, дает решение задачи (2.9), (2.10), (2.12)
при t = 0 в классе W 2

2 (�) × R+. При выполнении предположения (2.19) сжи-
маемость оператора A0 на [k0, k1] гарантирует единственность решения задачи
(2.9), (2.10), (2.12) при t = 0. Теорема доказана.

Доказательство теоремы существования и единственности решения зада-
чи (2.8)–(2.12) опирается на два утверждения для прямой задачи (2.8)–(2.10) с
известной функцией η(t). Первое утверждение дает достаточные условия одно-
значной разрешимости прямой задачи (2.8)–(2.10).

Теорема 2.2. Пусть выполняются предположения I, II, η ∈ C1([0, T ]) и
η(t) > 0 на [0, T ]. Если g ∈ C(QT ), f ∈ C([0, T ];L2(�)), U0 ∈ L2(�), β ∈
C1

(
[0, T ];W 3/2

2 (∂�)
)
, то существует единственное решение u задачи (2.8)–(2.10),

u ∈ C1
(
[0, T ];W 2

2 (�)
)
.

Доказательство. В случае η(t) ≡ const существование и единственность
решения гарантируется результатами из [7].

Пусть η(t) 6= const. Рассмотрим задачу Коши

vt +G(v) = f − at − ga, (t, x) ∈ QT ,

v(0, x) = U0(x)− a(0, x), x ∈ �,
(2.22)

где v = (I + η(t)M)(u − a) и оператор G : C([0, T ];L2(�)) → C([0, T ];L2(�))
определяется как G = M(I + η(t)M)−1 + g(I + η(t)M)−1. Функция v является
решением задачи (2.22) тогда и только тогда, когда функция u = a+(I+ηM)−1v
является решением задачи (2.8)–(2.10). Поэтому утверждение теоремы будет
доказано, как только докажем существование и единственность решения за-
дачи (2.22). Из предположений теоремы следует, что оператор G липшиц-
непрерывен и f − at − ga ∈ C([0, T ];L2(�)). Поэтому согласно [8, гл. 5, тео-
рема 1.2] задача (2.22) имеет единственное решение v ∈ C1([0, T ];L2(�)), а сле-
довательно, и задача (2.8)–(2.10) разрешима единственным образом. При этом
u ∈ C1

(
[0, T ];W 2

2 (�)
)
. Теорема доказана.

Следующее утверждение относится к теоремам сравнения для псевдопара-
болических уравнений.
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Теорема 2.3. Пусть выполняются предположения теоремы 2.2 и u(t, x) —
решение задачи (2.8)–(2.10) в классе C1

(
[0, T ];W 2

2 (�)
)
. Пусть также f(t, x) ≥ 0

в QT , U0(x) ≥ 0 в �, β(t, x) ≥ 0 при (t, x) ∈ ST и g(t, x) ≤ η−1(t). Тогда
u(t, x) ≥ 0 п. в. в QT .

Доказательство. При η(t) ≡ const утверждение теоремы следует из ре-
зультатов в [11], когда g ≡ 0, и из результатов в [9], когда M = −� и g < 0.

Пусть η(t) 6= const. Рассмотрим следующую итерационную схему:

(ui + η(t)Mui)t + η−1(t)(ui + ηMui) = f + (η−1 − g)ui−1, (t, x) ∈ QT , (2.23)

(ui + η(t)Mui)|t=0 = U0(x), x ∈ �, (2.24)

ui(t, x) = β(t, x), (t, x) ∈ ST ; u0 ≡ 0

(i = 1, 2, 3, . . . ). При каждом i функция

ũi ≡ (ui − bη) exp

 t∫
0

η−1(θ) dθ


удовлетворяет уравнению

(ũi + η(t)Mũi)t = [f + (η−1 − g)ui−1] exp

 t∫
0

η−1(θ) dθ

, (2.25)

начальным данным (2.24) и граничным условиям ũi|ST = 0. Интегрируя (2.25)
по t на (0, τ), 0 < τ ≤ T , и действуя оператором (I+η(t)M)−1 на результирующее
уравнение, получим

ũi(τ, x) = (I + η(t)M)−1U0(x)

+
τ∫

0

(I + η(t)M)−1[f + (η−1(t)− g)ui−1] exp

 t∫
0

η−1(θ) dθ

 dt. (2.26)

В условиях теоремы из (2.26) можно заключить, что

ui(t, x) ≥ bη(t, x) ≥ 0 (2.27)

п. в. в QT для любого i = 1, 2, 3, . . . .
Так как оператор (I+ηM)−1 ограничен [19], интегральный оператор в пра-

вой части (2.26) сжимающий в норме max
[0,T ]

{exp(−λt)‖ · ‖2} с некоторой положи-

тельной постоянной λ. Это означает, что ui(t, x) → u(t, x) в C
(
[0, T ];W 2

2 (�)
)

при i → ∞. Следовательно, для u(t, x) также выполняется (2.27). Кроме то-
го, u(t, x) является решением задачи (2.8)–(2.10) и u(t, x) ∈ C1

(
[0, T ];W 2

2 (�)
)
.

Теорема доказана.

3. Существование и единственность
решения обратной задачи

Приступим к исследованию обратной задачи (2.8)–(2.12). Достаточные
условия однозначной разрешимости задачи (2.8)–(2.12) «в малом» по t уста-
навливает
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Теорема 3.1. Пусть выполняются предположения I, II и условия теоре-
мы 2.1. Предположим, что

(i) f ∈ C([0, T ];L2(�)), β ∈ C1
(
[0, T ];W 3/2

2 (∂�)
)
, U0 ∈ L2(�), g ∈ C(QT ),

ω ∈ C1
(
[0, T ];W 3/2

2 (∂�)
)
, ϕ1 ∈ C1([0, T ]), ϕ2 ∈ C([0, T ]);

(ii) U0, β, ω, ϕ1 неотрицательны и существует положительная постоянная
�0 такая, что

ϕ1(t) + �(t) ≥ �0, t ∈ [0, T ]. (3.1)

Тогда при некотором t0, 0 < t0 ≤ T , задача (2.8)–(2.12) имеет единственное
решение {u, η} в классе V =

{
{u, η} | u ∈ C1

(
[0, t0];W 2

2 (�)
)
, η ∈ C1([0, t0])

}
. При

этом существуют положительные константы η0 и η1 такие, что η0 ≤ η(t) ≤ η1
для любого t ∈ [0, t0].

Доказательство. Будем искать решение задачи (2.8)–(2.12) в виде

u(t, x) = a(t, x)− w(t, x), η(t) = η(0) + q(t), (3.2)

где пара {w, q} является решением обратной задачи

(w + (η(0) + q(t))Mw)t +Mw + gw = F (t, x), (3.3)

w(0, x) + η(0)Mw(0, x) = a(0, x)− U0(x), (3.4)

w|∂� = 0, (3.5)∫
∂�

[
∂(qw)t
∂N

+ η(0)
∂(w)t
∂N

+
∂w

∂N

]
ω ds = −ϕ2(t)− (η(0) + q(t))〈Ma, bt〉1,M

+ [(η(0) + q(t))(ϕ1 + �)]′ + �, (3.6)

η(0)
∫
∂�

∂w(0, s)
∂N

ω(0, s) ds = −r2 + η(0)(r1 + �(0)). (3.7)

Сведем задачу (3.3)–(3.7) к эквивалентной обратной задаче с операторными
уравнениями для η(0) и q(t). Для этого умножим (3.3) на hη(t, x) скалярно в
L2(�) и дважды проинтегрируем по частям. С учетом (3.2) и (3.5) это дает

d

dt

{
(η(0) + q)(� + ϕ1) +

q

η(0)
(w, hη)

}
=

1
η(0)

[
q
(
w, hηt

)
− (w, hη)

]
+ (η(0) + q)〈Ma, bt〉1,M + (gw, hη) + �− (F, hη). (3.8)

Из (3.2) следует, что q(0) = 0. Интегрируя последнее равенство по t от 0 до τ ,
0 < τ ≤ T , в силу (3.6) получим

q(τ)
(
�(τ) + ϕ1(τ) +

1
η(0)

(w, hη)
)

= η(0)(�(0)− �(τ) + ϕ1(0)− ϕ1(τ))

+
τ∫

0

{
�− (F − gw, hη) + (η(0) + q)〈Ma, bt〉1,M +

1
η(0)

[
q
(
w, hηt

)
− (w, hη)

]}
dt.

(3.9)

Далее умножим (3.4) на b0 скалярно в L2(�). Дважды интегрируя по частям в
результирующем уравнении и беря во внимание (3.7), имеем

η(0)(r1 + �(0)) = r2 − (F0, b0) + (w0, b0), (3.10)
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где w0(x) = w(0, x).
Таким образом, мы получили обратную задачу (3.3)–(3.5), (3.9), (3.10),

эквивалентную задаче (3.3)–(3.7). Действительно, как следует из построения
уравнений (3.9) и (3.10), каждое решение {w, q} задачи (3.3)–(3.7) является ре-
шением задачи (3.3)–(3.5), (3.9), (3.10). Пусть теперь {w, q} — решение задачи
(3.3)–(3.5), (3.9), (3.10) из класса V . Тогда q(t) удовлетворяет уравнению (3.8).
Умножим (3.3) на hη скалярно в L2(�) и дважды проинтегрируем результат по
частям по x. Это дает

−
∫
∂�

{
∂(qw)t
∂N

+η(0)
∂wt
∂N

+
∂w

∂N

}
ω ds− 1

η(0)
[((qw)t, hη)+(w, hη)]+(gw, hη) = (F, hη).

Подставляя (3.8) в полученное соотношение, приходим к (3.6). Аналогично,
умножив (3.4) на b0 скалярно в L2(�) и подставив в полученное соотношение
(3.10), нетрудно убедиться в справедливости (3.7). Ввиду эквивалентности об-
ратных задач достаточно установить справедливость теоремы для задачи (3.3)–
(3.5), (3.9), (3.10).

Согласно теореме 2.1 в начальный момент t = 0 задача (3.4), (3.5), (3.7),
а следовательно, и (3.4), (3.5), (3.10) имеет единственное решение {w0, η(0)} ∈
W 2

2 (�)×R. При этом η(0) удовлетворяет неравенству (2.18), w0 ≥ 0 п. в. в � и
имеют место оценки [18]

‖w0‖1 ≤
‖F0‖
k0m1

, ‖Mw0‖ ≤ k−2
0 ‖F0‖

(
m−1

1 + k0
)
. (3.11)

Поэтому в дальнейшем можем считать следы w(0, x) = w0(x) и η(0) известными
и рассматривать обратную задачу (3.3)–(3.5), (3.9) отыскания пары функций
{w, q}.

Для каждого t0 ∈ [0, T ) и констант 0 < α ≤ k0 и l > 0 определим множество
функций Yα,l(t0) = {y(t) | y ∈ C1([0, t0]), |y(t)| ≤ α, |y′(t)| ≤ l, y(0) = 0}. Введем
оператор A, который каждому y ∈ Yα(t0) ставит в соответствие элемент

Ay =

η(0)(�(0)− �(t) + ϕ1(0)− ϕ1(t))

+
t∫

0

[
�− (F − gwy, h

η) + (η(0) + y)〈Ma, bτ 〉1,M +
1

η(0)
(
y
(
w, hητ

)
− (w, hη)

)]
dτ


×

[
�(t) + ϕ1(t) +

1
η(0)

(w, hη)
]−1

, (3.12)

где wy = wy(t, x) — решение задачи (3.3)–(3.5) при η(t) = η(0) + y(t), и рассмот-
рим операторное уравнение

y = Ay. (3.13)

Можно показать аналогично тому, как это сделано в [20], что задача (3.3)–
(3.5), (3.9) имеет решение в классе V тогда и только тогда, когда разрешимо
операторное уравнение (3.13).

Докажем, что при некоторых 0 < α < k0, l и t0 оператор A отображает
Yα,l(t0) в себя и является сжимающим на данном множестве. Для этого вы-
берем произвольный элемент y(t) из множества Yα,l(t0) и получим оценки на
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решение wy задачи (3.3)–(3.5) при η(t) = η(0)+ y(t) и t ∈ [0, t0]. Согласно теоре-
ме 2.2 это решение существует и единственно для каждого y ∈ Yα,l(t0), причем
wy ∈ C1

(
[0, t0];W 2

2 (�)
)
. Поэтому интеграл в правой части (3.12) существует

при каждом t ∈ [0, t0] и (Ay)′ ∈ C1([0, t0]).
Проинтегрируем (3.3) по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ t0, умножим результирующее

уравнение на wy скалярно в L2(�) и проинтегрируем по частям по x. Имеем

‖wy‖2 + (η(0) + y(τ))〈Mwy, wy〉1 +
1
2
d

dt

〈
M

τ∫
0

wy(t) dt,
τ∫

0

wy(t) dt

〉
1

= −

 τ∫
0

gwy dt, wy

 + (a0 − U0, wy) +

 τ∫
0

F dt, wy

. (3.14)

Интегрируя (3.14) по τ от 0 до θ, 0 < θ ≤ t0, и оценивая правую часть с помощью
неравенств Фридрихса и Коши, получим

θ∫
0

{‖wy‖2 + 4(η(0)− α)〈Mwy, wy〉1} dτ + 2

〈
M

θ∫
0

wy(t) dt,
θ∫

0

wy(t) dt

〉
1

≤ B1θ + 4g1

θ∫
0

τ∫
0

‖wy‖2 dtdτ

для любого θ ∈ [0, t0], где положительная постоянная B1 зависит от ‖a0‖, ‖U0‖,
T и ‖F‖L2(QT ). Отсюда в силу (2.18) по лемме Гронуолла вытекает неравенство

θ∫
0

{‖wy‖2 + 4(k0 − α)〈Mwy, wy〉1} dτ ≤ B1e4g1T θ
2

2
≡ B2θ

2, (3.15)

где g1 ≡ ‖g‖C(QT ).
Перейдем к оценке на производную wyt. Умножим (3.3) на wyt скалярно в

L2(�) и проинтегрируем по частям по x. Это дает

‖wyt‖2 + (η(0) + y(t))〈Mwyt, wyt〉1 +
1
2
d

dt
〈Mwy, wy〉1

− y′(t)〈Mwy, wyt〉1 + (F − gwy, wyt). (3.16)

Проинтегрируем (3.16) по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ T , и оценим правую часть с
помощью неравенства Коши. Получим

τ∫
0

[‖wyt‖2 +(k0−α)〈Mwyt, wyt〉1] dt+2〈Mwy(τ), wy(τ)〉1 ≤ B3 +
B4l2

(k0 − α)2
(3.17)

в силу (2.13), (3.11) и (3.15), где положительные константы B3 и B4 зависят от
T , k0, m1, m2, g1, ‖F0‖1, ‖F‖2L2(QT ). Перенесем последнее слагаемое из левой
части (3.16) в правую. Применяя к правой части полученного соотношения
неравенство Коши и используя (2.13), (3.17), приходим к оценке

‖wyt‖2 + (k0 − α)〈Mwyt, wyt〉21 ≤
(

(1 + l2)
2(k0 − α)

+ 2g2
1

)(
B3 +

B4l2

(k0 − α)2

)
+ 2‖F‖2

≡ B5 +B6l
2 +B7l

4. (3.18)
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Покажем, что � + ϕ1 + η−1(0)(w, hη) 6= 0 на [0, t0] при соответствующем
выборе α и t0. Подействуем на (3.3) оператором (I + η(0)M)−1, отображающим

W−1
2 (�) в

◦
W 1

2 (�), и проинтегрируем результат по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ t0.
Учитывая, что

(I + η(0)M)−1(wy + (η(0) + y)Mwy) = wy +
y

η(0)
(I + η(0)M)−1Mwy,

получим

wy = w0 −
y

η(0)
(I + η(0)M)−1Mwy +

t∫
0

(I + η(0)M)−1{F −Mwy − gwy} dτ.

В силу (2.13), (2.18) и (3.15) имеем ‖(I + η(0)M)−1‖ ≤ (k0m1)−1 и

‖wy‖1 ≤
αm2

k2
0m1

(‖wy‖1 + ‖w0‖1) +
t

k0m1

{
max
τ∈[0,T ]

‖F‖+
B2T 1/2(m2 + k0g1)

2k0(k0 − α)1/2

}
,

откуда

k2
0m1 − αm2

k2
0m1

‖wy‖1 ≤
αm2

k2
0m1

‖w0‖1 +
t

k0m1

{
max
τ∈[0,T ]

‖F‖+
B2T 1/2(m2 + k0g1)

2k0(k0 − α)1/2

}
.

При

α ≤ 1
2

min
{
k0,

k2
0m1

m2

}
(3.19)

из последнего неравенства вытекает, что

‖wy‖1 ≤ B8α+B9t, (3.20)

где положительные постоянные B8 и B9 зависят от T , k0, m1, m2, g1, max
τ∈[0,T ]

‖F‖,

B2. Если
B8α+B9t0 ≤ �0k0(2 max

t∈[0,t0]
‖hη‖)−1, (3.21)

то с учетом (3.1)

φ1 + � +
1

η(0)
(w, hη) ≥ �0

2
. (3.22)

Итак, в условиях теоремы правая часть (3.12) имеет смысл при любом y ∈
Yα,l(t0), если t0 и α удовлетворяют условиям (3.19) и (3.21). При этом Ay ∈
C1([0, t0]) и Ay(0) = 0. Из (2.13), (2.15), (2.16), (2.18), (3.1), (3.10), (3.12), (3.15),
(3.17), (3.18), (3.20) и (3.22) следует, что

|Ay| =
[
�+ϕ1 +

1
η(0)

(wy, hη)
]−1

∣∣∣∣∣∣−η(0)
t∫

0

(ϕ1(τ)+�(τ))′ dτ +
t∫

0

[
�+(gwy, hη)

+ (η(0) + y)〈Ma, bτ 〉1,M +
1

η(0)
(
y
(
w, hητ

)
− (w, hη)

)]
dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ B10t, (3.23)
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где постоянная B10 > 0 зависит от k0, m2, g1, B2, B3, B4, ‖a‖C1([0,T ];W 1
2 (�)),

‖b‖C1([0,T ];W 1
2 (�)) и T , а также

|(Ay)′| =
∣∣∣∣− η(0)(ϕ1(t) + �(t))′ + �(t) + (gwy, hη) + (η(0) + y(t))〈Ma, bt〉1,M

+
1

η(0)
(
y
(
wy, h

η
t

)
− (wy, hη)

)
−Ay

(
�′ + ϕ′1 +

1
η(0)

(
(wyt, hη) +

(
wy, h

η
t

))) ∣∣∣∣
×

[
ϕ1(t) + �(t) +

1
η(0)

(wy, hη)
]−1

≤ B11 +B12α+ (B13 +B14l +B15l
2)t. (3.24)

Здесь положительные постоянные B11, B12, B13, B14 и B15 зависят от T , k0,
m1, m2, g1, B2, B3, B4, B10, �, ‖a‖C1([0,T ];W 1

2 (�)), ‖b‖C1([0,T ];W 1
2 (�)), ‖ϕ′1‖C([0,T ]),

‖�′‖C([0,T ]). Положим l = 2B11, α = B10t0 и выберем t0 так, чтобы выполнялись
условия (3.19), (3.21) и

(B12B10 +B13 +B14l +B15l
2)t0 ≤ B11. (3.25)

В этом случае |Ay| ≤ α и |(Ay)′| ≤ l, т. е. оператор A отображает Yα,l(t0) в себя.
Перейдем к доказательству сжимаемости оператора A на Yα,l(t0). Пусть

y1, y2 ∈ Yα,l(t0) и w1, w2 — решения задачи (3.3)–(3.5) при q = y1 и q = y2
соответственно. Тогда разность ŵ = w1 − w2 удовлетворяет уравнению

(ŵ + (η(0) + y1)Mŵ)t +Mŵ + gŵ = −((y1 − y2)Mw2)t, (t, x) ∈ Qt0 , (3.26)

и краевым условиям ŵ(0, x) + η(0)Mŵ(0, x) = 0 при x ∈ � и ŵ|∂� = 0 при
t ∈ [0, t0]. Проинтегрируем (3.26) по t от 0 до τ , 0 < τ ≤ t0, умножим на ŵ
скалярно в L2(�) и проинтегрируем в результирующем уравнении по частям по
x. Это дает

‖ŵ‖2+(η(0)+y1)〈Mŵ, ŵ〉1 = −

〈
M

τ∫
0

ŵ dt+ (y1 − y2)Mw2, ŵ

〉
1

−

g τ∫
0

ŵ dt, ŵ

.
(3.27)

Оценивая правую часть (3.27) с помощью (2.18), (3.18) и неравенства Коши,
получим соотношение

‖ŵ‖2 +m1(k0 − α)‖ŵ‖21 ≤ B16|y1 − y2|2 +B17

τ∫
0

(
‖ŵ

∥∥2 +m1(k0 − α)‖ŵ‖21
)
dt,

из которого согласно лемме Гронуолла вытекает неравенство

‖ŵ‖2 +m1(k0 − α)‖ŵ‖21 ≤ B16eB17T

τ∫
0

|y1 − y2|2 dt+B16|y1 − y2|2. (3.28)

Здесь положительные постоянные B16, B17 зависят от T , k0, m1, m2, g1, α, B3
и B4.

Теперь перенесем второе и третье слагаемые из левой части (3.26) в пра-
вую, умножим (3.26) на ŵt в смысле скалярного произведения в L2(�) и проин-
тегрируем по частям по x. Применяя к правой части полученного соотношения
неравенство Коши и используя (2.13), (3.17), придем к оценке

2‖ŵt‖2 +(k0−α)〈Mŵtŵt〉1 ≤ B18

 τ∫
0

|y1−y2|2 dt+ |y1−y2|2 + |y′1−y′2|2
, (3.29)
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где положительная постоянная B18 зависит от T , k0, α, m1, m2, g1, B2, B3, B4
и B11.

Перейдем к оценке нормы разности Ay1 и Ay2 в C1([0, t0]). В соответствии
с определением оператора A получим

Ay1 −Ay2 =


t∫

0

[
(gŵ, hη) + (y1 − y2)〈Ma, bτ 〉1,M

+
1

η(0)
(
(y1 − y2)

(
w1, h

η
τ

)
+ y2

(
ŵ, hητ

)
− (ŵ, hη)

)]
dτ − 1

η(0)
Ay2(ŵ, hη)


×

[
ϕ1(t) + �(t) +

1
η
(w1, h

η)
]−1

. (3.30)

Оценим правую часть (3.30) по модулю с помощью (3.20)–(3.23), (3.28). Имеем

|Ay1 −Ay2| ≤ B19

t∫
0

 τ∫
0

|y1 − y2|2 dθ

1/2

+ |y1 − y2|+ |y′1 − y′2|

 dτ. (3.31)

Здесь положительная постоянная B19 зависит от T , k0, �0, α, m1, m2, g1, B8,
B9, B13, B15, ‖F0‖, ‖hη‖C1([0,T ];L2(�)).

Получим аналогичное неравенство для разности производных (Ay1)′ и
(Ay2)′. Для этого продифференцируем (3.30) и оценим по модулю правую часть
с учетом (3.17), (3.19), (3.23), (3.24), (3.29), (3.31). Это дает

|(Ay1)′ − (Ay2)′| =
∣∣∣∣((

g − 1
η(0)

(Ay2)′
)

(w1 − w2), hη
)

+ (y1 − y2)〈Ma, bt〉1,M

+
1

η(0)
[
(y1 − y2)

(
w1, h

η
t

)
+ y2

(
w1 − w2, h

η
t

)
− (w1 − w2, h

η)
]

− (Ay1 −Ay2)
[
�′ + ϕ′ +

1
η(0)

(
(w1t, h

η) +
(
w1, h

η
t

))]
− Ay2
η(0)

[
(w1t − w2t, h

η) +
(
w1 − w2, h

η
t

)]∣∣∣∣[ϕ1 + � +
1
η
(w1, h

η)
]−1

≤ B20

 t∫
0

|y1 − y2|2 dτ

1/2

+
t∫

0

(|y1 − y2|+ |y′1 − y′2|) dτ + t|y′1 − y′2|

, (3.32)

где положительная постоянная B20 зависит от T , k0, �0, α, m1, m2, g1, B3, B4,
B10, B11, B13, B14, B15, B18, B19, ‖F0‖, ‖hη‖C1([0,T ];L2(�)).

Введем в пространстве C1([0, T ]) эквивалентную норму

|y| = max
t∈[0,t0]

{e−ct(|y|+ |y′|)}.

Покажем, что при некотором c > 1 и достаточно малом t0 оператор A является
сжатием в смысле этой новой нормы. Действительно, из (3.31) и (3.32) следует,
что

|Ay1 −Ay2| ≤
[
B20t0 +

1
(2c)1/2

(B19(t0 +
√

2) +B20(1 +
√

2))
]
|y1 − y2|. (3.33)
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При

t0 < B−1
20 , B20t0 +

1
(2c)1/2

(B19(t0 +
√

2) +B20(1 +
√

2)) < 1 (3.34)

оператор A является сжатием в Yα,l(t0).
Итак, мы доказали, что если l = 2B11, α = B10t0 и t0 удовлетворяет усло-

виям (3.19), (3.21), (3.25) и (3.34), то оператор A отображает Yα,l(t0) в себя
и является сжимающим на этом множестве. В таком случае согласно прин-
ципу сжимающих отображений уравнение (3.13) имеет единственное решение
q(t) ∈ Yα,l(t0). Как отмечалось выше, из разрешимости уравнения (3.13) сле-
дует разрешимость задачи (3.3)–(3.5), (3.9). При этом w ∈ C1

(
[0, T ];W 2

2 (�)
)
,

q(t) ∈ C1([0, t0]), для функций w и η справедливы оценки (3.15), (3.17), (3.18) и

0 < k0 − α ≤ η(t) ≤ k0 + α, t ∈ [0, t0]. (3.35)

Для оценки вторых производных w умножим (3.3) на Mw в смысле скалярного
произведения в L2(�) и проинтегрируем в первом слагаемом по частям. Это
дает

1
2
d

dt
[〈w,Mw〉1 + (η(0) + q(t))‖Mw‖2] + ‖Mw‖2

= −1
2
q′(t)‖Mw‖2 − (gw,Mw) + (F,Mw). (3.36)

Оценим правую часть (3.36) по модулю с помощью неравенства Коши и проин-
тегрируем результат по t от 0 до τ . В силу (2.13), (3.15) и (3.35) получим

〈w,Mw〉1 + (k0 − α)‖Mw‖2 +
τ∫

0

‖Mw‖2 dt

≤ l

τ∫
0

‖Mw‖2 dt+ 2B2g
2
1t

2
0 + 2‖F‖2 +m2‖w0‖21 + η(0)‖Mw0‖2,

откуда согласно лемме Гронуолла следует, что

‖Mw‖2 ≤ 1
k0 − α

(
2B2g

2
1t

2
0 + 2 max

t∈[0,t0]
‖F‖2 +m2‖w0‖21 + η(0)‖Mw0‖2

)
elt0 ≡ B21.

(3.37)
Из (3.3), (3.18), (3.19), (3.35) и (3.37) вытекает оценка ‖Mwt‖:

(k0 − α)‖Mwt‖ ≤ (B5 +B6l
2 +B7l

4)1/2 + g1(B8α+B9t0)1/2 + (l + 1)B1/2
21 + ‖F‖.

Итак, мы доказали существование решения {w, q} задачи (3.3)–(3.6). По-
кажем, что это решение единственно в классе V на [0, t0], если t0 отвечает усло-
виям (3.19), (3.21), (3.25) и (3.34). Предположим, что задача (3.3)–(3.6) имеет
два решения {w1, q1} и {w2, q2}. Тогда пара функций w = w1 −w2 и q̄ = q1 − q2
удовлетворяет уравнению

(w + (η(0) + y1)Mw)t +Mw + gw = −(q̄Mw2)t, (t, x) ∈ Qt0 ,

и условиям

w(0, x) + η(0)Mw(0, x) = 0, x ∈ �; w|∂|� = 0, t ∈ [0, t0],
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q̄ =


t∫

0

[
(gw, hη) + q̄〈Ma, bτ 〉1,M +

1
η(0)

(
q̄
(
w1, h

η
τ

)
+ q2

(
w, hητ

)
− (w, hη)

)]
dτ

− 1
η(0)

q2(w, hη)


[
ϕ1(t) + �(t) +

1
η
(w1, h

η)
]−1

.

Как показано выше, если l = 2B11, α = B10t0 и t0 удовлетворяет условиям (3.19),
(3.21), (3.25) и (3.34), то для каждых y1, y2 ∈ Yα,l(t0) справедливо (3.33), а для
wy1 и wy2 выполняется (3.28). Так как q1, q2 ∈ Yα,l(t0) являются решениями
операторного уравнения (3.13), для q̄ и w имеют место неравенства

|q1 − q2| ≤
[
B20t0 +

1
(2c)1/2

(B19(t0 +
√

2) +B20(1 +
√

2))
]
|q1 − q2|,

‖w‖2 +m1(k0 − α)‖w‖21 ≤ B15

τ∫
0

|q̄|2 dt+B13|q̄|2,

из которых в силу (3.34) следует, что q̄ ≡ 0 и w ≡ 0. Теорема доказана.

Замечание. Теорема 3.1 остается справедливой для обратной задачи
(2.8)–(2.12) с условием переопределения более общего вида вместо (2.11):∫
∂�

{(
η(t)

∂u

∂N

)
t

+
∂u

∂N

}
ω(t, s) ds+ (η(t)ϕ1(t))t + η(t)ϕ3(t) = ϕ2(t), t ∈ (0, T ].

В частности, если ϕ1(t) 6= 0 при t ∈ [0, T ], то это условие можно свести к условию

типа (2.11), умножив его на exp
(

t∫
0
ϕ3(t)(ϕ1(t))−1 dt

)
.
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