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О ЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЯХ 1–ГО, 2–ГО И 3–ГО РОДОВ В L2

В. Б. Коротков

Аннотация. Рассматриваются функциональные уравнения 1-го, 2-го и 3-го родов
с операторами из широких классов линейных непрерывных операторов в L2, со-
держащих все интегральные операторы. Предлагаются методы приведения этих
уравнений линейными обратимыми заменами либо к эквивалентным линейным ин-
тегральным уравнениям 1-го рода с ядерными операторами, либо к эквивалентным
линейным интегральным уравнениям 2-го рода с квазивырожденными карлеманов-
скими ядрами. К получающимся интегральным уравнениям применимы различные
приближенные методы решения.
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Пусть (X,µ) — пространство с σ-конечной положительной мерой µ, L0 =
L0(X,µ) — пространство всех определенных на X µ-измеримых µ-почти всюду
конечных функций с обычным отождествлением функций, отличающихся одна
от другой лишь на множествах µ-меры 0, L2 = L2(X,µ) — пространство всех
функций f из L0, имеющих конечную норму

‖f‖ =
(∫
X

|f(t)|2 dµ(t)
)1/2

.

Через (f, g) обозначим скалярное произведение функций f , g из L2. Всюду
в статье предполагается, что L2 — комплексное пространство: в случае веще-
ственного L2 все рассмотрения аналогичны.

Обозначим через B(L2) пространство всех линейных непрерывных опера-
торов, действующих из L2 в L2, с операторной нормой ‖ · ‖. Через T ∗ будем
обозначать сопряженный к T оператор, через 1 — тождественный оператор.

Определение 1. Оператор T ∈ B(L2) называется почти компактным [1],
если существует разбиение {Xn} множества X на попарно не пересекающиеся
измеримые множества такое, что PXnT : L2 → L2, n = 1, 2, . . . , — компактные
операторы; здесь и далее Pef = χef , f ∈ L2, χe — характеристическая функция
множества e ⊂ X.

Определение 2. Оператор T ∈ B(L2) называется интегральным, если
найдется функция K ∈ L0(X ×X,µ× µ) такая, что для любого f ∈ L2

Tf(s) =
∫
X

K(s, t)f(t) dµ(t) (1)
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для почти всех s ∈ X. Интеграл в (1) и всюду в статье понимается в лебеговом
смысле. Ниже вместо

∫
X

(·) dµ будем писать
∫

(·) dµ. Функция K(s, t) называется

ядром интегрального оператора T . Будем говорить, что ядро K порождает
интегральный оператор (по формуле (1)).

Определение 3. Если ядро K интегрального оператора T удовлетворяет
условию Карлемана ∫

|K(s, t)|2 dµ(t) <∞ (2)

для почти всех s ∈ X, то T и K называются карлемановскими.
Определение 4. Карлемановское ядро K называется квазивырожденным

[2], если

K(s, t) =
∞∑
n=1

χEn(s)√
µEn

un(t), (3)

где {un} ⊂ L2, {En} — последовательность попарно не пересекающихся мно-
жеств из X с конечными положительными мерами. Ядра

m∑
n=1

χEn(s)√
µEn

un(t). m = 1, 2, . . . , (4)

назовем специальными вырожденными ядрами, порожденными ядром (3).
Определение 5. Если ядро K интегрального оператора T удовлетворяет

условию Гильберта — Шмидта∫ ∫
|K(s, t)|2 dµ(t)dµ(s) <∞, (5)

то T называется оператором Гильберта — Шмидта.
Каждый оператор Гильберта — Шмидта является компактным карлема-

новским оператором.
Следующий важный класс интегральных операторов, который нам пона-

добится, — класс ядерных операторов. Приведем их определение и некоторые
основные свойства.

Определение 6. Оператор T ∈ B(L2) называется ядерным, если он пред-
ставим в виде произведения двух интегральных операторов Гильберта — Шмид-
та из B(L2). Совокупность всех ядерных операторов из B(L2) обозначим через
C1. Каждый оператор, принадлежащий C1, является интегральным оператором
Гильберта — Шмидта. Его ядро будем называть C1-ядром.

Оператор T ∈ B(L2) ядерный тогда и только тогда, когда существуют по-
следовательности {un} ⊂ L2, {vn} ⊂ L2 такие, что

∞∑
n=1

‖un‖ ‖vn‖ <∞ (6)

и для всех f ∈ L2

Tf =
∞∑
n=1

(f, un)vn. (7)

Определение 7. Ядерной нормой ‖T‖1 ядерного оператора (7) называется

inf
∞∑
n=1

‖un‖‖vn‖, где нижняя грань берется по всевозможным представлениям

(7) оператора T с {un}, {vn}, удовлетворяющими (6).
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Из определения следует, что если T ядерный, то ‖T‖ ≤ ‖T‖1, ‖T‖1 = ‖T ∗‖1
и для любых A,B ∈ B(L2) оператор ATB ядерный и ‖ATB‖1 ≤ ‖T‖1‖A‖ ‖B‖.

Ядро K(s, t) ядерного оператора (7) представляется в виде

K(s, t) =
∞∑
n=1

vn(s)un(t),

где ряд сходится в силу (6) абсолютно по норме пространства L2 = L2(X ×
X,µ×µ) и абсолютно (µ×µ)-почти всюду в X×X, так что вырожденные ядра
m∑
n=1

vn(s)un(t), m = 1, 2, . . . , сходятся к ядру K(s, t) по норме L2 и (µ×µ)-почти

всюду в X ×X.

Определение 8. Оператор U ∈ B(L2) называется унитарным, если суще-
ствует обратный U−1 ∈ B(L2) и U−1 = U∗.

Из определения вытекает, что (Uf,Ug) = (f, g), ‖Uf‖ = ‖f‖ для любых
f, g ∈ L2.

Теорема 1. Пусть L2 — несепарабельное пространство, образ imT опера-
тора T ∈ B(L2) сепарабелен. Тогда уравнение 1-го рода Tx = f ∈ L2 эквива-
лентно интегральному уравнению 1-го рода с квазивырожденным C1-ядром.

Доказательство. Будем считать, не умаляя общности, что dim imT =
∞. Пусть {fn} — ортонормированный базис в imT , [fn] — замкнутая линейная
оболочка последовательности {fn}, [fn]⊥ — ортогональное дополнение к [fn],{
f⊥ξ , ξ ∈ �

}
— ортонормированный базис [fn]⊥. Выберем произвольную после-

довательность попарно не пересекающихся множеств en ⊂ X, n = 1, 2, . . . , с
конечными положительными мерами и рассмотрим унитарный оператор V ∈
B(L2), определяемый равенствами

V fn =
χen√
µen

, n = 1, 2, . . . , V f⊥ξ = e⊥ξ , ξ ∈ �, (8)

где
{
e⊥ξ , ξ ∈ �

}
— ортонормированный базис в ортогональном дополнении к за-

мкнутой линейной оболочке E ортонормированной последовательности
{ χen√

µen

}
.

Тогда V Th ∈ E для любого h ∈ L2. Следовательно,

V Tx =
∞∑
n=1

(
V Tx,

χen√
µen

)
χen√
µen

=
∞∑
n=1

(x, T ∗fn)
χen√
µen

= V f.

Это уравнение записывается в виде∫
K(s, t)x(t) dµ(t) = V f(s), (9)

где

K(s, t) =
∞∑
n=1

χen(s)
√
µen

T ∗fn(t). (10)

Рассмотрим функцию b(s) =
∞∑
n=1

λnχen(s) + χe0(s), где e0 = X \
∞⋃
n=1

en, λn > 0,

n = 1, 2, . . . ,
∞∑
n=1

λn ≤ 1. Для всех s ∈ X имеем 0 < b(s) ≤ 1. Умножив обе
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части уравнения (9) на b(s), получим эквивалентное интегральное уравнение
1-го рода ∫

C(s, t)x(t) dµ(t) = b(s)V f(s) ∈ L2 (11)

с квазивырожденным C1ядром

C(s, t) = b(s)K(s, t) =
∞∑
n=1

λn
χen(s)
√
µen

T ∗fn(t).

Отметим, что уравнения Tx = f и (11) имеют одни и те же решения и что для
вычисления V f и ядра C(s, t) не требуется знания V на f⊥ξ , ξ ∈ �.

Следствие. Утверждение теоремы 1 справедливо, если T — почти ком-
пактный оператор.

Теорема 2. Пусть L2 — произвольное (сепарабельное или несепарабельное)
пространство, T ∈ B(L2) — почти компактный оператор. Тогда уравнение
Tx = f ∈ L2 эквивалентно уравнению 1-го рода с компактным оператором.

Доказательство. Положим

c(s) =
∞∑
n=1

λnχXn , где λn > 0, n = 1, 2, . . . ,
∞∑
n=1

λn ≤ 1,

{Xn} — разбиение множества X такое, что PXnT — компактные операторы
(мы предполагаем, что {Xn} — счетное разбиение: если оно конечно, то T
компактен). Умножив обе части уравнения Tx = f на c(s), получим эквива-
лентное уравнение T0x = Cf ∈ L2 с компактным оператором T0 = CT , где
Cf(s) = c(s)f(s), f ∈ L2. Важным примером почти компактного оператора
является любой интегральный оператор из B(L2) [3, с. 66; 4, 5]. В [2, с. 91–93]
в случае, когда мера µ конечна и сепарабельна, для произвольного интеграль-
ного оператора T ∈ B(L2) приведено построение разбиения {Xn}, для которого
PXnT , n = 1, 2, . . . , — компактные операторы.

Теорема 3. Пусть L2 — сепарабельное пространство, Ni ∈ B(L2), i = 0, 1,
и существует ортонормированная система (о.н.с.) {ψn} ⊂ L2 такая, что

lim
n→∞

‖(N∗
i − ᾱi1)ψn‖ = 0, i = 0, 1. (12)

Тогда для любого ε > 0 можно построить унитарный оператор W ∈ B(L2)
такой, что WNiW−1 = αi1 + Ki + �i, i = 0, 1, где �i — ядерные операторы
с ядерной нормой < ε, Ki — интегральные операторы с квазивырожденными
карлемановскими ядрами

Ki(s, t) =
∞∑
n=1

χe2n(s)
√
µe2n

Pn,i(t), i = 0, 1, (13)

здесь {en} — произвольная последовательность попарно не пересекающихся
множеств из X с конечными положительными мерами, {Pn,i} — ограниченные
в L2 последовательности.

Доказательство. Пользуясь (12), выберем для ε > 0 подпоследователь-
ность {ϕn} ⊂ {ψ2n} так, чтобы

∞∑
n=1

‖(N∗
i − ᾱi1)ϕn‖ < ε, i = 0, 1, (14)
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и рассмотрим ядерные операторы

Dif =
∞∑
n=1

(f, ϕn)(N∗
i − ᾱi1)ϕn, f ∈ L2.

В силу (14) их ядерные нормы меньше ε. Введем операторы Qi = N∗
i −ᾱi1−

Di. Так как Qiϕn = 0, n = 1, 2, . . . , i = 0, 1, то imQ∗i ⊆ [ϕn]⊥, где [ϕn]⊥ — орто-
гональное дополнение к замкнутой линейной оболочке [ϕn] последовательности
{ϕn}. Пусть {en} — произвольная последовательность попарно не пересекаю-
щихся множеств из X с конечными положительными мерами, E — замкнутая
линейная оболочка о.н.с. {χe2n/

√
µe2n}, E⊥ — ортогональное дополнение к E.

Имеем dim[ϕn] = dim[ϕn]⊥ = dimE = dimE⊥ = ∞.
Пусть

{
ϕ⊥n

}
— ортонормированный базис [ϕn]⊥ и

{
e⊥n

}
— ортонормирован-

ный базис E⊥. Определим унитарный оператор W ∈ B(L2) равенствами

Wϕ⊥n = χe2n/
√
µe2n, Wϕn = e⊥n , n = 1, 2, . . . . (15)

Тогда для любого h ∈ L2 имеем Q∗i h ∈ [ϕn]⊥, кроме того,

D∗
i h =

∞∑
n=1

(h, (N∗
i − ᾱi1)ϕn)ϕn.

Следовательно,

W (Ni − αi1)W−1h = W (Q∗i +D∗
i )W

−1h

= W
∞∑
n=1

(
Q∗iW

−1h, ϕ⊥n
)
ϕ⊥n +W

∞∑
n=1

(W−1h, (N∗
i − ᾱi1)ϕn)ϕn

=
∞∑
n=1

(
h,WQiϕ

⊥
n

) χe2n√
µe2n

+
∞∑
n=1

(h,W (N∗
i − ᾱi1)ϕn)e⊥n .

Положим

Pn,i = WQiϕ
⊥
n = W (N∗

i − ᾱi1−Di)ϕ⊥n = W (N∗
i − ᾱi1)ϕ⊥n ,

Ki(s, t) =
∞∑
n=1

χe2n(s)
√
µe2n

Pn,i(t). (16)

Тогда WNiW−1 = αi1 + W (Ni − αi1)W−1 = αi1 + Ki + �i, где Ki — карле-
мановские интегральные операторы с квазивырожденными ядрами (16), �i =
WD∗

iW
−1 — ядерные операторы с ядерной нормой < ε и C1-ядрами

�i(s, t) =
∞∑
n=1

e⊥n (s)W (N∗
i − ᾱi1)ϕn(t).

Следствие. Операторы WNi, i = 0, 1, представляются в виде WNi =
αiW + Li + Fi, где Li = KiW — карлемановские интегральные операторы с
квазивырожденными ядрами

Li(s, t) =
∞∑
n=1

χe2n(s)
√
µe2n

(N∗
i − ᾱi1)ϕ⊥n (t),

Fi = �iW — ядерные операторы с C1-ядрами

Fi(s, t) =
∞∑
n=1

e⊥n (s)(N∗
i − ᾱi1)ϕn(t).

Всюду далее предполагается, что L2 сепарабельно.
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Теорема 4. Пусть T ∈ B(L2) и e ⊂ X — множество с конечной положи-
тельной мерой такое, что

(i) существует равномерно ограниченная о.н.с. функций ψn ∈ L2, n =
1, 2, . . . , с носителями в e;

(ii) множество PeTS2 компактно по мере (здесь S2 — единичный шар L2).
Тогда уравнение 1-го рода Tx = f ∈ L2 эквивалентно интегральному урав-

нению 1-го рода с C1-ядром.
Доказательство. Из условия (ii) и теоремы 1.3.7 в [6] следует, что опе-

ратор PeT : L2 → L1 компактен. Тогда T ∗Pe : L∞ → L2 компактен. Поэтому
‖T ∗ψn‖ = ‖T ∗Peψn‖ → 0 при n → ∞. Положив в следствии теоремы 3 N0 = 0,
α0 = α1 = 0, N1 = T , получим WT = L+ F , где L — интегральный оператор с
квазивырожденным карлемановским ядром

L(s, t) =
∞∑
n=1

χe2n(s)
√
µe2n

T ∗ϕ⊥n (t),

F — ядерный оператор с C1-ядром

F (s, t) =
∞∑
n=1

e⊥n (s)T ∗ϕn(t).

Умножив обе части интегрального уравнения 1-го рода WTx = (L+F )x = Wf

на функцию d(s) =
∞∑
n=1

λnχe2n(s) + χe0(s), где λn > 0, n = 1, 2, . . . ,
∞∑
n=1

λn ≤ 1,

e0 = X \
∞⋃
n=1

e2n, получим эквивалентное интегральное уравнение 1-го рода с

C1-ядром
∞∑
n=1

λn
χe2n(s)
√
µe2n

T ∗ϕ⊥n (t) + d(s)F (s, t).

Замечание 1. Условие (i) выполняется, если в e нет атомов меры µ: в
качестве {ψn} можно выбрать равномерно ограниченную о.н.с. обобщенных
функций Радемахера с носителями в e′ ⊆ e (определение этих функций см.,
например, в [7, с. 11–12]). Условие (ii) выполняется, если PeT — интегральный
оператор [7, с. 17]. Заметим еще, что если PeTS2 — относительно компактное
множество в L2, то, как следует из доказательства теоремы 4, в качестве {ψn}
можно выбрать любую о.н.с. функций с носителями в e′ ⊆ e. Относительная
компактность Pe′TS2 в L2 для некоторого e′ ⊆ e будет иметь место, если T —
почти компактный оператор.

Определение 9. Пусть функция a(s) принадлежит L0. Число α называ-
ется ее существенным значением, если µ{s ∈ X : |a(s)−α| < ε} > 0 для любого
ε > 0.

Отметим, что если X — замыкание открытого множества евклидова про-
странства, µ — мера Лебега и a(s) — непрерывная функция на X, то любое
конечное значение этой функции является ее существенным значением.

Теорема 5. Пусть ε > 0, функция a(s) принадлежит L∞(X,µ), α — какое-
нибудь ее существенное значение, {εn} — сходящаяся к 0 последовательность
положительных чисел, {En} — последовательность попарно не пересекающихся
множеств из X с конечными положительными мерами такая, что |a(s)−α| < εn,
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n = 1, 2, . . . , для почти всех s ∈ En. Пусть E0 =
∞⋃
n=1

En, мера µ не имеет атомов

в E0, T ∈ B(L2) и множества PEnTS2, n = 1, 2, . . . , компактны по мере.
Тогда существует унитарный оператор W ∈ B(L2) такой, что уравнение

3-го рода
a(s)x(s)− λTx(s) = f(s) ∈ L2 (17)

заменой y = Wx, g = Wf приводится к эквивалентному интегральному урав-
нению

αy(s) +
∫

[G(s, t) +R(s, t)]y(t) dµ(t)−λ
∫

[H(s, t) +S(s, t)]y(t) dµ(t) = g(s), (18)

где

G(s, t) =
∞∑
n=1

χe2n(s)
√
µe2n

pn(t), (19)

H(s, t) =
∞∑
n=1

χe2n(s)
√
µe2n

qn(t), (20)

{pn}, {qn} — ограниченные в L2 последовательности, R(s, t), S(s, t) — C1-ядра,
порождающие ядерные операторы R, S с ядерной нормой < ε.

Доказательство. Зафиксируем индекс n. Пусть {ϕn,k}∞k=1 — какая-ни-
будь равномерно ограниченная о.н.с. функций с носителями в En.

Как в доказательстве теоремы 4, имеем ‖T ∗ϕn,k‖ = ‖T ∗PEnϕn,k‖ → 0 при
k → ∞. Выберем kn так, чтобы ‖T ∗ϕn,kn‖ < εn. Пусть ψn = ϕn,kn . Носители
ψn содержатся в En и En, n = 1, 2, . . . , попарно не пересекаются, значит, {ψn} —
о.н.с. При этом ‖T ∗ψn‖ < εn, ‖(A∗ − ᾱ1)ψn‖ < εn, где Ah(s) = a(s)h(s), h ∈ L2.
Положим в теореме 3 N0 = A, α0 = α, α1 = 0, N1 = T . Так как εn → 0, вы-
полняется условие (12), поэтому по теореме 3 существует унитарный оператор
W ∈ B(L2) такой, что

WAW−1 = α1 +G+R, WTW−1 = H + S,

где G, H — карлемановские интегральные операторы с квазивырожденными яд-
рами (19), (20), R, S — ядерные операторы с C1-ядрами R(s, t), S(s, t) и ядерной
нормой < ε. Следовательно, замена y = Wx, g = Wf приводит уравнение (17)
к эквивалентному интегральному уравнению (18).

Замечание 1. Множества PEnTS2 компактны по мере, если PEnT — ин-
тегральные операторы [7, с. 17].

Замечание 2. При α = 0 уравнение (18) является интегральным уравне-
нием 1-го рода. Умножив обе его части на функцию d(s) из доказательства тео-
ремы 4, получим эквивалентное интегральное уравнение 1-го рода с C1-ядром.

Замечание 3. Если в (17) a(s) = α почти всюду, то A − α1 = 0. Тогда
G+R = 0 и первое интегральное слагаемое в (18) будет отсутствовать.

Проиллюстрируем теоремы 3, 5 и их доказательства на примере интеграль-
ного уравнения 3-го рода в L2([a, b], µ), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, µ — мера Лебега:

a(s)x(s)− λ

b∫
a

K(s, t)x(t) dt = f(s), (21)

в котором (µ × µ)-измеримое ядро K(s, t) порождает интегральный оператор
T ∈ B(L2([a, b])), функция a(s) непрерывна и ограничена на [a, b]. Пусть α —
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произвольное ее значение. Для ε > 0 выберем попарно не пересекающиеся
конечные интервалы �n = (an, bn) так, чтобы |a(s)−α| < ε/2n при всех s ∈ �n,
n = 1, 2, . . . . Тогда

‖(a(s)− α)χ�n(s)h(s)‖ < ε/2n,

если ‖h‖ ≤ 1. Пусть {ϕn,k}∞k=1 — любая из двух равномерно ограниченных о.п.с,
являющихся базисами L2(�n):{√

2
|�n|

χ�n(t) sinπk
t− an
bn − an

}∞
k=1

,

{
1√
|�n|

χ�n(t)wk
(
t− an
bn − an

)}∞
k=1

,

где |�n| = bn − an, {wk} — о.н.с. Уолша. Так как T — интегральный опе-
ратор, ‖T ∗ϕn,k‖ = ‖T ∗χ�nϕn,k‖ → 0 при k → ∞. Выберем kn так, чтобы
‖T ∗ϕn,kn‖ < ε/2n, n = 1, 2, . . . . Положим ϕn = ϕn,kn , n = 1, 2, . . . , N0 = A,
α0 = α, α1 = 0, N1 = T . Тогда имеют место неравенства (14). Повторяя дока-
зательства теорем 3, 5, получим эквивалентное интегральному уравнению (21)
интегральное уравнение вида (18) с ядрами вида (19), (20) и C1-ядрами R(s, t),
S(s, t), порождающими ядерные операторы в L2([a, b]) с ядерными нормами < ε.
При этом в качестве

{
ϕ⊥m

}
в (15) можно взять приведенное выше ортонорми-

рованное семейство {ϕn,k}∞n,k=1, из которого удалена о.н.с. {ϕn} и к которому
добавлена о.н.с. zj = χ�uj , j = 1, 2, . . . , где {uj} — произвольный ортонормиро-

ванный базис L2(�), � = (a, b)\
∞⋃
n=1

�n. В качестве {e2n} удобно выбрать произ-

вольные попарно не пересекающиеся конечные интервалы δn = (αn, βn) ⊂ (a, b).
О.н.с.

{
e⊥m

}
в (15) можно построить следующим образом. Возьмем ортонорми-

рованное семейство hn,k = χδnηn,k, n, k = 1, 2, . . . , где {ηn,k}∞k=1 — произвольный
ортонормированный базис L2(δn) такой, что ηn,1 = χδn/

√
|δn|, |δn| = βn − αn.

Тогда
{
e⊥m

}
получается из {hn,k}∞n,k=1 удалением о.н.с. {ηn,1} и добавлением

о.н.с. ξj = χδvj , j = 1, 2, . . . , где {vj} — произвольный ортонормированный

базис L2(δ), δ = (a, b) \
∞⋃
n=1

δn. Если δn, n = 1, 2, . . . , выбраны так, что µδ = 0,

то необходимость в {ξj} отпадает.
Определение 10. Оператор Z ∈ B(L2) называется изоморфизмом, если

существует обратный оператор Z−1 ∈ B(L2).

Теорема 6. Пусть в уравнении (18) α 6= 0. Возьмем произвольное λ0 6= 0.
Тогда для любого λ, удовлетворяющего условию |λ| < |λ0|, найдется изомор-
физм Fλ = 1+�λ с ядерным оператором �λ такой, что замена z = Fλy приводит
(18) к эквивалентному интегральному уравнению 2-го рода

αz(s) +
∫
Lλ(s, t)z(t) dµ(t) = g(s) (22)

с квазивырожденным карлемановским ядром

Lλ(s, t) =
∞∑
n=1

χe2n(s)
√
µe2n

[cn,λ(t)− λdn,λ(t)],

где cn,λ ∈ L2, dn,λ ∈ L2.
Доказательство. Пользуясь тем, что в уравнении (18) ядраR(s, t), S(s, t)

порождают ядерные операторы R, S с ядерной нормой < ε, выберем ε так, что



1302 В. Б. Коротков

1
|α|‖R‖1 + |λ0|

|α| ‖S‖1 = q < 1. Положим Dλ = λ
αS −

1
αR. Тогда для всех λ та-

ких, что |λ| < |λ0|, имеем ‖Dλ‖ ≤ ‖Dλ‖1 < q < 1. Следовательно, оператор
Fλ = 1−Dλ имеет обратный:

F−1
λ = 1 +

∞∑
n=1

Dn
λ = 1 + �λ, (23)

где ряд в (23) сходится абсолютно по операторной норме и �λ = Dλ

∞∑
n=2

Dn
λ —

ядерный оператор. Запишем (18) в виде

αFλy(s) +
∫ ∞∑

n=1

χe2n(s)
√
µe2n

(pn(t)− λqn(t))y(t) dµ(t) = g(s).

Сделав в этом уравнении замену z = Fλy, получим эквивалентное интегральное
уравнение 2-го рода

αz(s) +
∫
Lλ(s, t)z(t) dµ(t) = g(s) (24)

с квазивырожденным карлемановским ядром

Lλ(s, t) =
∞∑
n=1

χe2n(s)
√
µe2n

[(1 + � ∗λ )(pn(t)− λ̄qn(t))]. (25)

В заключение сделаем следующие замечания.
1. Линейные обратимые замены, приводящие рассмотренные в статье функ-

циональные уравнения 1-го, 2-го и 3-го родов к эквивалентным интегральным
уравнениям 1-го рода с C1-ядрами или к эквивалентным интегральным урав-
нениям 2-го рода с квазивырожденными карлемановскими ядрами, строятся в
явном виде, а получающиеся при этом ядра также имеют явный вид.

2. Интегральное уравнение 1-го рода �x = f с C1-ядром может быть решено
либо с помощью теоремы Пикара (ее формулировку см., например, в [2, с. 102]),
либо приближенными методами, основанными на замене C1-ядра близкими вы-
рожденными ядрами, либо привлечением интегральных уравнений Фредголь-
ма 2-го рода βx + �x = f с малым параметром β и последующим предельным
переходом при β → 0, который оказывается возможным при некоторых пред-
положениях относительно оператора � [8, гл. IV, пп. 4.7, 4.8].

3. К линейному интегральному уравнению 2-го рода (24) с квазивырож-
денным карлемановским ядром (25) применим предложенный в [2, с. 132–139]
приближенный метод решения. Он основан на переходе от квазивырожденного
ядра к специальным вырожденным ядрам (см. определение 4). При некото-
ром достаточно широком условии этот метод обеспечивает сходимость всюду
в X и по норме L2 решений интегральных уравнений 2-го рода со специаль-
ными вырожденными ядрами (приближенных решений) к решению исходного
уравнения. При этом в [2, с. 138] имеется оценка по норме L2 разности меж-
ду решением исходного уравнения и приближенными решениями и поточечная
оценка модуля этой разности.

4. Условия теорем 4, 5 заведомо выполняются, если T ∈ B(L2) — инте-
гральный оператор, а мера µ сепарабельна и не имеет атомов, как, например,
в случае, когда X — измеримое по Лебегу множество евклидова пространства,
µ — мера Лебега.
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5. Теорема 5 справедлива и для уравнения (17) без параметра λ (λ = 1).
Теорема 6 также имеет место для уравнения (18) без параметра.

6. В [9, с. 62] предложен метод решения функционального уравнения Tx =
f в сепарабельном комплексном гильбертовом пространстве с произвольным
линейным непрерывным оператором T .
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