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ОБ ОДНОЙ НЕЛОКАЛЬНОЙ КРАЕВОЙ

ЗАДАЧЕ ДЛЯ МНОГОМЕРНОГО

УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ

В НЕЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ

Т. Ш. Кальменов, Н. Е. Токмагамбетов

Аннотация. Для многомерного по пространственному переменному уравнения теп-
лопроводности изучена одна нелокальная начально-краевая задача в нецилиндри-
ческой области. Доказано, что тепловой потенциал является единственным клас-
сическим решением рассматриваемой нелокальной задачи.
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Введение

В работе Т. Ш. Кальменова и Д. Сурагана [1] для произвольной ограни-
ченной области � ⊂ Rn с достаточно гладкой границей S впервые найдено гра-
ничное условие объемного потенциала, т. е. доказан тот факт, что для функций
f ∈ L2(�) объемный потенциал

u(x) =
∫
�

ε(x, y)f(y) dy

является единственным решением уравнения

�u(x) = f(x), x ∈ �,

с нелокальным граничным условием

−u(x)
2

+
∫
S

[
∂ε(x, y)
∂ny

u(y)− ε(x, y)
∂u(y)
∂ny

]
dS = 0, x ∈ S,

где ε(x, y) — фундаментальное решение оператора Лапласа, а n — внешняя
нормаль. В случае двумерного круга и трехмерного шара найдены собствен-
ные значения и собственные функции объемного потенциала, т. е. собственные
значения и собственные функции спектральной задачи

�u(x) = λu(x), x ∈ �,

с нелокальным граничным условием

−u(x)
2

+
∫
S

[
∂ε(x, y)
∂ny

u(y)− ε(x, y)
∂u(y)
∂ny

]
dS = 0, x ∈ S.
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Эти задачи также представлены в [2]. В [3] для ограниченной односвязной об-
ласти получены граничные условия объемного потенциала для полигармониче-
ского уравнения. Отметим работу [4], где для полипараболического уравнения
изучен аналогичный вопрос в цилиндрической области. В [5] для решения неод-
нородного уравнения Гельмгольца в ограниченной области с достаточно глад-
кой границей предложена новая постановка граничных условий, обладающих
свойством подавлять волны, отраженные от границы. Показано, что внутри
ограниченной области это решение совпадает с решением задачи, поставленной
в неограниченной области с условием излучения Зоммерфельда. В данной ста-
тье результаты из [1–5] обобщены на случай оператора параболического типа в
нецилиндрической области, а для многомерного по пространственному перемен-
ному уравнения теплопроводности изучена одна нелокальная начально-краевая
задача в нецилиндрической области.

Основной результат

Пусть дана нецилиндрическая область Q ≡ {x ∈ �, t ∈ (0, γ(x))} = {t ∈
(0, T ), x ∈ �t}. Здесь Q ⊂ Rn+1 — ограниченная односвязная область с границей
S и �t ⊂ Rn — усеченная область Q в момент времени t с достаточно гладкой
границей St. Рассмотрим следующую нелокальную начально-краевую задачу:

♦u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

u(x, 0) = 0, x ∈ �, (2)

Bu(x, t) ≡ −u(x, t)
2

+
t∫

0

∫
Sτ

[
q(x−ξ, t−τ)u(ξ, τ)−ε(x−ξ, t−τ)∂u(ξ, τ)

∂nξ

]
dSdτ = 0,

(x, t) ∈ S, (3)

где

q(x− ξ, t− τ) =
∂ε(x− ξ, t− τ)

∂nξ
+ ε(x− ξ, t− τ) cosn(ξ),

n(ξ) — угол между касательной плоскостью в точке ξ ∈ S и вектором Oξ′, ξ′ —
проекция ξ на �-плоскость, ∂

∂nξ
— производная по внешней нормали боковой

границы, ε(x, t) = �(t)
(2
√
πt)n

exp
(
− |x|2

4t

)
— фундаментальное решение задачи Коши

для уравнения теплопроводности [6] и ♦x,t = ∂
∂t − �x, �x = ∂2

∂x2
1

+ · · · + ∂2

∂x2
n
.

Известно [7], что если f(x, t) ∈ Cβ,β/2
x,t (Q), то u(x, t) ∈ C2+β,1+β/2

x,t (Q), где 0 <
β < 1.

Приведем основной результат работы.

Теорема. Тепловой потенциал

u(x, t) =
t∫

0

∫
�τ

ε(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ) dξdτ (4)

является единственным классическим решением нелокальной начально-краевой
задачи (1)–(3).

Доказательство. Так как (4) — несобственный интеграл как интеграл с
особенностью, понимаем его как предел

u(x, t) = lim
δ→0

uδ(x, t),
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где

uδ(x, t) =
t−δ∫
0

dτ

∫
�τ

ε(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ) dξ.

Последний интеграл уже обычный, и в нем возможны все действия, в том числе
интегрирование по частям.

Из свойств фундаментального решения оператора теплопроводности [6]
имеем

♦x,tε(x− ξ, t− τ) =
∂ε(x− ξ, t− τ)

∂t
−�xε(x− ξ, t− τ) = 0,

♦+
ξ,τε(x− ξ, t− τ) = −∂ε(x− ξ, t− τ)

∂t
−�ξε(x− ξ, t− τ) = 0

для всех t > τ и ξ, x ∈ Rn и

lim
α→0

∫
�′t−α

ε(x− ξ, α)u(ξ, t− α) dξ = u(x, t)

для всех (x, t) ∈ Q. Последнее равенство доказывается с использованием явного
вида фундаментального решения и заменой переменных zi = |xi−ξi|

2
√
α

, i = 1;n, в
интегральной части с последующим переходом к пределу.

Так как u(x, t) ∈ C2+β,1+β/2
x,t (Q), подействовав оператором теплопроводно-

сти ♦ на тепловой потенциал (4), с учетом свойств фундаментального решения
убедимся в том, что имеет место уравнение (1) в области Q. Тогда непосред-
ственными вычислениями для любого (x, t) ∈ Q получим

u(x, t) =
t∫

0

∫
�τ

ε(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ) dξdτ = lim
α→0

t−α∫
0

∫
�τ

ε(x− ξ, t− τ)♦u(ξ, τ) dξdτ

= lim
α→0

t−α∫
0

∫
�τ

[
ε(x− ξ, t− τ)

∂u(ξ, τ)
∂τ

− ε(x− ξ, t− τ)�ξu(ξ, τ)
]
dξdτ,

lim
α→0

t−α∫
0

∫
�τ

ε(x− ξ, t− τ)
∂u(ξ, τ)
∂τ

dξdτ = lim
α→0

∫
�

γ0(ξ,t−α)∫
0

ε(x− ξ, t− τ)
∂u(ξ, τ)
∂τ

dτdξ.

Заметим, что

γ0(ξ, t) =
{
γ(ξ), γ(ξ) < t,

t, γ(ξ) ≥ t,
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тогда для любого (x, t) ∈ Q имеем

lim
α→0

∫
�

γ0(ξ,t−α)∫
0

ε(x−ξ, t−τ)∂u(ξ, τ)
∂τ

dτdξ= lim
α→0

∫
�

ε(x−ξ, t−τ)u(ξ, τ)
∣∣γ0(ξ,t−α)
0 dξ

− lim
α→0

t−α∫
0

∫
�τ

∂ε(x− ξ, t− τ)
∂τ

u(ξ, τ) dτdξ = lim
α→0

∫
�′t−α

ε(x− ξ, α)u(ξ, t− α) dξ

+ lim
α→0

∫
�\�′t−α

ε(x− ξ, t− γ(ξ))u(ξ, γ(ξ)) dξ− lim
α→0

t−α∫
0

∫
�τ

u(ξ, τ)
∂ε(x− ξ, t− τ)

∂τ
dξdτ

= lim
α→0

∫
�′t−α

ε(x− ξ, α)u(ξ, t− α) dξ + lim
α→0

t−α∫
0

∫
Sτ

ε(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ) cosn(ξ) dSdτ

− lim
α→0

t−α∫
0

∫
�τ

∂ε(x− ξ, t− τ)
∂τ

u(ξ, τ) dξdτ.

Применив вторую формулу Грина, для всех (x, t) ∈ Q получим равенство

− lim
α→0

t−α∫
0

∫
�τ

ε(x−ξ, t−τ)�ξu(ξ, τ) dξdτ = lim
α→0

t−α∫
0

∫
Sτ

∂ε(x− ξ, t− τ)
∂nξ

u(ξ, τ) dSdτ

− lim
α→0

t−α∫
0

∫
Sτ

ε(x−ξ, t−τ)∂u(ξ, τ)
∂nξ

dSdτ− lim
α→0

t−α∫
0

∫
�τ

�ξε(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ) dξdτ.

Таким образом, для всех (x, t) ∈ Q справедливо

u(x, t) = lim
α→0

t−α∫
0

∫
�τ

ε(x− ξ, t− τ)♦u(ξ, τ) dξdτ

= lim
α→0

∫
�′t−α

ε(x− ξ, α)u(ξ, t− α) dξ + lim
α→0

t−α∫
0

∫
Sτ

ε(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ) cosn(ξ) dSdτ

+ lim
α→0

t−α∫
0

∫
Sτ

∂ε(x− ξ, t− τ)
∂nξ

u(ξ, τ) dSdτ − lim
α→0

t−α∫
0

∫
Sτ

ε(x− ξ, t− τ)
∂u(ξ, τ)
∂nξ

dSdτ

+ lim
α→0

t−α∫
0

∫
�τ

♦+
ξ,τε(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ) dξdτ.

Так как из свойств фундаментального решения для всех (x, t) ∈ Q

lim
α→0

t−α∫
0

∫
�τ

♦+
ξ,τε(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ) dξdτ = 0,
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отсюда получим, что

u(x, t) = lim
α→0

∫
�′t−α

ε(x− ξ, α)u(ξ, t− α) dξ

+ lim
α→0

t−α∫
0

∫
Sτ

ε(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ) cosn(ξ) dSdτ

+ lim
α→0

t−α∫
0

∫
Sτ

∂ε(x− ξ, t− τ)
∂nξ

u(ξ, τ) dSdτ− lim
α→0

t−α∫
0

∫
Sτ

ε(x−ξ, t−τ)∂u(ξ, τ)
∂nξ

dSdτ.

В силу того, что

lim
α→0

∫
�′t−α

ε(x− ξ, α)u(ξ, t− α) dξ = u(x, t),

второй интеграл абсолютно сходится, третий и четвертый интегралы являются
потенциалами двойного и простого слоя соответственно, имеем тождество

t∫
0

∫
Sτ

[
q(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ)− ε(x− ξ, t− τ)

∂u(ξ, τ)
∂nξ

]
dSdτ = 0 (5)

для всех (x, t) ∈ Q. Переходя к пределу при (x, t) → S и применяя свойства
потенциалов (см. [6–11]), придем к (3).

Тем самым тепловой потенциал (4) удовлетворяет боковому граничному
условию (3). Обратно, если решение уравнения ♦u = f , u(x, t) ∈ C2+β,1+β/2

x,t (Q),
удовлетворяет начальному условию (2) и боковому граничному условию (3), то
оно задается формулой (4), т. е. порождает тепловой потенциал (4). Действи-
тельно, если u1(x, t) ∈ C2+β,1+β/2

x,t (Q) удовлетворяют уравнению (1), начальному
условию (2) и боковому граничному условию (3), то u1 ≡ u, где u — тепловой
потенциал (4). Если не так, то функция V = u1 − u удовлетворяет уравнениям

♦V (x, t) = 0, (x, t) ∈ Q, (6)

V (x, 0) = 0, x ∈ �, (7)

и однородному условию

− V (x, t)
2

+
t∫

0

∫
Sτ

q(x−ξ, t−τ)V (ξ, τ) dSdτ−
t∫

0

∫
Sτ

ε(x−ξ, t−τ)∂V (ξ, τ)
∂nξ

dSdτ = 0,

(x, t) ∈ S. (8)

С другой стороны, используя (6) и (7), для всех (x, t) ∈ Q получаем равенство

0 =
t∫

0

∫
�τ

ε(x− ξ, t− τ)♦V dξdτ = V (x, t) +BV (x, t).

Переходя к пределу при (x, t) → S, имеем

V (x, t)|S = −BV (x, t)|S = 0.
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Стало быть, задача (6)–(8) эквивалентна задаче, порожденной однородным
уравнением (6), начальным условием (7) и граничным условием

V (x, t)|S = 0. (9)

Решение V (x, t) однородной смешанной задачи (6), (7), (9) согласно принци-
пу максимума [8–11] тождественно равно нулю для всех (x, t) ∈ Q, т. е. получим
V = u1 − u ≡ 0 и u1 ≡ u. Таким образом, боковое граничное условие (3) и на-
чальное условие (2) для уравнения теплопроводности (1) порождают тепловой
потенциал (4) однозначно. Теорема доказана.

Замечание 1. Фундаментальное решение оператора теплопроводности

ε(x− ξ, t− τ) =
1

2
√
π(t− τ)

exp
(
− |x− ξ|2

4(t− τ)

)
является функцией Грина для задачи (1)–(3).

Замечание 2. Для любых f(x, t) ∈ Cβ,β/2
x,t (Q) и ϕ(x, t) ∈ C2+β,1+β/2

x,t (S ×
[0, T ]) решение u(x, t) ∈ C2+β,1+β/2

x,t (Q), удовлетворяющее неоднородному урав-
нению теплопроводности (1), однородному начальному условию (2) и неодно-
родному боковому граничному условию

Bu(x, t) = −u(x, t)
2

+
t∫

0

∫
Sτ

[
q(x− ξ, t− τ)u(ξ, τ)

− ε(x− ξ, t− τ)
∂u(ξ, τ)
∂nξ

]
dSdτ = ϕ(x, t), (x, t) ∈ S,

представляется в следующем виде:

u(x, t) =
t∫

0

∫
�τ

ε(x− ξ, t− τ)f(ξ, τ) dξdτ −
t∫

0

∫
�τ

∂G(x, ξ, t, τ)
∂nξ

ϕ(ξ, τ) dξdτ,

где G(x, ξ, t, τ) — функция Грина смешанной задачи, порожденной уравнени-
ем теплопроводности (1), начальным условием (2) и однородным граничным
условием Дирихле.
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