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ЯКОБИЕВОЙ МАТРИЦЕЙ
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Аннотация. Для трехдиагональной системы линейных алгебраических уравнений
с нестрого якобиевой диагонально доминантной по столбцам матрицей установлены
достаточные условия, при выполнении которых все компоненты решения системы
неотрицательны.
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При решении систем линейных алгебраических уравнений в различных
приложениях порой возникает вопрос: будет ли решение положительным (неот-
рицательным), если правая часть положительна (неотрицательна)? Коллатцем
[1] даже введен класс матриц монотонного вида таких, что при любой неотри-
цательной правой части решение системы неотрицательно. Конечно, решение
может оказаться неотрицательным для некоторой конкретной правой части и
в том случае, когда матрица системы не принадлежит указанному классу. По-
этому представляет интерес вопрос о дополнительных ограничениях на правую
часть, обеспечивающих неотрицательность решения системы с матрицами из
других классов.

Для трехдиагональных систем уравнений В. Л. Мирошниченко [2] нашел
ограничения на правую часть, гарантирующие неотрицательность решения.
Это сделано им для класса матриц с диагональным преобладанием и неотри-
цательными элементами. Его работа [2] послужила толчком для исследований
такого рода и нашла многочисленные применения, например, в задачах формо-
сохраняющей сплайн-интерполяции [3–10].

Предложенную в [2] технику удалось распространить на класс матриц, име-
ющих диагональное преобладание по столбцам [11] или приводящихся к ним
[12], причем с сохранением установленных в [2] дополнительных ограничений
на правую часть. Эта же идея успешно использована [13] для класса ленточ-
ных циркулянтных матриц, разлагающихся в произведение трехдиагональных
диагонально доминантных матриц.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 11–07–00447) и программ Интеграционных проектов СО РАН и УрО
РАН (проект 2012–32).
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Ю. С. Завьялов [14] развил технику для трехдиагональных матриц с эле-
ментами разных знаков (нестрого якобиевых), по-прежнему имеющих диаго-
нальное преобладание. Правда, это привело к некоторому усложнению допол-
нительных ограничений на правую часть.

В настоящей работе показано, что подход Ю. С. Завьялова может быть
применен и для матриц с диагональным преобладанием по столбцам при со-
хранении установленных в [14] ограничений на правую часть. Отметим, что
потребность рассмотрения именно таких матриц вызвана задачей комонотон-
ной интерполяции кубическими сплайнами [15].

Рассмотрим задачу поиска условий неотрицательности решения z = (z1, . . . ,
zn)T системы уравнений

Az = d (1)

с правой частью d = (d1, . . . , dn)T , т. е. требуется установить, каким условиям
должны удовлетворять компоненты вектора d, чтобы выполнялось неравенство
z ≥ 0 (здесь и далее для вектора v = (vi) полагаем v ≥ 0, если vi ≥ 0 для каждо-
го i). Обычно в таких задачах условие неотрицательности решения диктуется
его согласованностью с неотрицательностью правой части, поэтому традицион-
но будем считать d ≥ 0.

Нас интересуют системы с трехдиагональной матрицей

A =


a1 b1
c2 a2 b2 0

. . . . . . . . .
0 cn−1 an−1 bn−1

cn an

 , (2)

имеющей положительную главную диагональ ai > 0, i = 1, . . . , n, диагональное
преобладание по столбцам:

a1 > |c2|, ai > |bi−1|+ |ci+1|, i = 2, . . . , n− 1, an > |bn−1|, (3)

для которой выполнены (как принято говорить) нестрогие якобиевы условия

ci+1bi ≥ 0, i = 1, . . . , n− 1. (4)

Применим к системе (1) преобразование, заключающееся в умножении обе-
их ее частей на матрицу G слева, так что новая система GAz = Gd имеет
матрицу GA монотонного вида. Тогда очевидно, что условия Gd ≥ 0 будут
достаточными для неотрицательности решения системы (1). Такая матрица
всегда существует: например, G = A−1. Однако мы ставим задачу отыска-
ния таких условий, проверка которых, если это возможно, не требует решения
исходной системы или обращения исходной матрицы.

Тривиальным является случай, когда в (4) для всех i = 1, . . . , n − 1 вы-
полнены неравенства ci+1 ≤ 0, bi ≤ 0. Тогда матрица A уже принадлежит
классу матриц монотонного вида (см., например, [1, теорема 2]), поскольку об-
ратная к ней не содержит отрицательных элементов, что является необходимым
и достаточным условием для матриц этого класса. В качестве G можно взять
единичную матрицу.

Следовательно, достаточным условием неотрицательности решения систе-
мы уравнений (1) с такой матрицей является требование неотрицательности
всех компонент правой части без каких-либо иных дополнительных ограниче-
ний.
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Если в (4) встречаются положительные элементы, то матрица A может
быть представлена в блочно-трехдиагональном виде:

A =


A1 B1
C2 A2 B2 0

. . . . . . . . .
0 Cm−1 Am−1 Bm−1

Cm Am

 , (5)

так, что главную блочную диагональ образуют квадратные матрицы Ai, у ко-
торых вне главной диагонали нет положительных элементов.

В частности, если элементы матрицы A неотрицательны, то все блоки бу-
дут иметь размерность 1, если же вне главной диагонали нет положительных
элементов, то матрица A состоит из единственного блока.

В общем случае блоки Ak — квадратные невырожденные матрицы поряд-
ка nk ≥ 1, k = 1, . . . ,m, n1 + n2 + · · · + nm = n — обладают вследствие (3)
диагональным преобладанием по столбцу, имеют положительную главную диа-
гональ и неположительные (либо отсутствующие при nk = 1) внедиагональные
элементы и потому являются матрицами монотонного вида.

Остальные блоки определяются блоками главной диагонали и квадратны-
ми, вообще говоря, могут не быть. Их размерности соответствуют размерностям
соседних диагональных блоков. Блоки Bk — прямоугольные nk × nk+1-матри-
цы, в которых все элементы — нули, кроме, возможно, одного Bk(nk, 1) ≥ 0,
k = 1, . . . ,m − 1 (здесь и далее элементы матрицы T будем обозначать через
T (i, j), где i — номер строки, j — номер столбца). Блоки Ck — nk × nk−1-
матрицы, в которых также все элементы — нули, кроме, возможно, одного
Ck(1, nk−1) ≥ 0, k = 2, . . . ,m.

В качестве G возьмем, пользуясь блочным представлением A, блочно-трех-
диагональную матрицу G = 2E − AD−1, где D = diag(A1, . . . , Am) — блочно-
диагональная матрица, E — единичная матрица порядка n. Имеем

G =


E1 −B1A

−1
2

−C2A
−1
1 E2 −B2A

−1
3

. . . . . . . . .
−Cm−1A

−1
m−2 Em−1 −Bm−1A−1

m

−CmA
−1
m−1 Em

 , (6)

где Ek — единичные матрицы, dimEk = dimAk = nk, k = 1, . . . ,m.
Такая форма представления преобразования, предложенного в [14], удобна

для исследования свойств новой системы уравнений.
Нас интересует матрица GA. Заметим, что блочные диагонали, примыка-

ющие к ее главной блочной диагонали, обратятся в нули, а пара следующих за
ними верхней и нижней блочных диагоналей, вообще говоря, заполнятся. Ясно,
что GA имеет блочно-пятидиагональный вид:

GA =



Ã1 0 −B̃1
0 Ã2 0 −B̃2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−C̃k 0 Ãk 0 −B̃k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−C̃m−1 0 Ãm−1 0

−C̃m 0 Ãm


, (7)
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где
Ã1 = A1 −B1A

−1
2 C2,

Ãk = −CkA
−1
k−1Bk−1 +Ak −BkA

−1
k+1Ck+1, k = 2, . . . ,m− 1,

Ãm = −CmA
−1
m−1Bm−1 +Am,

B̃k = BkA
−1
k+1Bk+1, k = 1, . . . ,m− 2,

C̃k = CkA
−1
k−1Ck−1, k = 3, . . . ,m.

(8)

Теорема 1. Пусть матрица (2) удовлетворяет условиям (3) и (4). Тогда
(7) является матрицей монотонного вида.

Доказательство. При m = 1 матрица A состоит из единственного блока
A1, матрица G является единичной, и утверждение очевидно.

Покажем сначала, что все элементы вне главной диагонали GA неполо-
жительны, затем установим, что сумма элементов в каждом ее столбце поло-
жительна. Из этого будет следовать, что элементы главной диагонали также
положительны и GA имеет диагональное преобладание по столбцу.

Покажем, что вне диагональных блоков Ãk нет положительных элементов.
Действительно, по построению блочной структуры матрицы A ее диагональные
блоки Ak обладают свойством (3) и не содержат положительных элементов вне
главной диагонали, следовательно, в соответствии с теоремой 2 из [1, § 23.1] они
монотонного вида, поэтому матрицы A−1

k не содержат отрицательных элемен-
тов. Блоки Ck и Bk не содержат отрицательных элементов по определению,
следовательно, все B̃k и C̃k также не имеют отрицательных элементов.

Установим, что в матрице Ãk вне главной диагонали нет положительных
элементов. Действительно, при i 6= j для 1 < k < m имеем

Ãk(i, j) = −
∑
p,q

Ck(i, p)A−1
k−1(p, q)Bk−1(q, j) +Ak(i, j)

−
∑
p,q

Bk(i, p)A−1
k+1(p, q)Ck+1(p, j). (9)

Поскольку в первой сумме нет слагаемых, содержащих одновременно ненулевые
сомножители Ck(1, nk−1) и Bk−1(nk−1, 1), а во второй нет слагаемых, содержа-
щих одновременно ненулевые сомножители Bk(nk, 1) и Ck+1(1, nk), обе суммы
обращаются в нуль. Следовательно, Ãk(i, j) = Ak(i, j) ≤ 0. При k = 1 и k = m
в равенстве (9) отсутствует одна из сумм: соответственно первая и последняя.

Докажем, что сумма элементов в столбцах матрицы GA положительна.
Пусть m ≥ 5. Рассмотрим блочный столбец, содержащий Ãk, k 6= 1, 2,m− 1,m.

Отбросим неинформативные с этой точки зрения крайние верхние и ниж-
ние нулевые блоки этого блочного столбца и представим получившийся сегмент
в виде суммы трех столбцов:

−B̃k−2
0
Ãk

0
−C̃k+2

 =


−Bk−2
Ak−1
−Ck

0
0

A−1
k−1Bk−1 +


0

−Bk−1
Ak

−Ck+1
0

+


0
0

−Bk

Ak+1
−Ck+2

A−1
k+1Ck+1. (10)

Суммы элементов в столбцах матриц правой части, представленных скоб-
ками, положительны. Действительно, эти столбцы содержат все ненулевые
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элементы соответствующих столбцов матрицы A, которая по условию имеет
диагональное преобладание по столбцам. Множители A−1

k−1Bk−1 и A−1
k+1Ck+1 в

крайних слагаемых — неотрицательные матрицы, причем единственным содер-
жащим ненулевые элементы столбцом матрицы A−1

k−1Bk−1 является ее первой
столбец, а матрицы A−1

k+1Ck+1 — последний. Так что суммы элементов в столб-
цах первого и третьего слагаемых разложения отличаются от аналогичных сумм
в сомножителях, представленных скобками, неотрицательными множителями.
Поэтому суммы элементов в столбцах каждого блочного столбца, а значит, и
всей матрицы GA больше нуля. Так как все элементы вне главной диагонали
матрицы GA неположительны, все элементы ее главной диагонали положитель-
ны.

Рассуждения, приведенные для средних блочных столбцов, переносятся и
на случаи оставшихся четырех крайних столбцов.

При k = 1 и k = m разложение получается из (10) отбрасыванием отсут-
ствующих первого слагаемого и первых двух блочных строк в первом случае
и соответственно последнего слагаемого и последних двух строк — во втором.
При k = 1, например, разложение принимает вид Ã1

0
−C̃3

 =

 A1
−C2
0

 +

−B1
A2
−C3

A−1
2 C2. (11)

Аналогично для k = 2 и k = m − 1 достаточно в (10) исключить из рас-
смотрения первую и соответственно последнюю блочные строки. При k = 2,
например, получаем

0
Ã2
0

−C̃4

 =


A1
−C2
0
0

A−1
1 B1 +


−B1
A2
−C3
0

 +


0

−B2
A3
−C4

A−1
3 C3. (12)

В заключение рассмотрим m = 2, 3, 4. При m = 4 остаются только крайние
столбцы (11) и (12).

При m = 3 крайние столбцы представляются в виде (11), а для анализа
среднего столбца, не содержащего ненулевых блоков, кроме Ã2, рассматриваем
только средние три строки представления (10).

При m = 2 матрица GA блочно-диагональная и первые две строки пред-
ставления (11) дают результат для k = 1 (аналогично для k = 2).

Следовательно, в соответствии с теоремой 2 из [1, § 23.1] GA — матрица
монотонного вида, что и требовалось доказать.

Таким образом, свойства матриц монотонного вида позволяют сформули-
ровать следующий результат.

Теорема 2. Для того чтобы система уравнений (1) с невырожденной трех-
диагональной матрицей (2), удовлетворяющей нестрогим якобиевым условиям
(4), с положительной главной диагональю и диагональным преобладанием по
столбцам (3) имела неотрицательное решение z ≥ 0, достаточно, чтобы выпол-
нялось условие Gd ≥ 0, где матрица G имеет вид (6).

В случае, когда матрица (2) не содержит отрицательных элементов, все
блоки одномерные, m = n:

Ai = (ai), i = 1, . . . , n; Bi = (bi), Ci+1 = (ci+1), i = 1, . . . , n− 1. (13)
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В этом частном случае условия неотрицательности решения, указанные в
теореме 2, установлены в [11] и принимают хорошо известный [2] вид:

d1 − d2
b1
a2

≥ 0,

dj − dj−1
cj
aj−1

− dj+1
bj
aj+1

≥ 0, j = 2, . . . , n− 1,

dn − dn−1
cn
an−1

≥ 0.

(14)

Другой крайний случай — когда все bi, ci+1, i = 1, . . . , n− 1, отрицательны,
т. е. m = 1. Тогда матрица A, представленная одним блоком, уже монотон-
ного вида и для неотрицательности решения дополнительных условий, кроме
традиционных, dj ≥ 0, j = 1, . . . , n, не возникает.

Наконец, приведем еще один очень полезный для практики [15] пример.
Пусть система представлена трехдиагональной матрицей A вида (2), (3), все
элементы которой, за исключением двух bl и cl+1, 2 < l < n−2, неотрицательны,
а элементы главной диагонали положительны:

bi ≥ 0, ci+1 ≥ 0, i = 1, . . . , l − 1, l + 1, . . . , n− 1, bl ≤ 0, cl+1 ≤ 0. (15)

Тогда в представлении (5) имеем m = n− 1,

Ci = (ci), Ai = (ai), Bi = (bi), i = 1, . . . , l − 2;

Cl−1 = (cl−1), Al−1 = (al−1), Bl−1 = ( bl−1 0 ) ;

Cl =
(
cl
0

)
, Al =

(
al bl
cl+1 al+1

)
, Bl =

(
0

bl+1

)
;

Cl+1 = ( 0 cl+2 ) , Al+1 = (al+2), Bl+1 = (bl+2);

Ci = (ci+1), Ai = (ai+1), Bi = (bi+1), i = l + 2, . . . ,m.

В этом случае теорема 2 устанавливает простые и легко проверяемые усло-
вия, которым должна удовлетворять правая часть d системы уравнений с мат-
рицей (15), чтобы решение z было неотрицательным. А именно, система (1)
с матрицей, подчиненной условиям (15), имеет неотрицательное решение, если
выполнены неравенства

d1 − d2
b1
a2

≥ 0, dn − dn−1
cn
an−1

≥ 0,

dj − dj−1
cj
aj−1

− dj+1
bj
aj+1

≥ 0, j = 2, . . . , l − 2, l + 3, . . . , n− 1,

dl−1 − dl−2
cl−1

al−2
− dl

bl−1al+1

alal+1 − blcl+1
+ dl+1

blbl−1

alal+1 − blcl+1
≥ 0,

dl − dl−1
cl
al−1

≥ 0, dl+1 − dl+2
bl+1

al+2
≥ 0,

dl+2 + dl
cl+1cl+2

alal+1 − blcl+1
− dl+1

cl+2al
alal+1 − blcl+1

− dl+3
bl+2

al+3
≥ 0.

Они отличаются от (14) только четырьмя неравенствами: два связывают не
три, а четыре компоненты правой части с индексами, ближайшими к l и l + 1,
а другие два неравенства — только пары компонент.
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Отметим, что преобразование, которое используется в теореме 1, совпада-
ет с приведенным в [14], где исследовался случай традиционного диагонального
преобладания (по строкам), значит, и условия на правую часть системы уравне-
ний получаются те же. Кроме того, схема доказательства теоремы 1 позволяет
получить этот результат при наличии любого диагонального преобладания, в
том числе, как в работе [14], по строкам.
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