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Аннотация. Изучается строение решеток подклассов различных типов классов;
среди них решетки под[квази]многообразий, а также решетки относительных [фи-
нитарных] предмногообразий. Доказана теорема редукции для [финитарных] пред-
многообразий, обобщающая результат В. А. Горбунова. Дан ответ на один вопрос
Д. Е. Пальчунова. Установлены свойства решеток относительных подклассов, свя-
занные с теорией вычислимости.
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1. Введение

Работа посвящена исследованию строения решеток подклассов различных
типов. Изучение подобных решеток имеет многолетнюю историю, начало кото-
рой было положено в работах Гаррета Биркгофа и Анатолия Ивановича Маль-
цева. В [1, 2] они независимо поставили вопрос о том, какие решетки представи-
мы решетками [квази]многообразий, т. е. классов, определимых [квази]тождест-
вами. К настоящему времени получен ряд замечательных результатов, касаю-
щихся этого вопроса. За более подробным изложением некоторых из них мы
отсылаем читателя к монографии В. А. Горбунова [3, гл. 5] (см. также обзор-
ную статью [4]) и библиографию в указанных работах. Отметим, что решетки
псевдомногообразий конечных алгебр изучались в ряде работ (см., например,
[5]).

В предложении 5.2 мы показываем, что решетка нижних подполурешеток
произвольной нижней полурешетки с наибольшим элементом изоморфна ре-
шетке финитарных предмногообразий, содержащихся в некотором финитарном
предмногообразии. Предложение 5.10 утверждает, что решетка полных ниж-
них подполурешеток произвольной алгебраической решетки изоморфна решет-
ке предмногообразий, содержащихся в некотором квазимногообразии. В теоре-
ме 7.1 даем частичное обращение этих результатов (см. также следствие 7.2).

В [6] Д. Е. Пальчунов показал, что любая не более чем счетная полная
решетка изоморфна решетке относительно аксиоматизируемых классов. В [6,
проблема 1] он поставил вопрос, справедлив ли этот результат для произвольных
полных решеток. Мы даем положительный ответ на этот вопрос в следствии 6.2,
доказательство которого основано на одном результате В. А. Горбунова из [7]
(см. также [3] и предложение 5.1).

Первый автор поддержан Советом по грантам Президента РФ (гранты МД–2587.2010.1 и
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тор поддержан Варшавской Политехникой (грант 504G/1120/0087/000) и фондом «Династия».
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В [8, теорема 8.1] (см. также [3, теорема 5.5.16]) В. А. Горбунов доказал так
называемую теорему редукции для псевдоквазимногообразий. Более точно, он
показал, что решетка предмногообразий произвольного псевдоквазимногообра-
зия, сигнатура которого содержит лишь конечное число предикатных символов,
изоморфна обратному пределу конечных ограниченных снизу решеток. В на-
стоящей работе мы рассматриваем более общий случай и доказываем теорему
редукции для [финитарных] предмногообразий, не предполагая никаких огра-
ничений на сигнатуру (см. теоремы 8.1, 8.2). Теорема редукции Горбунова
является следствием доказанных нами результатов (см. следствие 8.5). При
доказательстве этой общей теоремы редукции мы используем характеризацион-
ную теорему для решеток [финитарных] предмногообразий (см. теорему 7.1).

А. М. Нуракунов в работе [9] показал, что существуют квазимногообразия
алгебр (алгебраических систем, сигнатура которых не содержит предикатных
символов) такие, что множество [типов изоморфизма] конечных подрешеток их
решеток квазимногообразий не вычислимо. Этот результат показывает, в част-
ности, что проблема нахождения полного описания решеток квазимногообразий
является чрезвычайно сложной. В теореме 9.3, используя идеи А. М. Нураку-
нова [9], мы строим квазимногообразия предикатных систем такие, что для
решеток [квази]многообразий, а также решеток [финитарных] предмногообра-
зий указанных квазимногообразий множество [типов изоморфизма] их конеч-
ных подрешеток не вычислимо. Этот результат дополняет отмеченный выше
результат А. М. Нуракунова.

Все классы считаем абстрактными, т. е. замкнутыми относительно изо-
морфизма. Например, для любого множества I под {Ai | i ∈ I} всегда подра-
зумеваем класс изоморфных копий систем из множества {Ai | i ∈ I}.

За всеми понятиями, не определенными здесь, отсылаем читателя к [3].

2. Основные понятия теории решеток

Для решетки L пусть L∂ обозначает решетку, двойственную к L. Для про-
извольного элемента a ∈ L полагаем ↓ a = {x ∈ L | x ≤ a}.

Определение 2.1. Пара 〈X,C〉, гдеX — множество и C :P(X)→P(X) —
оператор на X, называется пространством замыкания, если для любых A ⊆
B ⊆ X выполнены следующие условия:

(i) A ⊆ C(A);
(ii) C2(A) = C(A);
(iii) C(A) ⊆ C(B).
Множество A ⊆ X замкнуто, если C(A) = A.
Пространство замыкания 〈X,C〉 называется алгебраическим, если для лю-

бого A ⊆ X выполнено равенство C(A) =
⋃
{C(F ) | F ⊆ A конечно}.

Пусть L(X,C) обозначает множество всех замкнутых подмножеств в X.
Упорядоченное по включению, это множество является полной решеткой, в ко-
торой ∧

i∈I

Ai =
⋂
i∈I

Ai;
∨
i∈I

Ai = C
(⋃
i∈I

Ai
)

для произвольного семейства {Ai ∈ L(X,C) | i ∈ I}. Решетки вида L(X,C)
называем решетками замыкания. Следующий результат хорошо известен и
утверждает, что решетки замыкания — это в точности все полные решетки (см.
[10, теорема 5.3] или [11, теорема 2.12], а также [12, теорема 4.2]).
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Теорема 2.2. Решетка полна тогда и только тогда, когда она изоморфна
некоторой решетке замыкания.

Доказательство. Нужно рассмотреть множество X = L и оператор на
нем, определенный так: C(A) =↓

∨
A для любого A ⊆ X. �

Следующая теорема также хорошо известна и утверждает, что решетки
замыкания алгебраических пространств замыкания — это в точности все алгеб-
раические решетки (см. [10, теоремы 5.5, 5.8; 3, предложение 1.3.6; 11, теоре-
ма 2.16; 12, теоремы 5.1, 5.2]).

Теорема 2.3. Решетка является алгебраической тогда и только тогда, ко-
гда она изоморфна решетке замыкания некоторого алгебраического простран-
ства замыкания.

Доказательство. Пусть X является множеством всех компактных эле-
ментов алгебраической решетки L. Оператор замыкания определим так: C(A) =
X∩ ↓ ∨A для любого A ⊆ X. �

Определение 2.4. Пусть L — полная решетка. Подмножество A ⊆ L
называется полной нижней подполурешетой в L, если

∧
X ∈ A для любого

X ⊆ A. Полная нижняя подполурешетка A ⊆ L называется алгебраическим
подмножеством в L, если

∨
X ∈ A для любого непустого направленного вверх

подмножества X в A.

Бинарное отношение R на нижней полурешетке 〈S,∧〉 дистрибутивно, если
для любых a, b, c ∈ S отношение (c, a∧b) ∈ R влечет c = a′∧b′ для некоторых a′,
b′ ∈ S таких, что (a′, a) ∈ R и (b′, b) ∈ R. Очевидно, что отношение равенства =
дистрибутивно.

Для нижней полурешетки с наибольшим элементом 〈S,∧, 1〉 и для бинарно-
го отношения R ⊆ S2 пусть Sub(S,R) обозначает множество всех R-замкнутых
подполурешеток в S, т. е. X ∈ Sub(S,R) тогда и только тогда, когда выполня-
ются следующие условия:
•

∧
F ∈ X для любого конечного F ⊆ X;

• b ∈ X и (a, b) ∈ R влечет a ∈ X.
Для полной решетки L пусть Subc(L) обозначает множество всех полных R-

замкнутых подполурешеток в L, а Sp(L) — множество всех алгебраических под-
множеств в L. Мы пишем Sub(L) вместо Sub(L,=) и Subc(L) вместо Subc(L,=).
Упорядоченные по включению, перечисленные выше множества образуют пол-
ные решетки, в которых решеточное пересечение совпадает с теоретико-мно-
жественным пересечением. Что же касается решеточных объединений, имеет
место следующая

Лемма 2.5. Пусть L — нижняя полурешетка, и пусть бинарное отношение
R ⊆ L2 дистрибутивно.

(i) A ∨B = {a ∧ b | a ∈ A, b ∈ B} для любых A,B ∈ Sub(L,R).
(ii) Если решетка L полна, то A ∨ B = {a ∧ b | a ∈ A, b ∈ B} для любых

A,B ∈ Subc(L,R).
(iii) Если решетка L непрерывна вверх и полна, то A ∨ B = {a ∧ b | a ∈

A, b ∈ B} для любых A,B ∈ Sp(L).

Доказательство. Утверждения (i), (ii) тривиальны, утверждение (iii) сле-
дует из [3, предложение 1.3.11]. �
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3. Биркгофовы классы

Для произвольной фиксированной сигнатуры σ пусть K(σ) обозначает
класс всех алгебраических систем сигнатуры σ. Пусть также T(σ) обознача-
ет многообразие всех σ-систем, определенное тождеством ∀xy x = y.

Следуя В. А. Горбунову [3], для произвольного класса K ⊆ K(σ) через
V(K) [Q(K) соответственно] будем обозначать наименьшее [квази]многообразие,
содержащее класс K. Пусть H(K) — класс систем из K(σ), которые являются
гомоморфными образами систем из K; пусть P(K) [Pω(K) соответственно] —
класс систем из K(σ), которые изоморфны декартовым произведениям [конеч-
ного числа] систем из K; пусть Ps(K) [Pω

s (K) соответственно] — класс систем из
K(σ), которые изоморфны подпрямым произведениям [конечного числа] систем
из K; пусть Ls(K) — класс систем из K(σ), которые изоморфны надпрямым
пределам систем из K; также пусть S(K) — класс систем из K(σ), которые изо-
морфны подсистемам систем из K. Наконец, пусть Kfin — класс всех конечных
систем из K.

Для любого оператора O, определенного выше, и для любых двух классов
K, K′ ⊆ K(σ) пишем (O∩K)(K′) вместо O(K′)∩K. Согласно теореме Биркгофа
и [3, разд. 2.3]

V(K) = HSP(K) = HPsS(K) = HPs(K),

в то время как согласно [13, теорема 5.2] (см. также [3, теорема 2.3.6]) Q(K) =
LsPsS(K) = LsPs(K). Класс K ⊆ K(σ) называется [финитарным] предмного-
образием, если K = SP(K) = PsS(K) [K = SPω(K) = Pω

s S(K) соответственно].
Понятие финитарного предмногообразия (в случае сигнатуры, не содержа-

щей предикатных символов) было введено А. Верницким в [14, 15]. Согласно
[16] класс систем является предмногообразием тогда и только тогда, когда он
определяется бесконечными импликациями.

Следующее определение введено В. А. Горбуновым (см. [3, разд. 2.5]).
Определение 3.1. Пусть K′ ⊆ K ⊆ K(σ). Тогда класс K′ называется

K-[квази]эквациональным, если K′ = K ∩ Mod(�) для некоторого множества
[квази]тождеств � сигнатуры σ.

Определение 3.2. Пусть K′ ⊆ K ⊆ K(σ). Тогда класс K′ называется
[финитарным] K-предмногообразием, если K′ = K ∩A для некоторого [фини-
тарного] предмногообразия A ⊆ K(σ).

Равносильно K′ является [финитарным] K-предмногообразием тогда и толь-
ко тогда, когда K′ = K ∩ SP(K′) [K′ = K ∩ SPω(K′) соответственно].

Определение 3.3. Класс K ⊆ K(σ)fin называется псевдоквазимногообра-
зием, если он является финитарным предмногообразием.

Пусть Lv(K) обозначает множество всех K-эквациональных подклассов в
K, а Lq(K) — множество всех K-квазиэквациональных подклассов в K. Пусть
также Lp(K) [Lpω(K) соответственно] обозначает класс всех [финитарных] K-
предмногообразий. Упорядоченные по включению, Lv(K), Lq(K), Lp(K) и
Lpω(K) образуют полные решетки. Отметим, что в случае [финитарных] пред-
многообразий слово «решетка» употребляется также в отношении собственного
класса.

Замечание 3.4. Очевидно, что для псевдоквазимногообразия K ⊆ K(σ)fin
множество Lpω(K) всех псевдоквазимногообразий, содержащихся в K, явля-
ется алгебраической решеткой мощности, не превосходящей континуума. Бо-
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лее того, если σ содержит лишь конечное число предикатных символов, то
Lp(K) = Lpω(K).

Определение 3.5 [3, разд. 2.5.1]. Класс K′ ⊆ K ⊆ K(σ) называется го-
моморфно замкнутым в K, если H(K′) ∩ K ⊆ K′. Класс K′, гомоморфно
замкнутый в K, называется [l-]проективно полным в K, если для любой алгеб-
раической системы A ∈ K′ найдется система B ∈ K′, которая [l-]проективна в
K и A ∈ H(B).

Теорема 3.6 [3, теорема 2.5.2]. Пусть K — предмногообразие и класс K′ ⊆
K проективно полон в K. Тогда для любого непустого подкласса A ⊆ K имеет
место равенство

V(A) ∩K′ = (H ∩K′)(Ps ∩K′)(S ∩K′)(A).

В частности, непустой подкласс A ⊆ K′ является K′-эквациональным тогда и
только тогда, когда A замкнут относительно операторов H∩K′, S∩K′ и Ps∩K′.

Теорема 3.7 [3, теорема 2.5.3]. Пусть K — предмногообразие и класс K′ ⊆
K l-проективно полон в K. Тогда для любого непустого подкласса A ⊆ K имеет
место равенство

Q(A) ∩K′ = (Ls ∩K′)(Ps ∩K′)(S ∩K′)(A).

В частности, непустой подкласс A ⊆ K′ является K′-квазиэквациональным
тогда и только тогда, когда A замкнут относительно операторов Ls∩K′, S∩K′

и Ps ∩K′.

Следующая теорема является аналогом теорем 3.6, 3.7 для [финитарных]
K-предмногообразий. Она дает явную характеризацию относительных [фини-
тарных] предмногообразий для гомоморфно замкнутых классов так же, как тео-
ремы 3.6, 3.7 характеризуют относительные [квази]эквациональные подклассы
l-проективно полных классов.

Теорема 3.8. Пусть S(K) = K ⊆ K(σ) и класс K′ ⊆ K гомоморфно
замкнут в K. Тогда для любого непустого подкласса A ⊆ K имеют место
равенства

SP(A) ∩K′ = (Ps ∩K′)(S ∩K′)(A); SPω(A) ∩K′ = (Pω
s ∩K′)(S ∩K′)(A).

В частности, непустой подкласс A ⊆ K′ является [финитарным] K′-предмно-
гообразием тогда и только тогда, когда A замкнут относительно операторов
S ∩K′ и Ps ∩K′ [относительно операторов S ∩K′ и Pω

s ∩K′ соответственно].

Доказательство. Докажем лишь первое равенство, доказательство вто-
рого аналогично (см. также доказательство теоремы 2.5.2 в [3]).

Пусть A ∈ SP(A) ∩K′. Поскольку A ∈ SP(A), найдутся алгебраические
системы Ai ∈ A, i ∈ I, такие, что A вложима в

∏
i∈I
Ai. Пусть pi обозначает i-ю

проекцию для любого i ∈ I. Система Bi = pi(A ) принадлежит классу H(A )
для любого i ∈ I. Более того, Bi ∈ S(Ai) ⊆ S(A) ⊂ eqK, поскольку класс
K замкнут относительно подсистем. Поэтому Bi ∈ H(A ) ∩ K ⊆ K′, так как
последний класс гомоморфно замкнут в K. Таким образом, Bi ∈ (S ∩K′)(A)
для всех i ∈ I. Отсюда следует, что A ∈ (Ps ∩ K′)(S ∩ K′)(A). Обратное
включение очевидно. �
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Определение 3.9 [3, разд. 2.5.2]. Класс K ⊆ K(σ) называется [квази]бирк-
гофовым, если любой непустой подкласс A ⊆ K, замкнутый относительно опе-
раторов H∩K, Ps∩K и S∩K [Ls∩K, Ps∩K и S∩K соответственно], является
K-[квази]эквациональным классом.

Следующее определение является аналогом определения 3.9.
Определение 3.10. Класс K ⊆ K(σ) называется [финитарно] предбирк-

гофовым, если любой непустой подкласс A ⊆ K, замкнутый относительно опе-
раторов Ps∩K и S∩K [Pω

s ∩K и S∩K соответственно], является [финитарным]
K-предмногобразием.

Из теорем 3.6–3.8 вытекает

Следствие 3.11. Пусть S(K) = K ⊆ K(σ) и класс K′ ⊆ K гомоморфно
замкнут в K. Имеют место следующие утверждения.

(i) Если K — предмногообразие и класс K′ проективно полон в K, то K′

является биркгофовым классом.
(ii) Если K — предмногообразие и класс K′ l-проективно полон в K, то K′

является квазибиркгофовым классом.
(iii) Класс K′ является [финитарным] предбиркгофовым классом.
Следующее утверждение является аналогом леммы 5.4.1 из [3] для [фини-

тарных] предмногообразий.

Лемма 3.12. Пусть K′ ⊆ K ⊆ A ⊆ K(σ) и K является предбиркгофовым
подклассом в A. Имеют место следующие утверждения.

(i) Для любого множества {Ki | i ∈ I} ⊆ Lp(A) выполнено равенство∨
K

{Ki ∩K | i ∈ I} =
(∨

A

{Ki | i ∈ I}
)
∩K.

(ii) Если K′ — предбиркгофов подкласс в A, то отображение ϕ : Lp(K) →
Lp(K′), ϕ : X 7→ X ∩K′, является полным решеточным гомоморфизмом.

(iii) Аналогичные утверждения справедливы для решеток финитарных пред-
многообразий Lpω(K) и Lpω(K′) при условии, что классы K и K′ являются
финитарными предбиркгофовыми подклассами в A.

Доказательство. (i) Поскольку класс
⋃
i∈I

Ki замкнут относительно опе-

ратора S ∩A, имеем

(S ∩K)
(⋃
i∈I

Ki

)
=

(⋃
i∈I

Ki

)
∩K =

⋃
i∈I

(Ki ∩K) = (S ∩K)
(⋃
i∈I

(Ki ∩K)
)
.

Используя то, что K является предбиркгофовым подклассом в A, получаем(∨
A

{Ki | i ∈ I}
)
∩K = SP

(⋃
i∈I

Ki

)
∩K = (Ps ∩K)(S ∩K)

(⋃
i∈I

Ki

)
= (Ps∩K)(S∩K)

(⋃
i∈I

(Ki∩K)
)

= SP
(⋃
i∈I

(Ki∩K)
)
∩K =

∨
K

{Ki∩K | i ∈ I}.

(ii) Нетрудно видеть, что отображение ϕ определено корректно и сохраняет
произвольные пересечения. Для любого множества {Ki | i ∈ I} ⊆ Lp(K) из (i)
следует, что

ϕ
(∨

K

{Ki | i ∈ I}
)

= ϕ
(
SP

(⋃
i∈I

Ki

)
∩K

)
= SP

(⋃
i∈I

Ki

)
∩K′
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=
(
SP

(⋃
i∈I

Ki

)
∩A

)
∩K′ =

(∨
A

{SP(Ki) ∩A | i ∈ I}
)
∩K′

=
∨
K′

{SP(Ki ∩A ∩K′) | i ∈ I} =
∨
K′

{SP(Ki ∩K ∩K′) | i ∈ I}

=
∨
K′

{Ki ∩K′ | i ∈ I} =
∨
K′

{ϕ(Ki) | i ∈ I},

т. е. ϕ сохраняет также произвольные объединения.
Доказательство (iii) аналогично доказательству (i), (ii) с заменой P на

Pω. �

Следствие 3.13. Пусть S(K) = K ⊆ K(σ) и A ∈ K(σ). Тогда отображе-
ния

ϕ : Lp(K)→ Lp(H(A ) ∩K), ϕ : X 7→ X ∩H(A );
ψ : Lpω(K)→ Lpω(H(A ) ∩K), ψ : X 7→ X ∩H(A )

являются полными решеточными гомоморфизмами.
Доказательство. Класс K, очевидно, гомоморфно замкнут в себе. Кро-

ме того, класс H(A ) ∩K также гомоморфно замкнут в K. Поэтому оба этих
класса являются [финитарными] предбиркгофовыми подклассами в K соглас-
но следствию 3.11(iii), а отображения ϕ и ψ являются полными решеточными
гомоморфизмами согласно лемме 3.12(ii),(iii). �

4. Одноэлементные предикатные системы

Рассмотрим сигнатуру σ = {pi | i ∈ I}, состоящую лишь из одноместных
предикатных символов. Для любого множества X ⊆ I пусть AX обозначает
систему из T(σ) такую, что AX |= ∀x pi(x) тогда и только тогда, когда i ∈ X.
Очевидно, класс T(σ) состоит из изоморфных копий систем AX , X ⊆ I.

Лемма 4.1. Для сигнатуры σ = {pi | i ∈ I}, состоящей лишь из одномест-
ных предикатных символов, верны следующие утверждения.

(i) Для любых множеств X,Y ⊆ I включение AY ∈ H(AX) имеет место
тогда и только тогда, когда X ⊆ Y .

(ii) Для любого множества X ⊆ I выполнено равенство S(AX) = {AX}.
(iii) Если Xj ⊆ I для любого j ∈ J , то

∏
j∈J
AXj

∼= AX , где X =
⋂
j∈J

Xj .

Доказательство. Утверждение (i) следует из определения гомоморфиз-
ма (см. [3, разд. 1.1.2]). Утверждение (ii) очевидно. Пусть Xj ⊆ I для любого
j ∈ J , и пусть X =

⋂
j∈J

Xj . Тогда для любого i ∈ X выполняется

∏
j∈J

AXj |= ∀x pi(x) ⇔ AXj |= ∀x pi(x) для всех j ∈ J

⇔ i ∈ Xj для всех j ∈ J ⇔ i ∈
⋂
j∈J

Xj = X ⇔ AX |= ∀x pi(x).

Поэтому справедливо утверждение (iii). �

Пусть 〈X,C〉 — пространство замыкания. Полагаем σ(X) = {px | x ∈ X}.
Пусть �(X,C) состоит из [в общем случае бесконечных] импликаций вида

∀x
∧
a∈A

pa(x)→ pb(x), A ⊆ X, b ∈ C(A).
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Очевидно, если множество X конечно, то сигнатура σ(X) конечна, а �(X,C) —
конечное множество квазитождеств.

Класс Mod(�(X,C)), очевидно, замкнут относительно подсистем и декар-
товых произведений и поэтому является предмногообразием. Таким образом,
класс K(X,C) = Mod(�(X,C)) ∩T(σ(X)) также является предмногообразием.

Лемма 4.2. Для любого пространства замыкания 〈X,C〉 класс K(X,C)
состоит из изоморфных копий систем AB , где B ∈ L(X,C).

Доказательство. Пусть A ∈ K(X,C) и B = {a ∈ X | A |= ∀x pa(x)}.
Тогда A ∼= AB и для любого b ∈ C(B) имеем A |= ∀x

∧
a∈B

pa(x) → pb(x).

Поэтому b ∈ B и B = C(B) ∈ L(X,C).
Обратно, пусть B ∈ L(X,C). Предположим, что A ⊆ X, b ∈ C(A) и AB |=

∀x pa(x) для любого a ∈ A. Это означает, что A ⊆ B, т. е. C(A) ⊆ B, так
как последнее множество замкнуто. Таким образом, b ∈ B и AB |= ∀x pb(x).
Следовательно, AB |= �(X,C), другими словами, AB ∈ K(X,C). �

Пусть 〈X,C〉 — алгебраическое пространство замыкания и �(X,C) состоит
из квазитождеств вида

∀x
∧
a∈A

pa(x)→ pb(x), A ⊆ X конечно, b ∈ C(A).

Если X конечно, то �(X,C) также конечно. Класс Mod(�(X,C)) является ква-
зимногообразием. Поэтому A(X,C) = Mod(�(X,C))∩T(σ(X)) также является
квазимногообразием.

Лемма 4.3. Для любого алгебраического пространства замыкания 〈X,C〉
класс A(X,C) состоит из изоморфных копий систем AB , где B ∈ L(X,C).

Доказательство. Пусть A ∈ A(X,C) и B = {a ∈ X | A |= ∀x pa(x)}.
Тогда A ∼= AB и для любого b ∈ C(B) существует конечное подмножество
F ⊆ B такое, что b ∈ C(F ). Поскольку ∀x

∧
a∈F

pa(x) → pb(x) ∈ �(X,C),

заключаем, что A |= ∀x
∧
a∈F

pa(x) → pb(x), т. е. A |= ∀x pb(x). Поэтому b ∈ B

и B = C(B) ∈ L(X,C).
Доказательство того, что AB |= �(X,C) для любого B ∈ L(X,C), анало-

гично доказательству леммы 4.2. �

5. Представление решетками подклассов

Следующее предложение показывает, в частности, что любая полная ре-
шетка изоморфна решетке относительных эквациональных подклассов некото-
рого предмногообразия. Это утверждение доказано В. А. Горбуновым [7, при-
мер 4.9]. Здесь дадим короткое прямое доказательство.

Предложение 5.1. Для любой полной решетки L существуют сигнату-
ра σ, состоящая лишь из одноместных предикатных символов, и предмногооб-
разие K ⊆ T(σ) такие, что L∂ ∼= Lv(K) и Subc(L) ∼= Lp(K).

Доказательство. Поскольку решетка L полна, согласно теореме 2.2 най-
дется пространство замыкания 〈X,C〉 такое, что L ∼= L(X,C). Пусть σ = σ(X) и
K = K(X,C). Тогда K является предмногообразием. Пусть ψ : L→ L(X,C) —
соответствующий изоморфизм. Из леммы 4.2 следует, что класс K состоит из
изоморфных копий систем Aψ(a), где a ∈ L.
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Определим отображение ϕ : L(X,C)→ Lv(K) по правилу

ϕ : B 7→ {AF ∈ T(σ) | F ∈ L(X,C) и B ⊆ F}, B ∈ L(X,C).

Нетрудно проверить, что ϕ определено корректно и является двойственным
изоморфизмом, т. е. L∂ ∼= Lv

(
K

)
.

Определим отображение ϕ′ : Subc(L)→ Lp(K) по правилу

ϕ′ : B 7→ {Aψ(b) ∈ T(σ) | b ∈ B}, B ∈ Subc(L).

Тогда отображение ϕ′ также определено корректно и является изоморфизмом,
т. е. Subc(L) ∼= Lp(K). �

Следующее предложение является аналогом предложения 5.1 для фини-
тарных предмногообразий.

Предложение 5.2. Для любой нижней полурешетки 〈S,∧, 1〉 с наиболь-
шим элементом существуют сигнатура σ, состоящая лишь из одноместных пре-
дикатных символов, и финитарное предмногообразие K ⊆ T(σ) такие, что
Sub(S) ∼= Lpω(K).

Доказательство. Пусть σ = {pa | a ∈ S} состоит из одноместных пре-
дикатных символов, а класс K — из изоморфных копий систем A↓b, где b ∈ S.
Согласно лемме 4.1(iii) для любого n < ω и для любых b0, . . . , bn−1 ∈ S имеем
A↓b0×· · ·×A↓bn−1

∼= A↓b, где b = b0∧· · ·∧bn−1, в то время как S(A↓a) = {A↓a} для
любого a ∈ S согласно лемме 4.1(ii). Поэтому класс K является финитарным
предмногообразием.

Определим отображение ϕ : Sub(S)→ Lpω(K) по правилу

ϕ : B 7→ {A↓b ∈ T(σ) | b ∈ B}, B ∈ Sub(S).

Снова согласно лемме 4.1(ii),(iii) отображение ϕ определено корректно.
Покажем, что ϕ является изоморфизмом решеток. Пусть A,B ∈ Sub(S).

Если A ⊆ B в Sub(S), то, очевидно, ϕ(A) ⊆ ϕ(B). Поэтому ϕ сохраняет порядок.
Если A * B в Sub(S), то A↓a ∈ ϕ(A)\ϕ(B) для любого a ∈ A\B. Поэтому отоб-
ражение ϕ взаимно однозначно. Пусть K′ ∈ Lpω(K) и A = {a ∈ S | A↓a ∈ K′}.
Доказательство того, что A ∈ Sub(S), использует примененный выше прием,
а также лемму 4.1(ii),(iii). Отсюда следует, что отображение ϕ сюръективно,
поэтому является решеточным изоморфизмом. �

Следующее предложение показывает, что любая полная коалгебраическая
решетка изоморфна решетке относительных эквациональных подклассов неко-
торого квазимногообразия. Это утверждение доказано в [13, 17] (см. также [3,
теорема 5.2.8]). Здесь дадим короткое прямое доказательство этого утвержде-
ния.

Предложение 5.3. Для любой полной коалгебраической решетки L суще-
ствуют сигнатура σ, состоящая лишь из одноместных предикатных символов,
и квазимногообразие K ⊆ T(σ) такие, что L ∼= Lv

(
K

)
.

Доказательство. Поскольку двойственная решетка L∂ является алгеб-
раической, согласно теореме 2.3 существует алгебраическое пространство за-
мыкания 〈X,C〉 такое, что L∂ ∼= L(X,C). Пусть σ = σ(X) и K = A(X,C). То-
гда K является квазимногообразием. Как и в доказательстве предложения 5.1,
определим отображение ϕ : L(X,C)→ Lv(K) по правилу

ϕ : B 7→ {AF ∈ T(σ) | F ∈ L(X,C) и B ⊆ F}, B ∈ L(X,C).

Тогда ϕ является двойственным изоморфизмом из L(X,C) на Lv(K). �
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Следствие 5.4. Класс всех полных алгебраических решеток совпадает с
классом решеток, изоморфных решеткам относительных эквациональных под-
классов квазимногообразий.

Доказательство. Согласно [3, предложение 5.1.1] для любого квазим-
ногообразия K решетка Lv(K) является полной и алгебраической. Требуемое
утверждение следует из предложения 5.3. �

Используя методы, сходные с описанными выше, можно доказать следую-
щие утверждения (см. [18]).

Предложение 5.5. Для любой полной решетки L существуют сигнату-
ра σ, состоящая из одного одноместного предикатного символа и |L| констант-
ных символов [из |L| + 1 константных символов соответственно], и класс K ⊆
K(σ) такие, что L ∼= Lv

(
K

)
и Subc(L∂) ∼= Lp(K).

Предложение 5.6. Для любой полурешетки 〈S,∧, 1〉 с наибольшим эле-
ментом существуют сигнатура σ, состоящая из одного одноместного предикат-
ного символа и |S| константных символов [из |S| + 1 константных символов
соответственно], и класс K ⊆ K(σ) такие, что Sub(S) ∼= Lpω(K).

Предложение 5.7. Пусть L — полная решетка такая, что для всех A,B ∈
Sp(L) имеет место равенство

A ∨B = {a ∧ b | a ∈ A, b ∈ B}.

Тогда существуют сигнатура σ, состоящая лишь из одноместных предикатных
символов, и предмногообразие K ⊆ T(σ) такие, что решетка Sp(L) вложима в
решетку Lq

(
K

)
.

Доказательство. Согласно теореме 2.2 найдется пространство замыка-
ния 〈X,C〉 такое, что L ∼= L(X,C); пусть ψ : L → L(X,C) — соответствующий
изоморфизм. Полагаем σ = σ(X) и K = K(X,C), где σ(X) и K(X,C) опреде-
лены в разд. 4. Тогда K является предмногообразием. Из леммы 4.2 следует,
что класс K состоит из изоморфных копий систем Aψ(a), где a ∈ L.

Определим отображение ϕ : Sp(L)→ Lq(K) по правилу

ϕ : B 7→ {Aψ(b) ∈ T(σ) | b ∈ B}, B ∈ Sp(L).

Утверждение 1. Отображение ϕ определено корректно.
Доказательство. Пусть B ∈ Sp(L). Согласно лемме 4.1(ii) класс ϕ(B)

замкнут относительно подсистем. Пусть {bi | i ∈ I} ⊆ B. По лемме 4.1(iii)
получаем ∏

i∈I

Aψ(bi)
∼= A⋂

i∈I
ψ(bi) = Aψ(

∧
i∈I

bi) ∈ ϕ(B),

поскольку ψ является изоморфизмом и
∧
i∈I

bi ∈ B, так как B замкнуто относи-

тельно произвольных пересечений. Таким образом, класс ϕ(B) замкнут отно-
сительно декартовых произведений.

Наконец, пусть I — непустое направленное вверх множество, и пусть мно-
жество {bi | i ∈ I} ⊆ B таково, что Aψ(bj) ∈ H(Aψ(bi)) для любого i ≤ j в I и
lim−→
i∈I
Aψ(bi) ∈ K. В силу леммы 4.2 это означает, что lim−→

i∈I
Aψ(bi)

∼= Aψ(c) для неко-

торого c ∈ L. Согласно лемме 4.1(i) и [3, разд. 1.2.5] ψ(bi) ⊆ ψ(bj) ⊆ ψ(c), т. е.
bi ≤ bj ≤ c для всех i ≤ j. Таким образом, множество {bi | i ∈ I} направлено
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вверх, поэтому c ≥ b =
∨
i∈I

bi ∈ B, поскольку B замкнуто относительно объеди-

нений непустых направленных вверх множеств. Следовательно, ψ(b) ⊆ ψ(c).
С другой стороны, по определению надпрямого предела и лемме 4.1(i)

Aψ(c)
∼= lim−→

i∈I
Aψ(bi)

∼= A⋃
i∈I

ψ(bi),

откуда
ψ(c) =

⋃
i∈I

ψ(bi) ⊆
∨
i∈I

ψ(bi) = ψ
(∨
i∈I

bi
)

= ψ(b) ⊆ ψ(c),

поскольку ψ является изоморфизмом. Суммируя сказанное выше, получаем
ψ(b) = ψ(c), т. е. c = b ∈ B. Поэтому класс ϕ(B) также замкнут относи-
тельно надпрямых пределов, содержащихся в K. Согласно теореме 3.7 ϕ(B) ∈
Lq(K). �

Утверждение 2. Отображение ϕ является решеточным вложением.
Доказательство. Пусть A,B ∈ Sp(L). Если A ⊆ B в Sp(L), то ϕ(A) ⊆

ϕ(B). Поэтому ϕ сохраняет порядок. Если A * B в Sp(L), тоAψ(x) ∈ ϕ(A)\ϕ(B)
для любого x ∈ A\B. Поэтому отображение ϕ взаимно однозначно.

Пусть a ∈ L. Если Aψ(a) ∈ ϕ(A) ∩ ϕ(B), то согласно нашему определению
a ∈ A∩B, т. е. Aψ(a) ∈ ϕ(A∩B). Поэтому ϕ сохраняет пересечения. (В действи-
тельности, используя приведенные выше рассуждения, можно показать, что ϕ
сохраняет произвольные пересечения.) Если Aψ(a) ∈ ϕ(A ∨ B), то согласно на-
шему определению a ∈ A∨B = {x∧y | x ∈ A, y ∈ B}. Поэтому по лемме 4.1(iii)
для некоторых x ∈ A и y ∈ B

Aψ(a) = Aψ(x∧y) = Aψ(x)∩ψ(y)
∼= Aψ(x) ×Aψ(y) ∈ ϕ(A) ∨ ϕ(B).

Таким образом, ϕ сохраняет также объединения, т. е. является вложением. �

Согласно утверждению 2 решетка Sp(L) вложима в решетку Lq(K). �

Следствие 5.8. Для любой полной непрерывной вверх решетки L суще-
ствуют сигнатура σ, состоящая лишь из одноместных предикатных символов,
и предмногообразие K ⊆ T(σ) такие, что решетка Sp(L) вложима в решетку
Lq(K).

Пример 5.9. Если решетка L удовлетворяет условиям предложения 5.7,
то решетка Sp(L), вообще говоря, не обязана быть изоморфной решетке Lq(K).
Однако, отображение ϕ из доказательства предложения 5.7 определяет изо-
морфизм, если решетка L является алгебраической, как показывает предложе-
ние 5.10 ниже.
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Рис. 1. Решетка L∗.

Пусть L∗ обозначает полную решетку, изображенную
на рис. 1. Эта решетка удовлетворяет всем предположе-
ниям предложения 5.7. Пусть 〈L∗, C〉 — пространство за-
мыкания такое, что C(X) =↓

∨
X для любого X ⊆ L∗.

Тогда L∗ ∼= L(L∗, C) согласно теореме 2.2. Поскольку ре-
шетка L∗ не является алгебраической, пространство за-
мыкания 〈L∗, C〉 также не является алгебраическим. По-
лагаем σ = σ(L∗) и K = K(L∗, C), где σ(X) и K(X,C)
определены в разд. 4.

Согласно лемме 4.2 класс K состоит из изоморфных копий систем A↓u,
где u ∈ L∗. Можно также проверить, что множество �(L∗, C) бесконечных
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импликаций, определенное в разд. 4, эквивалентно следующему множеству им-
пликаций �:

∀x
∧
i∈I

pai(x)→ pa(x), I ⊆ ω бесконечно;

∀x pai(x)∧pb(x)→ pa(x), 0 < i < ω; ∀x pv(x)→ pu(x), u ≤ v в L∗; ∀x pa0(x).

Поэтому класс K = T(σ) ∩Mod(�) является предмногообразием. Более того,
решетка Sp(L∗) вложима в Lq(K) по предложению 5.7.

Однако решетки Sp(L∗) и Lq(K) не изоморфны. Действительно, предполо-
жим противное: пусть существует изоморфизм

ξ : Sp(L∗)→ Lq(K).

Для любого i < ω квазимногообразие Q(A↓ai) = Q(A↓ai) ∩K состоит из изо-
морфных копий систем из множества {AL∗ ,A↓ai} согласно лемме 4.1(ii),(iii).
Поэтому Q(A↓ai) является атомом в решетке Lq(K) для любого i < ω. По-
скольку ξ является изоморфизмом, для любого i < ω найдется ui ∈ L∗ такой,
что ξ({ui, 1}) = Q(A↓ai). Так как по лемме 4.1(ii),(iii) для любых i, j < ω
[K-]квазиэквациональный класс Q(A↓ai) ∨Q(A↓aj ) состоит из изоморфных ко-
пий систем из множества {AL∗ ,A↓ai ,A↓aj}, заключаем, что элементы ui и uj
должны быть сравнимы в решетке L∗. Более того, поскольку Q(A↓ai) 6= Q(A↓aj )
для всех i 6= j, множество {ui | i < ω} образует бесконечную цепь в L∗. Это
означает, что существует бесконечное множество J ⊆ ω такое, что {aj | j ∈ J} ⊆
{ui | i < ω}. Пусть ξ({aj , 1}) = Q(A↓ai(j)) для любого j ∈ J .

Полагаем B =
∨
j∈J

ξ({aj , 1}) =
∨
j∈J

Q(A↓ai(j)) в Lq(K). Тогда нетрудно

проверить, что класс B состоит из изоморфных копий систем из множества
{AL∗} ∪ {A↓ai(j) | j ∈ J} и определяется в K множеством квазитождеств

∀x pai(x)→ pa(x), i /∈ {i(j) | i ∈ J}; ∀x pb(x)→ p1(x).

Поэтому B ∈ Lq(K).
Поскольку a ∈

∨
j∈J
{aj , 1} в решетке Sp(L∗), имеем

ξ({a, 1}) ⊆ ξ
(∨
j∈J

{aj , 1}
)

=
∨
j∈J

ξ({ai, 1}) = B.

Так как {a, 1} является атомом в Sp(L∗), класс ξ({a, 1}) должен быть атомом в
Lq(K). Поэтому должно найтись j ∈ J такое, что ξ({a, 1}) = Q(A↓ai(j)) ∩K =
Q(A↓ai(j)) = ξ({aj , 1}). В силу того, что ξ является изоморфизмом, последняя
цепочка равенств влечет равенство a = aj , что невозможно. Это противоречие
показывает, что Sp(L∗) 6∼= Lq(K).

Конечно, вложение ϕ из доказательства предложения 5.7 не является изо-
морфизмом в этом случае. Действительно, класс B не имеет прообраза отно-
сительно ϕ, так как множество {u ∈ L∗ | A↓u ∈ B} = {1} ∪ {ai(j) | j ∈ J} не
принадлежит Sp(L∗).

Следующее предложение показывает, в частности, что решетка алгебра-
ических подмножеств алгебраической решетки изоморфна некоторой решетке
квазимногообразий. Часть этого предложения доказана в [19, теорема 2.3] с
использованием топологических рассуждений. Здесь дадим короткое прямое
доказательство этого результата.
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Предложение 5.10. Для любой полной алгебраической решетки L су-
ществуют сигнатура σ, состоящая лишь из одноместных предикатных симво-
лов, и квазимногообразие K ⊆ T(σ) такие, что L∂ ∼= Lv(K), Sp(L) ∼= Lq(K),
Subc(L) ∼= Lp(K) и Sub(L) ∼= Lpω(K).

Доказательство. Согласно теореме 2.3 существует алгебраическое про-
странство замыкания 〈X,C〉 такое, что L ∼= L(X,C); пусть ψ : L → L(X,C) —
соответствующий изоморфизм. Полагаем σ = σ(X) и K = A(X,C), где σ(X)
и A(X,C) определены в разд. 4. Тогда K является квазимногообразием. Из
леммы 4.3 следует, что класс K состоит из изоморфных копий систем Aψ(a),
где a ∈ L.

Определим отображение ϕ : Subc(L)→ Lp(K) по правилу
ϕ : B 7→ {Aψ(b) ∈ T(σ) | b ∈ B}, B ∈ Sp(L).

Тогда ϕ определено корректно и является решеточным изоморфизмом, т. е.
Subc(L) ∼= Lp(K). Более того, ограничение ϕ на Sp(L) определяет изоморфизм
из Sp(L) на Lq(K).

Остальные утверждения следуют из предложения 5.3 и доказательства
предложения 5.2. �

Замечание 5.11. Известно, что решетки квазимногообразий вполне по-
лудистрибутивны вверх и коалгебраические (см. [3, теорема 5.1.12, предложе-
ние 5.1.1]. В противоположность этому примеры 5.12 и 5.13 ниже показывают,
что в общем случае решетки вида Lq(K) и Lp(K), где K — предмногообразие,
не являются ни полудистрибутивными вверх, ни даже непрерывными вниз.

Пример 5.12. Пусть L∗ обозначает решетку, изображенную на рис. 1. Со-
гласно предложению 5.1 Subc(L∗) ∼= Lp(K) для некоторого предмногообразия
K. Решетка Subc(L∗) не является непрерывной вниз. Действительно, пусть

Ai = {a} ∪ {aj | i ≤ j < ω} для любого i < ω; B = {a, b}.
Для любого i < ω имеем Ai ∨B = {a0, a, b} ∪ {aj | i ≤ j < ω}, поэтому⋂

i<ω

(Ai ∨B) = {a0, a, b}.

С другой стороны, (⋂
i<ω

Ai
)
∨B = {a} ∨ {a, b} = {a, b}.

Похожие рассуждения показывают, что решетка Sp(L∗) также не является
непрерывной вниз.
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Рис. 2. Решетка M .

Пример 5.13 [7, пример 4.10]. Пусть M обознача-
ет полную решетку, изображенную на рис. 2. Согласно
предложению 5.1 Subc(M) ∼= Lp(K) для некоторого пред-
многообразия K. Решетка Subc(M) не полудистрибутив-
на вверх. Действительно, пусть

B = {1} ∪ {bi | i < ω}; A0 = {1} ∪ {a2i | i < ω};
A1 = {1} ∪ {a2i+1 | i < ω}.

Для любого i < 2 имеем Ai ∨B = M , но
(A0 ∩A1) ∨B = {1} ∨B = B ⊂M.

Похожие рассуждения показывают, что решетки Sp(M)
и Sub(M) также не полудистрибутивны вверх.

Из предложений 5.1, 5.2, 5.7 и примера 5.13 легко вытекает
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Следствие 5.14. Существует предмногообразие K такое, что ни Lq(K),
ни Lp(K), ни Lpω(K) не вложимы ни в какую решетку квазимногообразий.

В связи с замечанием 5.11 возникают следующие вопросы.

Проблема 1. Удовлетворяют ли решетки [финитарных] предмногообра-
зий какому-нибудь нетривиальному решеточному свойству? Какие решетки
изоморфны решеткам [финитарных] предмногообразий?

Проблема 1 является аналогом проблемы, поставленной Г. Биркгофом [1] и
А. И. Мальцевым [2] о том, какие решетки изоморфны решеткам [квази]много-
образий. Хорошо известно (см. [20, теорема 2.84]), что конечные ограниченные
решетки порождают многообразие всех решеток. Согласно [21] для любой ко-
нечной решетки L решетка Subc(L) = Sub(L) конечная ограниченная снизу.
Таким образом, решетки [финитарных] предмногообразий порождают многооб-
разие всех решеток. Поэтому согласно предложению 5.1 решетки [финитарных]
предмногообразий не удовлетворяют никакому нетривиальному решеточному
тождеству.

6. Относительно аксиоматизируемые классы систем

В [6, теорема 8] доказано, что любая не более чем счетная полная решетка
изоморфна решетке относительно аксиоматизируемых подклассов некоторого
класса систем и поставил вопрос, верен ли этот результат для произвольной
полной решетки [6, проблема 1]. Здесь дадим положительный ответ на этот
вопрос (см. следствие 6.2 ниже). Подчеркнем, что положительный ответ на
упомянутый вопрос, по существу, вытекает из результатов [7] (см. также [3] и
предложение 5.1).

Отметим также, что следствие 6.2 может быть получено из предложений 5.5,
5.6 для сигнатуры, содержащей одноместный предикатный символ и символы
констант, а также для сигнатуры, состоящей только из констант.

Определение 6.1 [6, определение 26]. Пусть K — некоторый класс алгеб-
раических систем сигнатуры σ, и пусть � — некоторое множество предложений
первого порядка той же сигнатуры. Класс K′ аксиоматизируем в K относи-
тельно �, если K′ = K ∩Mod(�) для некоторого подмножества � ⊆ �.

Из определения 6.1 следует, что класс K ⊆ K(σ) аксиоматизируем тогда и
только тогда, когда он аксиоматизируем в K(σ) относительно множества всех
предложений первого порядка сигнатуры σ. Далее, для любого множества пред-
ложений � и любого класса K ⊆ K(σ) множество всех аксиоматизируемых под-
классов в K относительно � образует полную решетку. Следуя [6], обозначаем
эту решетку через A(K,�). Следствие, приведенное ниже, показывает, что
любая полная решетка изоморфна решетке относительно аксиоматизируемых
классов.

Следствие 6.2. Для любой полной решетки L существуют сигнатура σ,
предмногообразие K ⊆ K(σ) и множество � предложений первого порядка той
же самой сигнатуры такие, что L ∼= A(K,�).

Доказательство. Нужно взять σ и K, как в доказательстве предложе-
ния 5.1, и в качестве � рассмотреть множество всех тождеств сигнатуры σ. �

Следствие 6.3. Класс всех полных коалгебраических решеток совпада-
ет с классом всех решеток вида A(K,�), где K — квазимногообразие, а � —
множество всех предложений первого порядка.
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Доказательство вытекает из [3, предложение 5.1.1] и предложения 5.3.

Следствие 6.4. Для любой конечной решетки L существуют конечная
сигнатура σ и множество � предложений первого порядка сигнатуры σ такие,
что L ∼= A(K(σ),�).

Доказательство. Нужно взять σ, как в доказательстве предложения 5.1.
Если L конечна, то множество импликаций �(X,C) является конечным множе-
ством квазитождеств, которое эквивалентно одному предложению первого по-
рядка; обозначим это предложение через ψ. Пусть � состоит из всех предложе-
ний первого порядка сигнатуры σ, которые являются конъюнкцией некоторого
тождества и ψ. �

Замечание 6.5. Следствие 6.4 доказано в [6, теорема 9], в то время как
следствие 6.2 доказано в той же работе в предположении, что решетка L не
более чем счетна (см. [6, теорема 8]). Это привело автора [6] к вопросу о том,
верно ли, что любая полная решетка изоморфна решетке относительно аксиома-
тизируемых классов (см. [6, проблема 1]). Следствие 6.2 дает положительный
ответ на этот вопрос. Подчеркнем, что этот положительный ответ вытекает, по
существу, из результатов В. А. Горбунова. Отметим также, что теоремы 8, 9
из [6] доказаны для сигнатуры, состоящей из одного двуместного предикатного
символа.

7. Характеризационные теоремы

Для алгебраической системы A ∈ K(σ) и класса K ⊆ K(σ) пусть ConKA

обозначает множество конгруэнций θ на A таких, что A /θ ∈ K. Если K =
K(σ), то пишем ConA вместо ConKA . Для θ, θ′ ∈ ConA пишем θ′Eθ, если
система A /θ′ вложима в систему A /θ. Отношение E называется отношением
вложимости. Очевидно, оно дистрибутивно.

Следующая теорема является аналогом для предмногообразий характери-
зационной теоремы, доказанной для квазимногообразий в [13, 17] (см. также [3,
следствие 5.2.2]).

Теорема 7.1. Пусть A ∈ A ⊆ K(σ).
(i) Если A — предмногообразие, то Lp(H(A ) ∩A) ∼= Subc(ConAA ,E).
(ii) Если A — финитарное предмногообразие, то

Lpω(H(A ) ∩A) ∼= Sub(ConAA ,E).

Доказательство. Докажем сначала утверждение (i). Класс K = H(A )∩
A гомоморфно замкнут в A, поэтому K является предбиркгофовым классом по
следствию 3.11(iii). Поскольку A содержит тривиальную σ-систему, частично
упорядоченное множество ConAA содержит наибольший элемент. Более того,
если {θi | i ∈ I} ⊆ ConAA и θ =

∧
i∈I

θi, то A /θ является подпрямым произ-

ведением систем A /θi, i ∈ I, которые все принадлежат классу A. Так как A
замкнут относительно подпрямых произведений, заключаем, что A /θ ∈ A. По-
этому θ ∈ ConAA и последнее множество замкнуто относительно произвольных
пересечений. Таким образом, ConAA образует полную решетку.

Определим отображение ϕ : Subc(ConAA ,E)→ Lp(K) по правилу

ϕ : B 7→ {A /θ | θ ∈ B}.



1126 М. В. Семенова, А. Замойска-Дженио

Оно определено корректно: если B ∈ Subc(ConAA ,E) и B ∈ (S∩K)(A /θ) для
некоторой конгруэнции θ ∈ B, то B ∈ K = H(A )∩A. Поэтому существует кон-
груэнция θ′ ∈ ConAA такая, что система A /θ′ ∼= B вложима в систему A /θ.
Это означает, что θ′Eθ, т. е. θ′ ∈ B. Поэтому класс ϕ(B) замкнут относительно
S ∩K.

Предположим, что B ∈ (Ps ∩K)(A /θi | i ∈ I) для некоторого множества
{θi | i ∈ I} ⊆ B. Отсюда, в частности, следует, чтоB ∈ K = H(A )∩A. Поэтому
существует конгруэнция θ ∈ ConAA такая, что A /θ ∼= B. Это означает, что
θE

∧
i∈I

θi, т. е. θ ∈ B и класс ϕ(B) замкнут относительно Ps ∩K. Поскольку K

является предбиркгофовым классом, ϕ(B) ∈ Lp(K) согласно теореме 3.8.
Определим также отображение ψ : Lp(K)→ Subc(ConAA ,E) по правилу

ψ : K′ 7→ {θ ∈ ConAA | A /θ ∈ K′}.

Это отображение определено корректно. Действительно, поскольку K′ являет-
ся K-предмногообразием, имеем K′ = K ∩ SP(K′). Пусть {θi | i ∈ I} ⊆ ψ(K′) и
θ =

∧
i∈I

θi. Тогда A /θ является подпрямым произведением систем A /θi, i ∈ I,

которые принадлежат классу K′ ⊆ A. Так как класс A замкнут относительно
подпрямых произведений, заключаем, что A /θ ∈ SP(K′) ∩A. Более того, A /
θ ∈ H(A ) влечет

A /θ ∈ SP(K′) ∩A ∩H(A ) = SP(K′) ∩K = K′,

т. е. θ ∈ ψ(K′), и последнее множество замкнуто относительно произвольных
пересечений. Пусть θ ∈ ψ(K′) и θ′Eθ. Это означает, что система A /θ′ вложима
в систему A /θ ∈ K′ ⊆ A. Поскольку класс A замкнут относительно подсистем,
A /θ′ ∈ SP(K′) ∩A. Более того, A /θ′ ∈ H(A ) влечет

A /θ′ ∈ SP(K′) ∩A ∩H(A ) = SP(K′) ∩K = K′,

т. е. θ′ ∈ ψ(K′), и последнее множество замкнуто относительно E. Поэтому ψ
определено корректно. Поскольку оба отображения ϕ и ψ сохраняют порядок
и являются взаимно обратными, получаем требуемое заключение.

Для доказательства утверждения (ii) можно провести те же рассуждения,
что и в доказательстве (i), с использованием оператора Pω вместо P. �

Для любого класса K ⊆ K(σ) и для любого кардинала κ пусть Kκ обозна-
чает класс всех κ-порожденных систем из K.

Следствие 7.2. Для любого предмногообразия K ⊆ K(σ) и для любого
кардинала κ

Lp(Kκ) ∼= Subc(ConKFK(κ),E).

Доказательство. Очевидно, Kκ = H(FK(κ)) ∩K. Требуемое заключе-
ние следует из теоремы 7.1. �

8. Теорема редукции

В этом разделе при доказательстве теорем 8.1 и 8.2 предполагаем следу-
ющую версию аксиомы выбора для классов (см. (CAC 1) в [22, разд. II.2]).

Если S — класс непустых множеств,
то существует функция F такая, что F (x) ∈ x для любого x ∈ S.
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Теорема 8.1. Для любого предмногообразия K ⊆ K(σ) решетка Lp(K)
изоморфна обратному пределу решеток вида Subc(S,R), где S — полная нижняя
полурешетка с наибольшим элементом, а R — дистрибутивное отношение на S.

Доказательство. Пусть I обозначает класс всех подмножеств K, упоря-
доченный по включению, и пусть Ai =

∏
{A | A ∈ i} и Ki = H(Ai)∩K для всех

i ∈ I. Поскольку класс Ki, i ∈ I, гомоморфно замкнут в K, он является пред-
биркгофовым подклассом в K согласно следствию 3.11. Более того, поскольку
Ki ⊆ Kj , отображение

ϕji : Lp(Kj)→ Lp(Ki), ϕji : X 7→ X ∩Ki

является полным решеточным гомоморфизмом для любых i ⊆ j в I по лем-
ме 3.12. Кроме того, ϕkjϕji = ϕki и ϕii — тождественное отображение для
любых i ⊆ j ⊆ k в I. Поэтому тройка � = 〈I,Ki, ϕji〉 является обратным
спектром. Покажем, что Lp(K) ∼= lim←−�.

Действительно, определим отображение ϕ : Lp(K)→ lim←−� по правилу

ϕ : X 7→ 〈X ∩Ki | i ∈ I〉.

Согласно лемме 3.12 отображение ϕ определено корректно. Пусть 〈Xi | i ∈ I〉 ∈
lim←−�. Это означает, что Xi = Xj ∩ Ki ⊆ Xj для всех i ⊆ j. Покажем, что
класс X =

⋃
{Xi | i ∈ I} является предмногообразием. Действительно, если

A ∈ S(Xi) для некоторого i ∈ I, то для множества j = i ∪ {A } имеем

A ∈ S(Xi) ∩Kj ⊆ S(Xj) ∩Kj ⊆ Xj .

Если Aξ ∈ S(Xiξ) для некоторого множества индексов � и некоторых iξ ∈ I,
ξ ∈ �, то Aξ ∈ X⋃

{iξ|ξ∈�} для всех ξ ∈ �, поэтому для множества j =
⋃
{iξ | ξ ∈

�} ∪ {
∏
ξ∈�
Aξ} имеем

∏
ξ∈�

Aξ ∈ P(X⋃
{iξ|ξ∈�}) ∩Kj ⊆ P(Xj) ∩Kj ⊆ Xj .

Таким образом, SP(X) = X. Далее, для любого i ∈ I

X ∩Ki =
⋃
{Xj ∩Ki | j ∈ I} =

⋃
{Xj ∩Ki | i ⊆ j} = Xi.

Поэтому ϕ(X) = 〈X ∩Ki | i ∈ I〉 = 〈Xi | i ∈ I〉 и отображение ϕ сюръективно.
Более того, из леммы 3.12 следует, что ϕ является полным решеточным

гомоморфизмом. Пусть A ∈ X\Y для некоторых X, Y ∈ Lp(K), и пусть
i = {A }. Тогда A ∈ ϕ(X)(i) \ ϕ(Y)(i), т. е. ϕ(X) � ϕ(Y). Это означает, что
отображение ϕ взаимно однозначно, поэтому является изоморфизмом.

Наконец, для любого i ∈ I имеем Lp(Ki) = Lp(H(Ai)∩K) ∼= Subc(ConKAi,E)
согласно теореме 7.1(i), откуда вытекает утверждение теоремы. �

Следующее утверждение является аналогом теоремы 8.1 для финитарных
предмногообразий.

Теорема 8.2. Для любого финитарного предмногообразия K ⊆ K(σ) ре-
шетка Lpω(K) изоморфна обратному пределу решеток вида Sub(S,R), где S —
нижняя полурешетка с наибольшим элементом, а R — дистрибутивное отноше-
ние на S.

Доказательство. Пусть I обозначает класс всех конечных подмножеств
в K, упорядоченный по включению, пусть Ai =

∏
{A | A ∈ i} и Ki = H(Ai)∩K
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для всех i ∈ I. Так как класс Ki гомоморфно замкнут в K для любого i ∈ I,
он является финитарным предбиркгофовым подклассом в K согласно след-
ствию 3.11. Так же, как и в следствии 3.11, устанавливается, что отображение

ϕji : Lpω(Kj)→ Lpω(Ki), ϕji : X 7→ X ∩Ki

является полным решеточным гомоморфизмом для любых i ⊆ j в I, тройка
� = 〈I,Ki, ϕji〉 является обратным пределом и Lpω(K) ∼= lim←−�. �

В качестве следствия получаем следующий результат. Отметим, что всюду
далее достаточно предполагать обычную аксиому выбора для множеств.

Следствие 8.3. Для любого псевдоквазимногообразия K ⊆ K(σ)fin ре-
шетка Lpω(K) изоморфна обратному пределу решеток вида Sub(S,R), где S —
нижняя полурешетка с наибольшим элементом, а R — дистрибутивное отноше-
ние на S.

Доказательство следующей леммы несложно (см. [23, следствие 3.9] или
[3, предложение 2.5.12]), а также [14, теорема 1.2] (только лишь для систем,
сигнатура которых не содержит предикатных символов).

Лемма 8.4. Пусть σ содержит конечное число предикатных символов.
Для любого псевдоквазимногообразия K ⊆ K(σ)fin имеет место равенство K =
SP(K)fin.

Следствие 8.5 [3, теорема 5.5.16; 8, теорема 8.1]. Пусть σ содержит ко-
нечное число предикатных символов и K ⊆ K(σ)fin является псевдоквазим-
ногообразием. Тогда решетка Lp(K) = Lpω(K) изоморфна обратному пределу
конечных ограниченных снизу решеток.

Доказательство. Если σ содержит лишь конечное число предикатных
символов, то полурешетка ConKAi из доказательства теоремы 8.2 является ко-
нечной решеткой, поскольку система Ai конечна для любого i ∈ I. Так как
отношение вложимости E является дистрибутивным квазипорядком, решетка
Sub(ConKAi,E) конечная ограниченная снизу согласно [24, теорема 4.2]. Тре-
буемое заключение следует из теоремы 8.2 и замечания 3.4. �

Нетрудно проверить (см. [3, лемма 5.5.17, следствие 5.5.18]), что если K
является локально конечным квазимногообразием, то отображение

ϕ : Lq(K)→ Lp(Kfin); ϕ : X→ Xfin

определяет изоморфизм. Поэтому из следствия 8.5 (см. также [8, следствие 7.3])
получаем результат, который был установлен В. А. Горбуновым.

Следствие 8.6 [3, следствие 5.5.4]. Если сигнатура σ содержит конечное
число предикатных символов, а K ⊆ K(σ) — локально конечное квазимногооб-
разие, то решетка Lq(K) изоморфна обратному пределу конечных ограничен-
ных снизу решеток.

Для псевдоквазимногообразия K ⊆ K(σ)fin пусть I обозначает множество
всех конечных подмножеств в K, пусть Ki = H

(∏
{A | A ∈ i}

)
∩K для всех

i ∈ I и Lq = {Lq(Q(Ki)) | i ∈ I}. Следующее утверждение обобщает результат
[3, следствие 5.5.22].
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Следствие 8.7. Пусть σ содержит конечное число предикатных симво-
лов и K ⊆ K(σ)fin — псевдоквазимногообразие. Тогда Lp(K) ∈ SPuH(Lq) ∩
SPu(Lq(Q(K))). В частности, любое универсальное предложение, истинное в
Lq(Q(K)), также истинно в Lp(K).

Доказательство. Согласно доказательству теоремы 8.2, а также замеча-
нию 3.4 имеем Lp(K) ∼= lim←−{I,Lp(Ki), ϕij}, где Ki = H(Ai) ∩K. Если σ содер-
жит лишь конечное число предикатных символов, то класс Ki содержит конеч-
ное число неизоморфных систем для любого i ∈ I. Поэтому Lq(Q(Ki)) ∼= Lp(Pi)
согласно [3, лемма 5.5.17], где Pi обозначает псевдоквазимногообразие, порож-
денное Ki. Класс Pi, очевидно, гомоморфно замкнут в себе. Более того, класс
Ki = H(Ai) ∩ K также гомоморфно замкнут в Pi. Поэтому оба этих класса
являются финитарными предбиркгофовыми подклассами в Pi согласно след-
ствию 3.11(iii). Таким образом, Lpω(Ki) ∈ H(Lp(Pi)) = H(Lq(Q(Ki))) по лем-
ме 3.12(ii). Согласно [3, теорема 1.2.9] Lp(K) ∈ SPuH(Lq).

Далее, из [3, леммы 5.5.20, 5.5.21] следует, что Lp(K) ∼= lim←−Lp(Vi), где
Vi = V(Ai) ∩ K для всех i ∈ I. Поскольку Lp(Vi) ∼= Lq(Q(Vi)) согласно [3,
лемма 5.5.17], из [3, теорема 1.2.9] заключаем, что Lp(K) ∈ SPu(Lq(Q(K))). �

Следующая теорема показывает, что похожий результат имеет место и для
решеток псевдомногообразий. Этот результат был установлен в [5] для псевдом-
ногообразий алгебр, однако его доказательство остается верным и для систем,
сигнатура которых содержит конечное число предикатных символов.

Теорема 8.8 [5, теорема 2.1]. Пусть σ содержит конечное число преди-
катных символов, и пусть K ⊆ K(σ)fin — псевдомногообразие. Тогда решетка
Lpv(K) псевдомногообразий, содержащихся в K, принадлежит классу

HSPu(Lv(V(A )) | A ∈ K).

В частности, любое позитивное универсальное предложение, истинное в
Lv(V(K)), также истинно в Lpv(K).

9. Некоторые свойства невычислимости
для решеток относительных подклассов

В [9] доказана следующая

Теорема 9.1 [9, теорема 1]. Пусть сигнатура σ содержит по крайней мере
одну операцию, не являющуюся константой. Тогда существует квазимногообра-
зие K ⊆ K(σ) такое, что множество [типов изоморфизма] конечных подрешеток
решетки квазимногообразий Lq(K) вычислимо перечислимо, но не вычислимо.

При доказательстве этого результата использовано одно вспомогательное
утверждение (см. [9, лемма 3]). Следующее утверждение является небольшой
его модификацией.

Лемма 9.2. Пусть L — бесконечное вычислимое множество попарно друг
в друга не вложимых подпрямо неразложимых конечных решеток, каждая из
которых содержит по крайней мере три элемента. Пусть K — решетка и мно-
жество L0 ⊆ L ∩ S(K) таково, что K ≤s

∏
{L | L ∈ L0} × 2.

(i) Если множество L0 вычислимо перечислимо, но не вычислимо, то множе-
ство всех конечных подрешеток в K вычислимо перечислимо, но не вычислимо.
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(ii) Если множество L0 не вычислимо перечислимо, то множество всех ко-
нечных подрешеток в K не является вычислимо перечислимым.

В следующей теореме, используя лемму 9.2, покажем, что существуют ква-
зимногообразия одноэлементных предикатных систем такие, что множество ти-
пов изоморфизма конечных подрешеток их решеток [квази]многообразий, а так-
же их решеток [финитарных] предмногообразий не является вычислимым. Это
означает, что не существует алгоритма, который по заданной конечной решет-
ке определял бы, вложима эта решетка в такую решетку [квази]многообразий
или [финитарных] предмногообразий или нет. Поэтому проблема нахожде-
ния полной структурной характеризации решеток, изоморфных решеткам [ква-
зи]многообразий, выглядит безнадежной (см. упомянутую выше проблему Бирк-
гофа [1] и Мальцева [2]).

Теорема 9.3. Имеют место следующие утверждения.
(i) Существуют счетная сигнатура τ , содержащая лишь одноместные пре-

дикатные символы, и квазимногообразие K ⊆ T(τ) такие, что множество всех
типов изоморфизма конечных подрешеток решетки относительных многообра-
зий Lv(K) вычислимо перечислимо, но не вычислимо [не вычислимо перечис-
лимо соответственно].

(ii) Существуют счетная сигнатура σ, содержащая лишь одноместные пре-
дикатные символы, и квазимногообразие K ⊆ T(σ) такие, что Lq(K) = Lp(K) =
Lpω(K) и множество всех типов изоморфизма конечных подрешеток этой ре-
шетки вычислимо перечислимо, но не вычислимо [не вычислимо перечислимо
соответственно].
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Рис. 3. Решетка Ln.

Доказательство Будем использовать идеи из
[9]. Для любого n > 2 пусть Ln обозначает решетку,
изображенную на рис. 3, пусть 2 обозначает двух-
элементную решетку и Sn = Ln\{1} — нижняя по-
лурешетка, полученная из Ln вычеркиванием наи-
большего элемента. Тогда для любого n > 2 ре-
шетка Sub(Ln) подпрямо неразложима согласно [9,
лемма 17]. Более того, Sub(Lm) вложима в Sub(Ln)
тогда и только тогда, когда m = n согласно [9, лем-

ма 18]. По лемме 9.2 для любого вычислимо перечислимого, но не вычисли-
мого множества X ⊆ {n ∈ ω | n > 2} если L ≤s

∏
{Sub(Ln) | n ∈ X} × 2 и

{Sub(Ln) | n ∈ X} ⊆ S(L), то множество всех типов изоморфизма конечных
подрешеток решетки L вычислимо перечислимо, но не вычислимо. Кроме того,
если X не вычислимо перечислимо, то и множество всех типов изоморфизма
конечных подрешеток решетки L не вычислимо перечислимо.

Итак, зафиксируем множество X ⊆ {n ∈ ω | n > 2}, которое является
вычислимо перечислимым, но не вычислимым.

(i) Решетка K =
∏
{Sub(Ln) | n ∈ X} × 2 является алгебраической, по-

этому согласно предложению 5.3 существуют сигнатура τ , содержащая лишь
одноместные предикатные символы, и квазимногообразие K ⊆ T(τ) такие, что
Lv(K) ∼= K∂ . Поэтому множество всех типов изоморфизма конечных подреше-
ток решетки Lv(K) вычислимо перечислимо, но не вычислимо по лемме 9.2.

(ii) Без ограничения общности можем предполагать, что Sm ∩ Sn = ∅ при
m > n > 2. Полагаем L =

⋃
{Sn | n ∈ X} ∪ {⊥,>} и считаем, что x ≤ y в L

тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих условий:
x, y ∈ Sn для некоторого n > 2 и x ≤ y в Sn; x = ⊥; y = >.
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Тогда L является бесконечной решеткой высоты 5. В частности, L являет-
ся алгебраической решеткой и Sp(L) = Subc(L) = Sub(L). Очевидно, что
{Sub(Ln) | n ∈ X} ⊆ S(Sub(L)). Более того, отображение ϕ : Sub(L) →∏
{Sub(Ln) | n ∈ X} × 2, определенное по правилу

ϕ(A) =
{ 〈(A ∩ Sn) ∪ {1} | n ∈ X〉_〈0〉, если ⊥ /∈ A,
〈(A ∩ Sn) ∪ {1} | n ∈ X〉_〈1〉, если ⊥ ∈ A,

является подпрямым вложением. Далее, согласно предложениям 5.2 и 5.10
существуют счетная сигнатура σ, содержащая лишь одноместные предикат-
ные символы, и квазимногообразие K ⊆ T(σ) такие, что Lq(K) = Lp(K) =
Lpω(K) ∼= Sub(L). Таким образом, множество всех типов изоморфизма конеч-
ных подрешеток решетки Lq(K) вычислимо перечислимо, но не вычислимо по
лемме 9.2.

Выбирая X не вычислимо перечислимым, докажем все оставшиеся утвер-
ждения теоремы. �
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