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Аннотация. Рассматриваются интегральные операторы с неотрицательными яд-
рами и переменными пределами интегрирования, для которых при более слабых,
чем ранее исследованные, условиях на ядра получены критерии ограниченности и
компактности в весовых пространствах Лебега.

Ключевые слова: интегральный оператор с переменными пределами интегриро-
вания, пространство Лебега, ограниченность, компактность.

§ 1. Введение

Пусть I = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ +∞, 1 < p, q < ∞, 1
p + 1

p′ = 1, ρ и w —
неотрицательные, измеримые и п. в. конечные на I функции такие, что ρp, wq,
w−q

′
и ρ−p

′
локально суммируемые на I.

Множество всех измеримых п. в. конечных на I функций f таких, что

‖f‖p,ρ ≡ ‖ρf‖p =

 b∫
a

|ρf |p
 1

p

<∞,

обозначим через Lp,ρ ≡ Lp(ρ, I).
Рассмотрим интегральные операторы

K+f(x) =

β(x)∫
α(x)

K(x, s)f(s) ds, x ∈ I, (1)

K−g(s) =

β(s)∫
α(s)

K(x, s)g(x) dx, s ∈ I, (2)

из Lp,ρ в Lq,w. В случае, когда K(x, s) ≡ 1, оператор (1) обозначается через

Hf(x) =

β(x)∫
α(x)

f(s) ds, x ∈ I, (3)
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и называется оператором Харди — Стеклова [1].
На граничные функции α и β накладываем следующие условия:
(i) α(x) и β(x) локально абсолютно непрерывные и строго возрастающие

функции на I;
(ii) α(x)<β(x) для любого x ∈ I и lim

x→a
α(x) = lim

x→a
β(x) = a, lim

x→b
α(x) =

lim
x→b

β(x) = b.
В последнее десятилетие начались интенсивные исследования вопроса огра-

ниченности и компактности операторов (1)–(3) в весовых пространствах Лебега
[1–7] и в банаховых функциональных пространствах [8]. Достаточно хорошо
изучен оператор (3) (см. [1–5, 7]). Благодаря введению понятия «фарватер-
функции» в работах В. Д. Степанова и Е. П. Ушаковой [1, 7] получены кри-
терии ограниченности и компактности оператора (3) в интегральной форме,
полностью аналогичные случаю, когда одна из граничных функций операто-
ра (3) постоянная, и найдена связь между ограниченностью оператора (3) и
неравенствами вида ‖wf‖q ≤ C(‖ρf ′‖s + ‖vf‖p).

Ограниченность операторов (1)–(3) устанавливается применением блочно-
диагонального метода [1–8], суть которого заключается в разбиении интеграль-
ного оператора с двумя переменными пределами интегрирования на сумму ин-
тегральных операторов только с одним переменным пределом интегрирования
и последующем применении полученных результатов для таких операторов.
Впервые такой метод применен для оператора Харди — Стеклова (3) в работе
Э. Н. Батуева и В. Д. Степанова [2], когда α(x) = αx, β(x) = βx, a = 0, b = ∞,
а общий случай с условиями (i) и (ii) был изложен в кандидатской диссертации
Э. Н. Батуева [4], выполненной и защищенной в 1991 г. под научным руковод-
ством В. Д. Степанова. Поэтому, опираясь на истоки этого метода, далее его
будем называть блочно-диагональным методом Батуева — Степанова.

Операторы вида (1) исследованы в [6–8] в случае, когда их ядро K(x, s) ≥ 0
удовлетворяет условию

1
d
(K(x, β(z)) +K(z, s)) ≤ K(x, s) ≤ d(K(x, β(z)) +K(z, s)) (4)

при
a < z ≤ x < b, α(x) ≤ s ≤ β(z), (5)

а операторы вида (2) [1, 7] — при условии

1
d
(K(x, z) +K(α(z), s)) ≤ K(x, s) ≤ d(K(x, z) +K(α(z), s)) (6)

для
a < s ≤ z < b, α(z) ≤ x ≤ β(s), (7)

что позволяет применение блочно-диагонального метода Батуева — Степанова,
где d ≥ 1 — постоянная, не зависящая от x, z и s.

В случае, когда α(x) = a, β(x) ≡ x, т. е. когда оператор (1) имеет вид

Kf(x) =
x∫

a

K(x, s)f(s) ds, (8)

а его ядро K(x, s) ≥ 0 удовлетворяет условию [9]

1
d
(K(x, z) +K(z, s)) ≤ K(x, s) ≤ d(K(x, z) +K(z, s)) (9)
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при a < s ≤ z ≤ x < b, оператор (8) был объектом многих исследований
(см. [10–13] и приведенную там библиографию). Критерии (Lp,ρ → Lq,w)-
ограниченности и компактности оператора (8) даны в [14].

Нетрудно видеть, что условия (4) и (5) равносильны выполнению условия
(9) на ядра K̃(x, s) ≡ K(x, β(s)) при s ≤ z ≤ x ≤ α−1(β(s)), s ∈ I, и условия (6)
и (7) эквивалентны выполнению условия (9) на ядра K̂(x, s) ≡ K(α(x), s) при
β−1(α(x)) ≤ s ≤ z ≤ x, x ∈ I.

Здесь при более слабых, чем (4) и (6), условиях на ядра операторов (1) и
(2) устанавливаются (Lp,ρ → Lq,w)-ограниченность и компактность операторов
(1) и (2).

В работе полагаем 0
0 = 0, ∞ · 0 = 0. Соотношение A� B означает A ≤ cB,

где константа c > 0 может зависеть только от несущественных параметров.
Пишем A ≈ B вместо A � B � A. Всюду далее Z — множество целых чисел,
χD(·) — характеристическая функция множества D ⊂ R.

Работа организована следующим образом. В § 2 даются необходимые поня-
тия, обозначения и известные утверждения, используемые при доказательстве
основных результатов, которым посвящен § 3.

§ 2. Необходимые обозначения, понятия и утверждения

Пусть [c, d] ⊂ I. Для каждого целого n ≥ 0 определим классы O
±
n (c, d)

(см. [15]) ядер операторов (1) и (2) и договоримся писать K(·, ·) ≡ Kn(·, ·), если
K(·, ·) ∈ O±n (c, d).

Сначала определим классы O
+
n (c, d), n ≥ 0. Пусть �c,d = {(x, s) : c ≤

s ≤ x ≤ d} и K+(·, ·) — неотрицательная, измеримая и определенная на �c,d

функция, неубывающая по первому аргументу. Функция K+(·, ·) ≡ K+
0 (·, ·)

принадлежит классу O+
0 (c, d) тогда и только тогда, когда K+

0 (·, ·) имеет вид
K+

0 (x, s) ≡ v(s).
Пусть определены классы O

+
i (c, d), i = 0, 1, . . . , n − 1, n ≥ 1. Функция

K+(·, ·) ≡ K+
n (·, ·) принадлежит классу O+

n (c, d) тогда и только тогда, когда
существуют функции K+

i (·, ·) ∈ O
+
i (c, d), i = 0, 1, . . . , n − 1, и число hn > 0

такие, что

K+(x, s) ≡ K+
n (x, s) ≤ hn

n∑
i=0

K+
n,i(x, t)K

+
i (t, s)

при c ≤ s ≤ t ≤ x ≤ d, где

K+
n,i(x, t) = inf

c<s<t

K+
n (x, s)

K+
i (t, s)

, i = 0, 1, . . . , n− 1, K+
n,n(·, ·) ≡ 1.

По определению K+
n (x, s) ≥ K+

n,i(x, t)K
+
i (t, s), i = 0, 1, . . . , n− 1, при c ≤ s ≤ t ≤

x ≤ d, поэтому

K+
n (x, s) ≈

n∑
i=0

K+
n,i(x, t)K

+
i (t, s), c ≤ s ≤ t ≤ x ≤ d, (10)

где константы эквивалентности зависят от hn и n ≥ 0.
Нетрудно видеть, что если для функции K+(·, ·) существуют функции

K+
i (·, ·) ∈ O+

i (c, d), i = 0, 1, . . . , n− 1, и функции ϕn,i(·, ·) ≥ 0, i = 0, 1, . . . , n− 1,
измеримые и определенные на �c,d, такие, что

K+(x, s) ≈
n−1∑
i=0

ϕn,i(x, t)K+
i (t, s) +K+(t, s)



1316 Р. Ойнаров

при c ≤ s ≤ t ≤ x ≤ d, то K+(x, s) ≡ K+
n (x, s) ∈ O

+
n (c, d). Поэтому далее

K+
n,i(x, t), i = 0, 1, . . . , n − 1, будем считать произвольными неотрицательными

измеримыми и определенными на �c,d функциями, удовлетворяющими условию
(10).

Пусть функция K−(·, ·) определена, как выше, за исключением неубыва-
ния по первому аргументу. Вместо него потребуем невозрастания по второму
аргументу.

Определим классы O−n (c, d), n ≥ 0. Они состоят из функций видаK−(x, s) ≡
K−

0 (x, s) = u(x). Пусть определены классы O
−
i (c, d), i = 0, 1, . . . , n − 1, n ≥ 1.

Функция K−(·, ·) ≡ K−
n (·, ·) принадлежит классу O−n (c, d) тогда и только тогда,

когда существуют функции K−
i (·, ·) ∈ O−i (c, d), i = 0, 1, . . . , n−1, и число hn > 0

такие, что

K−(x, s) ≡ K−
n (x, s) ≤ hn

n∑
i=0

K−
i (x, t)K−

i,n(t, s), c ≤ s ≤ t ≤ x ≤ d,

где

K−
n,n(·, ·) ≡ 1, K−

i,n(t, s) = inf
t≤x≤d

K−
n (x, s)

K−
i (x, t)

, i = 0, 1, . . . , n− 1.

Как в (10), каждый класс O−n (c, d), n ≥ 1, ядер K−
n (·, ·) характеризуется соот-

ношением вида

K−
n (x, s) ≈

n∑
i=0

K−
i (x, t)K−

i,n(t, s), c ≤ s ≤ t ≤ x ≤ d, (11)

где K−
i,n(·, ·), i = 0, 1, . . . , n−1, можно считать произвольными неотрицательны-

ми функциями, удовлетворяющими условию (11).
Ядра классов O+

1 (c, d) и O−1 (c, d) соответственно характеризуются соотно-
шениями

K+
1 (x, s) ≈ K+

1,0(x, t)v(s) +K+
1 (t, s), (12)

K−
1 (x, s) ≈ K−

1 (x, t) + u(x)K−
0,1(t, s) (13)

при c ≤ s ≤ t ≤ x ≤ d, причем в (12) функция K+
1 (x, s) неубывающая по

первому аргументу, а K−
1 (x, s) в (13) невозрастающая по второму аргументу.

Будем говорить, что функция K±(·, ·) принадлежит O
±
n (I), n ≥ 0, если она

принадлежит O±n (c, d) для любого [c, d] ⊂ I.
Функцию K(·, ·), удовлетворяющую условию (9), можно считать неубыва-

ющей по первому аргументу и невозрастающей по второму аргументу, так как
она эквивалентна функции, обладающей этими свойствами [16]. Поэтому из (9),
(12) и (13) вытекает, что функция, удовлетворяющая условию (9), принадлежит
O

+
1 (I) ∩ O−1 (I).

Пусть функция K+(·, ·) ≥ 0 определена и измерима на множестве �+ =
{(x, s) : a < x < b, α(x) ≤ s ≤ β(x)} и неубывающая по первому аргументу.

Для целого n ≥ 0 определим классы O
+
n (α, β(·), �+). Класс O+

0 (α, β(·), �+)
состоит из функций вида K+(x, s) ≡ K+

0 (x, s) = v(s) при (x, s) ∈ �+. Пусть
определены классы O

+
i (α, β(·), �+), i = 0, 1, . . . , n − 1, n ≥ 1. Функция K+(·, ·)

принадлежит O+
n (α, β(·), �+) тогда и только тогда, когда существуют опреде-

ленные и измеримые на �a,b = {(x, t) : a < t ≤ x < b} функции K+
n,i(x, t) ≥ 0,
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i = 0, 1, . . . , n− 1, и функции K+
i (·, ·) ∈ O+

i (α, β(·), �+), i = 0, 1, . . . , n− 1, такие,
что

K+(x, s) ≡ K+
n (x, s) ≈

n∑
i=0

K+
n,i(x, t)K

+
i (t, s), K+

n,n(·, ·) ≡ 1, (14)

при
a < t ≤ x < b, α(x) ≤ s ≤ β(t), (15)

где константы эквивалентности не зависят от x, t и s.
Функцию K+

n,i(x, t), i = 0, 1, . . . , n− 1, можно определить как

K+
n,i(x, t) = inf

α(x)≤s≤β(t)

K+
n (x, s)

K+
i (t, s)

при a < t ≤ x < b.

Если в (14) и (15) заменим s на β(s), то получим, что включение K+(x, s) ∈
O

+
n (α, β(·), �+) эквивалентно условию K+(x, β(s)) ∈ O+

n (4−(t)) для любого t ∈
I, где 4−(t) = [β−1(α(t)), t].

Пусть, теперь, функция K−(·, ·) ≥ 0 определена, измерима на множестве
�− = {(x, s) : a < s < b, α(s) ≤ x ≤ β(s)} и невозрастающая по второму ар-
гументу. Определим классы O

−
n (α(·), β, �−), n ≥ 0 . К классу O−0 (α(·), β, �−)

отнесем все функции вида K−(x, s) ≡ K−
0 (x, s) = u(x) при всех (x, s) ∈ �−.

Пусть определены классы O
−
i (α(·), β, �−), i = 0, 1, . . . , n−1, n ≥ 1. Тогда функ-

ция K−(·, ·) принадлежит классу O−n (α(·), β, �−) тогда и только тогда, когда
существуют функции K−

i,n(t, s), i = 0, 1, . . . , n − 1, определенные и измеримые
на множестве �a,b, и функции K−

i (x, t) ∈ O
−
i (α(·), β, �−), i = 0, 1, . . . , n − 1,

такие, что

K−(x, s) ≡ K−
n (x, s) ≈

n∑
i=0

K−
i (x, t)K−

i,n(t, s), K−
n,n(·, ·) ≡ 1, (16)

при
a < s ≤ t < b, α(t) ≤ x ≤ β(s), (17)

где константы эквивалентности не зависят от x, t и s.
Здесь функцию K−

i,n(·, ·), i = 0, 1, . . . , n− 1, можно определить как

K−
i,n(t, s) = inf

α(t)≤x≤β(s)

K−
n (x, s)

K−
i (x, t)

при a < s ≤ t < b.

Если в (16) и (17) заменим x на α(x), то, как выше, видим, что условие
K−(x, s) ∈ O−n (α(·), β, �−) эквивалентно условию K−(α(x), s) ∈ O−n (4+(t)) для
любого t ∈ I, где 4+(t) = [t, α−1(β(t))].

Приведем известные утверждения, необходимые при доказательстве основ-
ных результатов. Из лемм 2.1 и 2.2 работы [7] следует

Лемма 1. Пусть 1 < p ≤ q <∞ и a ≤ c < d ≤ b. Тогда для (Lp,ρ(α(c), β(d))
→ Lq,w(c, d))-нормы операторов

H+f(x) =

β(x)∫
α(c)

f(t) dt, H−g(s) =

β(d)∫
α(s)

g(t) dt

имеют место соотношения

‖H+‖ ≈ sup
c<t<d

 d∫
t

wq(x) dx

 1
q
 β(t)∫

α(c)

ρ−p
′
(s) ds

 1
p′

,
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‖H−‖ ≈ sup
c<t<d

 t∫
c

wq(x) dx

 1
q
 β(d)∫

α(t)

ρ−p
′
(s) ds

 1
p′

.

Из теорем 5 и 6 в [15] вытекает

Лемма 2. Пусть 1 < p ≤ q <∞, a ≤ c < d ≤ b и ядро оператора K+f(x) =
x∫
c
K(x, s)f(s) ds, x ∈ (c, d), принадлежит классу O+

n (c, d)∪O−n (c, d), n ≥ 1. Тогда

оператор K+ : Lp,ρ(c, d) → Lq,w(c, d) ограничен тогда и только тогда, когда
выполнено одно из условий

B+
1 = sup

c<z<d

 d∫
z

wq(x)

 z∫
c

Kp′(x, s)ρ−p
′
(s) ds


q
p′

dx

 1
q

<∞,

B+
2 = sup

c<z<d

 z∫
c

ρ−p
′
(s)

 d∫
z

Kq(x, s)wq(x) dx


p′
q

ds

 1
p′

<∞,

при этом для (Lp,ρ(c, d) → Lq,w(c, d))-нормы оператора K+ имеет место соотно-
шение ‖K+‖ ≈ B+

1 ≈ B+
2 .

Лемма 3. Пусть 1 < p ≤ q <∞, a ≤ c < d ≤ b и ядро оператора K−g(s) =
d∫
s
K(x, s)g(x) dx, s ∈ (c, d), принадлежит классу O+

n (c, d)∪O−n (c, d), n ≥ 1. Тогда

оператор K− : Lp,ρ(c, d) → Lq,w(c, d) ограничен тогда и только тогда, когда
выполнено одно из условий

B−1 = sup
c<z<d

 z∫
c

wq(s)

 d∫
z

Kp′(x, s)ρ−p
′
(x) dx


q
p′

ds

 1
q

<∞,

B−2 = sup
c<z<d

 d∫
z

ρ−p
′
(x)

 z∫
c

Kq(x, s)wq(s) ds


p′
q

dx

 1
p′

<∞,

при этом для (Lp,ρ(c, d) → Lq,w(c, d))-нормы ‖K−‖ оператора K− имеет место
соотношение ‖K−‖ ≈ B−1 ≈ B−2 .

§ 3. Основные результаты

Положим

A+
1 (z) = sup

y∈4−(z)

 z∫
y

wq(x)

 β(y)∫
α(z)

Kp′(x, s)ρ−p
′
(s) ds


q
p′

dx

 1
q

,

A+
2 (z) = sup

y∈4−(z)

 β(y)∫
α(z)

ρ−p
′
(s)

 z∫
y

Kq(x, s)wq(x) dx


p′
q

ds

 1
p′

,
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A−1 (z) = sup
y∈4+(z)

 y∫
z

wq(s)

 β(z)∫
α(y)

Kp′(x, s)ρ−p
′
(x) dx


q
p′

ds

 1
q

,

A−2 (z) = sup
y∈4+(z)

 β(z)∫
α(y)

ρ−p
′
(x)

 y∫
z

Kq(x, s)wq(s) ds


p′
q

dx

 1
p′

,

A±i = sup
a<z<b

A±i (z), i = 1, 2.

Напомним, что 4+(z) = [z, α−1(β(z))], 4−(z) = [β−1(α(z)), z].

Теорема 1. Пусть 1 < p ≤ q <∞. Если ядро оператора (1) принадлежит
O

+
n (α, β(·), �+) ∪ O−n (β−1(·), α−1, �+), n ≥ 1, то

(i) оператор (1) (Lp,ρ → Lq,w)-ограничен тогда и только тогда, когда выпол-
няется условие A+

i <∞ хотя бы при одном i = 1, 2, при этом для (Lp,ρ → Lq,w)-
нормы оператора (1) имеет место соотношение ‖K+‖ ≈ A+

1 ≈ A+
2 ;

(ii) оператор (1) (Lp,ρ → Lq,w)-компактен тогда и только тогда, когда A+
i <

∞ и lim
y→a

A+
i (y) = lim

y→b
A+
i (y) = 0 хотя бы при одном i = 1, 2.

Теорема 2. Пусть 1 < p ≤ q <∞. Если ядро оператора (2) принадлежит
O
−
n (α(·), β, �−) ∪ O+

n (β, α−1(·), �−), n ≥ 1, то
(i) оператор (2) (Lp,ρ → Lq,w)-ограничен тогда и только тогда, когда выпол-

няется условие A−i < ∞ хотя бы при одном i = 1, 2, при этом для Lp,ρ → Lq,w

нормы оператора (2) имеет место соотношение ‖K−‖ ≈ A−1 ≈ A−2 ;
(ii) оператор (2) (Lp,ρ → Lq,w)-компактен тогда и только тогда, когда A−i <

∞ и lim
z→a

A−i (z) = lim
z→b

A+
i (z) = 0 хотя бы при одном i = 1, 2.

Сначала докажем теоремы 3 и 4, которые являются частными случаями
теорем 1 и 2 соответственно, а затем докажем теоремы 1 и 2.

Теорема 3. Пусть 1 < p ≤ q <∞. Если ядро оператора (1) принадлежит
O

+
n (α, β(·), �+), n ≥ 1, то

(i) оператор (1) (Lp,ρ → Lq,w)-ограничен тогда и только тогда, когда выпол-
няется условие A+

i <∞ хотя бы при одном i = 1, 2, при этом ‖K+‖ ≈ A+
1 ≈ A+

2 ;
(ii) оператор (1) (Lp,ρ → Lq,w)-компактен тогда и только тогда, когда A+

i <
∞ и lim

z→a
A+
i (z) = lim

z→b
A+
i (z) = 0 хотя бы при одном i = 1, 2.

Теорема 4. Пусть 1 < p ≤ q <∞. Если ядро оператора (2) принадлежит
O
−
n (α(·), β, �−), n ≥ 1, то

(i) оператор (2) (Lp,ρ → Lq,w)-ограничен тогда и только тогда, когда выпол-
няется условие A−i <∞ хотя бы при одном i = 1, 2, при этом ‖K−‖ ≈ A−1 ≈ A−2 ;

(ii) оператор (2) (Lp,ρ → Lq,w)-компактен тогда и только тогда, когда A−i <
∞ и lim

z→a
A−i (z) = lim

z→b
A+
i (z) = 0 хотя бы при одном i = 1, 2.

Доказательство теоремы 3. (i). Достаточность. Пусть A+
i < ∞

хотя бы при одном i = 1, 2. Для доказательства (Lp,ρ → Lq,w)-ограниченности
оператора (1) применим блочно-диагональный метод Батуева — Степанова.

Для фиксированного t0 ∈ I построим последовательность точек {tk}k∈Z ⊂
I : tk+1 = α−1(β(tk)), k ∈ Z, и положим 4k ≡ 4+(tk), δk = [τk, τk+1], где
τk = α(tk) = β(tk−1), k ∈ Z.
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Из условий (i), (ii), наложенных на функции α(·) и β(·), следует, что I =⋃
k
4k =

⋃
k
δk. Тогда для функции f ≥ 0 имеем

‖wK+f‖qq =
b∫

a

wq(x)

 β(x)∫
α(x)

K(x, s)f(s) ds

q

dx

=
∑
k

∫
4k

wq(x)

 β(x)∫
α(x)

K(x, s)f(s) ds

q

dx. (18)

Так как α(tk) ≤ α(x) ≤ α(tk+1) = β(tk) ≤ β(x) ≤ β(tk+1) при x ∈ 4k, то

β(x)∫
α(x)

K(x, s)f(s) ds =

α(tk+1)∫
α(x)

K(x, s)f(s) ds+

β(x)∫
β(tk)

K(x, s)f(s) ds, x ∈ 4k. (19)

Следуя [1], рассмотрим операторы

T+
k f(x) =

α(tk+1)∫
α(x)

K(x, s)f(s) ds, T+
k : Lp,ρ(δk) → Lq,w(4k),

S+
k f(x) =

β(x)∫
β(tk)

K(x, s)f(s) ds, S+
k : Lp,ρ(δk+1) → Lq,w(4k).

Из (18) и (19) имеем

‖wK+f‖qq ≈
∑
k

∫
4k

wq(x)
(
T+
k f(x)

)q
dx+

∑
k

∫
4k

wq(x)
(
S+
k f(x)

)q
dx

≤
∑
k

∥∥T+
k

∥∥q( ∫
δk

|ρf |p
) q

p

+
∑
k

∥∥S+
k

∥∥q( ∫
δk+1

|ρf |p
) q

p

� max
{
sup
k

∥∥T+
k

∥∥, sup
k

∥∥S+
k

∥∥}q‖ρf‖qp.
Отсюда

‖K+‖ � max
{
sup
k

∥∥T+
k

∥∥, sup
k

∥∥S+
k

∥∥}
, (20)

где
∥∥T+

k

∥∥ и
∥∥S+

k

∥∥ — нормы операторов T+
k и S+

k соответственно из Lp,ρ(δk) в
Lq,w(4k) и из Lp,ρ(δk+1) в Lq,w(4k).

По условию ядро K(·, ·) оператора (1) принадлежит O+
n (α, β(·), �+), поэто-

му при x ≥ tk, α(x) ≤ s ≤ β(tk) = α(tk+1) в силу (14) и (15) имеем

K(x, s) ≡ Kn(x, s) ≈
n∑
i=0

Kn,i(x, tk)Ki(tk, s).

Следовательно, для x ∈ 4k

T+
k f(x) ≈

n∑
i=0

T+
k,if(x), (21)
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где

T+
k,if(x) = Kn,i(x, tk)

β(tk)∫
α(x)

Ki(tk, s)f(s) ds, i = 0, 1, . . . , n, Kn,n(·, ·) ≡ 1.

Из (21) имеем
∥∥T+

k

∥∥ ≤ n∑
i=0

∥∥T+
k,i

∥∥, где ‖Tk,i‖ — норма оператора T+
k,i из Lp,ρ(δk) в

Lq,w(4k). Так как операторы T+
k,i, i = 0, 1, . . . , n, по сути, операторы Харди, то

в силу леммы 1 получим

‖Tk‖ �
n∑
i=0

sup
z∈4k

 z∫
tk

wq(x)Kq
n,i(x, tk) dx

 1
q
 β(tk)∫

α(z)

Kp′

i (tk, s)ρ−p
′
(s) ds

 1
p′

� sup
z∈4k

 z∫
tk

wq(x)

 β(tk)∫
α(z)

Kp′(x, s)ρ−p
′
(s) ds


q
p′

dx

 1
q

≈ sup
z∈4k

 β(tk)∫
α(z)

ρ−p
′
(s)

 z∫
tk

Kq(x, s)wq(x) dx


p′
q

ds

 1
p′

.

Отсюда

sup
k∈Z

‖Tk‖ � sup
a<y<b

sup
z∈4+(y)

 z∫
y

wq(x)

 β(y)∫
α(z)

Kp′(x, s)ρ−p
′
(s) ds


q
p′

dx

 1
q

≈ sup
a<y<b

sup
z∈4+(y)

 β(y)∫
α(z)

ρ−p
′
(s)

 z∫
y

Kq(x, s)wq(x) dx


p′
q

ds

 1
q

= sup
a<z<b

sup
y∈4−(z)

 β(y)∫
α(z)

ρ−p
′
(s)

 z∫
y

Kq(x, s)wq(x) dx


p′
q

ds

 1
q

= A+
2 ≈ A+

1 . (22)

Оценим ‖Sk‖, k ∈ Z. Величина ‖Sk‖ является наилучшей постоянной в
неравенстве ∫

4k

wq(x)

 β(x)∫
β(tk)

K(x, s)f(s) ds

q

dx

 1
q

≤ ‖Sk‖
( ∫
δk+1

|ρ(s)f(s)|p ds
) 1

p

.

Здесь, произведя замену s = β(y) и полагая f(β(y))β′(y) = g(y) с учетом
δk+1 = [β(tk), β(tk+1)], имеем ∫

4k

wq(x)

 x∫
tk

K(x, β(y)g(y) dy

q

dx

 1
q

≤ ‖Sk‖
(∫
4k

|ρ̃(y)g(y)|p dy
) 1

p

,
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где ρ̃(y) = ρ(β(y))(β′(y))
1−p
p .

Из (14), (15) следует, как сказано выше, что K(x, β(y)) ∈ O+
n (4k), поэтому

на основании леммы 2

‖Sk‖ � sup
z∈4k

 tk+1∫
z

wq(x)

 z∫
tk

Kp′(x, β(y))(ρ̃(y))−p
′
dy


q
p′

dx

 1
q

≈ sup
z∈4k

 z∫
tk

(ρ̃(y))−p
′

 tk+1∫
z

Kq(x, β(y))wq(x) dx


p′
q

dy

 1
p′

.

Отсюда, произведя замену β(y) = s, имеем

‖Sk‖ � sup
z∈4−(tk+1)

 tk+1∫
z

wq(x)

 β(z)∫
α(tk+1)

Kp′(x, s)ρ−p
′
(s) ds


q
p′

dx

 1
q

= A+
1 (tk+1) ≈ A+

2 (tk+1).

Тогда
sup
k∈Z

‖Sk‖ � A+
1 ≈ A+

2 . (23)

Из (20), (22) и (23) следует

‖K+‖ � A+
1 ≈ A+

2 . (24)

Необходимость. Пусть ‖K+‖ < ∞ и z ∈ 4−(t), t ∈ I. Из (Lp,ρ →
Lq,w)-ограниченности оператора (1) следует (Lq′,w−1 → Lp′,ρ−1)-ограниченность
сопряженного оператора

K∗
+g(s) =

α−1(s)∫
β−1(s)

K(x, s)g(x) dx. (25)

Положим g0(x) = χ[z,t](x)wq(x), тогда в силу локальной суммируемости
функций wq, w−q

′
имеем 0 < ‖w−1g0‖q′ = ‖w‖q,(z,t) = γ < ∞. Используя

условия (14) и (15), получим

‖K+‖ = ‖K∗
+‖ ≥

‖ρ−1K∗
+g0‖p′

‖w−1g0‖q′

≥ 1
γ

 β(z)∫
α(t)

ρ−p
′
(s)

 α−1(s)∫
β−1(s)

K(x, s)g0(x) dx

p′

ds

 1
p′

� 1
γ

 β(z)∫
α(t)

ρ−p
′
(s)

 t∫
z

K(x, s)g0(x) dx

p′

ds

 1
p′

� 1
γ

 β(z)∫
α(t)

Kp′

i (z, s)ρ−p
′
(s) ds

 1
p′ t∫

z

Kn,i(x, z)wq(x) dx, i = 0, 1, . . . , n.
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Следовательно,

β(z)∫
α(t)

Kp′

i (z, s)ρ−p
′
(s) ds <∞, i = 0, 1, . . . , n.

Поэтому зададим пробные функции в виде

fi(s) ≡ fi,t(s) = χ[α(t),β(z)](s)K
p′−1
i (z, s)ρ−p

′
(s), i = 0, 1, . . . , n.

Тогда

‖ρfi‖p =

 β(z)∫
α(t)

Kp′

i (z, s)ρ−p
′
(s) ds

 1
p

, i = 0, 1, . . . , n. (26)

Используя условия (14) и (15), имеем

‖wK+fi‖q ≥

 t∫
z

wq(x)

 β(x)∫
α(x)

K(x, s)fi(s) ds

q

dx

 1
q

≥

 t∫
z

wq(x)

 β(z)∫
α(t)

K(x, s)Kp′−1
i (z, s)ρ−p

′
(s) ds

q

dx

 1
q

�

 t∫
z

Kq
n,i(x, z)w

q(x) dx

 1
q β(z)∫
α(t)

Kp′

i (z, s)ρ−p
′
(s) ds, i = 0, 1, . . . , n. (27)

Тогда из (26) и (27) следует

‖K+‖ �
n∑
i=0

‖wK+fi‖q
‖ρfi‖p

≥
n∑
i=0

 t∫
z

Kq
n,i(x, z)w

q(x) dx

 1
q
 β(z)∫

α(t)

Kp′

i (z, s)ρ−p
′
(s) ds

 1
p′

≈

 t∫
z

wq(x)

 β(z)∫
α(t)

Kp′(x, s)ρ−p
′
(s) ds


q
p′

dx

 1
q

≈

 β(z)∫
α(t)

ρ−p
′
(s)

 t∫
z

Kq(x, s)wq(x) dx


p′
q

ds

 1
p′

.

Откуда в силу произвольности z ∈ 4−(t), t ∈ I, имеем

∞ > ‖K+‖ � A+
1 ≈ A+

2 . (28)

Из (24) и (28) получим, что ‖K+‖ ≈ A+
1 ≈ A+

2 .
П. (i) теоремы 3 доказан.
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(ii). Необходимость. Пусть оператор (1) (Lp,ρ → Lq,w)-компактен. Тогда
он ограничен, следовательно, по утверждению п. (i) A+

i <∞, i = 1, 2. Положим
f̄i,t(s) = fi,t(s)

‖ρfi,t‖p , i = 0, 1, . . . , n.
Пусть g ∈ Lp′,ρ−1 . Тогда

b∫
a

g(s)f̄i,t(s) ds =

β(z)∫
α(t)

g(s)f̄i,t(s) ds ≤

 β(z)∫
α(t)

|ρ−1g|p
′
dt

 1
p′

.

Так как z ∈ 4−(t), из t → a (t → b) вытекают z → a (z → b), α(t) → a
(α(t) → b) и β(z) → a (β(z) → b), то

lim
t→a

β(z)∫
α(t)

|ρ−1g|p
′
dt = lim

t→b

β(z)∫
α(t)

|ρ−1g|p
′
dt = 0.

Следовательно, при каждом i = 0, 1, . . . , n t-семейство функций f̄i,t слабо
сходится к нулю при t→ a и t→ b. Тогда lim

t→a
‖wK+f̄i,t‖q = lim

t→b
‖wK+f̄i,t‖q = 0,

i = 0, 1, . . . , n, в силу (Lp,ρ → Lq,w)-компактности оператора (1).
Как в (27), имеем

n∑
i=0

‖wK+f̄i,t‖q � sup
z∈4−(t)

n∑
i=0

 t∫
z

Kq
n,i(x, z)w

q(x) dx

 1
q

×

 β(z)∫
α(t)

Kp′

i (z, s)ρ−p
′
(s) ds

 1
p′

≈ A+
1 (t) ≈ A+

2 (t).

Поэтому lim
t→a

A+
i (t) = lim

t→b
A+
i (t) = 0, i = 1, 2.

(ii). Достаточность. Пусть A+
i < ∞ и lim

t→a
A+
i (t) = lim

t→b
A+
i (t) = 0 хотя

бы при одном i = 1, 2. Из условия A+
i < ∞ в силу утверждения (i) опера-

тор (1) (Lp,ρ → Lq,w)-ограничен. Пусть a < c < d < b. Рассмотрим оператор
χ[c,d]K+f(x) ≡ χ[c,d](x)K+f(x). Оператор χ[c,d]K+ ограничен из Lp,ρ в Lq,w, но
действие его из Lp,ρ в Lq,w равносильно действию из Lp,ρ(α(c), β(d)) в Lq,w(c, d).
Из A+

i <∞ следует, что d∫
c

 β(d)∫
α(c)

wp′(x)Kp′(x, s)ρ−p
′
(s) ds


q
p′

dx

 1
q

<∞.

Следовательно (см. [17, теорема 6.3]), оператор χ(c,d)K+ компактен из
Lp,ρ(α(c), β(d)) в Lq,w(c, d), это равносильно его (Lp,ρ → Lq,w)-компактности.
Тогда

‖K+ − χ[c,d]K+‖ ≤ ‖χ(a,c)K+‖+ ‖χ(d,b)K+‖, (29)

где ‖ · ‖ — норма указанных операторов из Lp,ρ в Lq,w. Ядро χ(a,c)(x)K(x, s)
(χ(d,b)(x)K(x, s)) оператора χ(a,c)K+ (χ(d,b)K+) удовлетворяет условию (14) и
(15), стало быть, по утверждению (i)

‖χ(a,c)K+‖ � sup
a<z<c

A+
i (z), ‖χ(d,b)K+‖ � sup

d<z<b
A+
i (z), i = 1, 2. (30)
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Согласно (29), (30) оператор (1) является равномерным пределом компакт-
ных операторов χ[c,d]K+ при c→ a, d→ b. Следовательно, он компактен.

Теорема 3 доказана.

Доказательство теоремы 4. Докажем достаточность утверждения (i).
Остальное доказывается, как в теореме 3.

Пусть A−i <∞ хотя бы при одном i = 1, 2. Применяя блочно-диагональный
метод Батуева — Степанова для g ≥ 0, получим представление

‖wK−g‖qq ≈
∑
k

∫
4k

wq(s)(T−k g(s))qds+
∑
k

∫
4k

wq(s)(S−k g(s))
qds.

Отсюда, как в теореме 3,

‖K−‖ � max{sup
k
‖T−k ‖, sup

k
‖S−k ‖}, (31)

где

T−k g(s) =

β(tk)∫
α(s)

K(x, s)g(x) dx, T−k : Lp,ρ(δk) → Lq,w(4k),

S−k g(s) =

β(s)∫
α(tk+1)

K(x, s)g(x) dx, S−k : Lp,ρ(δk+1) → Lq,w(4k).

По условию теоремы ядро K(·, ·) принадлежит O−n (α(·), β, �−), поэтому в
силу (16) и (17) при s ∈ 4k и α(tk+1) ≤ x ≤ β(s) имеет место соотношение

K(x, s) ≡ Kn(x, s) ≈
n∑
i=0

Ki(x, tk+1)Ki,n(tk+1, s).

Поэтому для s ∈ 4k имеем

S−k g(s) ≈
n∑
i=0

Ki,n(tk+1, s)

β(s)∫
α(tk+1)

Ki(x, tk+1)g(x) dx =
n∑
i=0

S−k,ig(s),

где

S−k,ig(s) = Ki,n(tk+1, s)

β(s)∫
α(tk+1)

Ki(x, tk+1)g(x) dx, i = 0, 1, . . . , n.

Отсюда ‖S−k ‖ �
n∑
i=0

‖Sk,i‖, где ‖Sk,i‖ — норма оператора S−k,i, i = 0, 1, . . . , n, из

Lp,ρ(δk+1) в Lq,w(4k). Так как все Sk,i, i = 0, 1, . . . , n, являются операторами
Харди, в силу леммы 1

‖S−k ‖ �
n∑
i=0

sup
z∈4−(tk+1)

 tk+1∫
z

wq(s)Kq
i,n(tk+1, s) ds

 1
q

×

 β(z)∫
α(tk+1)

Kp′

i (x, tk+1)ρ−p
′
(x) dx

 1
p′
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� sup
z∈4−(tk+1)

 tk+1∫
z

wq(s)

 β(z)∫
α(tk+1)

Kp′(x, s)ρ−p
′
(x) dx


q
p′

ds

 1
q

≈ sup
z∈4−(tk+1)

 β(z)∫
α(tk+1)

ρ−p
′
(x)

 tk+1∫
z

Kq(x, s)wq(s) ds


p′
q

dx

 1
p′

.

Следовательно,

sup
k
‖S−k ‖ � sup

a<t<b
sup

z∈4−(t)

 t∫
z

wq(s)

 β(z)∫
α(t)

Kp′(x, s)ρ−p
′
(x) dx


q
p′

ds

 1
p′

= sup
a<z<b

sup
t∈4+(z)

 t∫
z

wq(s)

 β(z)∫
α(t)

Kp′(x, s)ρ−p
′
(x) dx


q
p′

ds

 1
p′

= A−1 ≈ A−2 .
(32)

Оценим (Lp,ρ(δk+1) → Lq,w(4k))-нормы ‖T−k ‖ операторов T−k , k ∈ Z. Про-
изведя замену x = α(y) в неравенстве ∫

4k

wq(s)

 α(tk+1)∫
α(s)

K(x, s)g(x) dx

q

ds

 1
q

≤ ‖T−k ‖
( ∫
δ(tk)

|ρg|p dx
) 1

p

и затем полагая g(α(y))α′(y) = f(y), имеем tk+1∫
tk

wq(s)

 tk+1∫
s

K(α(y), s)f(y) dy

q

ds

 1
q

≤ ‖Tk‖

 tk+1∫
tk

|ρ̃(y)f(y)|p dy

 1
p

,

(33)
где ρ̃ = ρ(α(y))(α′(y))

1−p
p .

Так как K(α(y), s) ∈ O−n (4k) в силу условия (16) и (17), из (33) на основа-
нии леммы 3 получим

‖Tk‖ � sup
z∈4k

 z∫
tk

wq(s)

 tk+1∫
z

Kp′(α(y), s)ρ̃−p
′
(y) dy


q
p′

ds

 1
q

≈ sup
z∈4k

 tk+1∫
z

ρ̃−p
′
(y)

 z∫
tk

Kq(α(y), s)wq(s) ds


p′
q

dy

 1
p′

= sup
z∈4+(tk)

 β(tk)∫
α(z)

ρ−p
′
(x)

 z∫
tk

Kq(x, s)wq(s) ds


p′
q

dx

 1
p′

= A−2 (tk) ≈ A−1 (tk).

Тогда
sup
k
‖T−k ‖ � A−1 ≈ A−2 . (34)

Из (31), (32) и (34) имеем ‖K−‖ � A−1 ≈ A−2 . Теорема 4 доказана.
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Доказательство теоремы 1. Теорему 1 остается доказать только для
случая, когда ядро оператора (1) принадлежит O

−
n (β−1(·), α−1, �+). Пусть

K(·, ·) ∈ O−n (β−1(·), α−1, �+). Оператор (1) (Lp,ρ → Lq,w)-ограничен, компак-
тен тогда и только тогда, когда сопряженный оператор (25) соответственно
(Lq′,w−1 → Lp′,ρ−1)-ограничен, компактен. На основании теоремы 4 оператор
(25) (Lq′,w−1 → Lp′,ρ−1)-ограничен тогда и только тогда, когда Ã−i <∞ хотя бы
при одном i = 1, 2, причем ‖K+‖ = ‖K∗

+‖ ≈ Ã−1 ≈ Ã−2 , и (Lq′,w−1 → Lp′,ρ−1)-
компактен тогда и только тогда, когда Ã−i <∞ и

lim
z→a

Ã−i (z) = lim
z→b

Ã−i (z) = 0 (35)

хотя бы при одном i = 1, 2. Здесь

Ã−1 (z) = sup
z≤t≤β(α−1(z))

 t∫
z

ρ−p
′
(s)

 α−1(z)∫
β−1(t)

Kq(x, s)wq(x) dx


p′
q

ds

 1
p′

,

Ã−2 (z) = sup
z≤t≤β(α−1(z))

 α−1(z)∫
β−1(t)

wq(x)

 t∫
z

Kq(x, s)ρ−p
′
(s) ds


q
p′

dx

 1
q

,

Ã−i = sup
a<z<b

Ã−i (z), i = 1, 2.

Таким образом, если мы покажем, что Ã−i ≈ A+
i , i = 1, 2, и условие (35)

эквивалентно условию lim
z→a

A+
i (z) = lim

z→b
A+
i (z) = 0, то теорема 1 будет доказана.

В выражении Ã−i (z) произведем замену α−1(z) → z, β−1(t) → t. Тогда

Ã−1 (α(z)) = sup
α(z)≤β(t)≤β(z)

 β(t)∫
α(z)

ρ−p
′
(s)

 z∫
t

Kq(x, s)wq(x) dx


p′
q

ds

 1
p′

= sup
β−1(α(z))≤t≤z

 β(t)∫
α(z)

ρ−p
′
(s)

 z∫
t

Kq(x, s)wq(x) dx


p′
q

ds

 1
p′

= A+
2 (z),

поэтому Ã−1 = sup
a<z<b

Ã−1 (z) = sup
a<z<b

Ã−1 (α(z)) = sup
a<z<b

A+
2 (z) = A+

2 .

Аналогично Ã−2 (α(z)) = A+
1 (z) и Ã−2 = A+

1 . Легко видеть, что (32) выполня-
ется тогда и только тогда, когда выполняется lim

z→a
A+
i (z) = lim

z→a
Ã−2−i(α(z)) = 0,

lim
z→b

A+
i (z) = lim

z→b
Ã−2−i(α(z)) = 0.

Теорема 1 доказана.

Теорема 2 доказывается аналогично.
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