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Аннотация. Развивается многомерное функциональное исчисление генераторов
полугрупп, основанное на классе функций Бернштейна нескольких переменных.
Устанавливаются теоремы об отображении спектров, дается условие голоморфно-
сти полугрупп, порождаемых операторами, возникающими в исчислении, а также
доказывается неравенство моментов для этих операторов.
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1. Введение и предварительные сведения

Одномерное исчисление Бохнера — Филлипса берет начало в работах [1, 2]
(см. также [3–7]). Оно находит важные применения в теории вероятностей, ко-
торые связаны с тем, что функции Бернштейна возникают в теории безгранично
делимых распределений [8, гл. XIII, § 7, теорема 2], а также теории случайных
процессов [9, гл. XXIII, § 5, теорема 23.115.2 и формула (23.15.13); 10, с. 1339,
разд. 7]). Основы многомерного исчисления Бохнера — Филлипса заложены
автором в [11–13]. В данной статье определен совместный спектр набора за-
мкнутых коммутирующих операторов в банаховом пространстве и установлены
теоремы об отображении этого спектра и его частей для многомерного исчисле-
ния Бохнера — Филлипса (теоремы об отображении спектра для одномерного
исчисления см. в [6]), дано условие голоморфности полугрупп, порождаемых
операторами, возникающими в исчислении, а также доказано полезное неравен-
ство моментов для этих операторов. Напомним необходимые понятия и факты
из [11, 13].

Определение 1 [11]. Будем говорить, что неположительная функция ψ ∈
C∞((−∞; 0)n) есть (отрицательная) функция Бернштейна n переменных (или
принадлежит классу Tn), если все ее частные производные первого порядка
абсолютно монотонны (функция из C∞((−∞; 0)n) называется абсолютно мо-
нотонной, если она неотрицательна вместе со своими частными производными
всех порядков).

Ясно, что Tn — конус относительно поточечного сложения функций и умно-
жения на скаляр.

Работа выполнена при финансовой поддержке Государственной программы фундамен-
тальных исследований Республики Беларусь (договор № 20061473).
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Известно [13], что каждая функция ψ ∈ Tn допускает интегральное пред-
ставление (здесь и ниже точкой обозначается скалярное произведение в Rn+;
запись s→ −0 означает, что s1 → −0, . . . , sn → −0)

ψ(s) = c0 + c1 · s+
∫

Rn+\{0}

(es·u − 1) dµ(u) (s ∈ (−∞; 0)n), (1.1)

где c0 = ψ(−0) := lim
s→−0

ψ(s), а c1 ∈ Rn+ и положительная мера µ на Rn+ \
{0} определяются по ψ однозначно. Кроме того, ψ продолжается по формуле
(1.1) до функции, голоморфной в области {Re s < 0} ⊂ Cn и непрерывной в
замыкании этой области.

Примерами функций Бернштейна одного переменного служат −(−s)α (0 <
α ≤ 1), − log(1− s), −arch(1− s) (см. [6]). Большое число примеров приведено
в монографии [7], специально посвященной этому предмету.

Всюду далее, если не оговорено противное, T (u) = T1(u1) . . . Tn(un) (u ∈
Rn+) — ограниченная n-параметрическая C0-полугруппа операторов в комплекс-
ном банаховом пространстве X, T1, . . . , Tn — попарно коммутирующие однопа-
раметрические C0-полугруппы в X, удовлетворяющие условиям ‖Tj(t)‖ ≤ Mj

(t ≥ 0, Mj = const ≥ 1, j = 1, . . . , n). Через Aj обозначим генератор полугруппы
Tj с областью определения D(Aj) (частный генератор полугруппы T ) и поло-
жим A = (A1, . . . , An). Далее коммутирование операторов A1, . . . , An означает
коммутирование соответствующих полугрупп. Через Gen(X) будем обозначать
множество всех генераторов равномерно ограниченных C0-полугрупп в X, а че-
рез I — единичный оператор в X. Отметим, что векторное подпространство

D(A) :=
n⋂
j=1

D(Aj) плотно в X (см. [9, § 10.10] или [14, предложение 3.26]).

Определение 2 [13]. Определим значение функции ψ из Tn вида (1.1) на
наборе A = (A1, . . . , An) при x ∈ D(A) формулой

ψ(A)x = c0x+ c1 ·Ax+
∫

Rn+\{0}

(T (u)− I)x dµ(u), (1.2)

где c1 ·Ax :=
n∑
j=1

cj1Ajx (интеграл понимается в смысле Бохнера).

Пусть ψ ∈ Tn, t ≥ 0. Тогда функция gt(s) := etψ(s) абсолютно монотонна
на (−∞; 0)n и gt(s) ≤ 1. В силу многомерного варианта теоремы Бернштейна —
Уиддера (см., например, [15]) существует такая единственная ограниченная по-
ложительная мера νt на Rn+, что при s ∈ (−∞; 0)n

gt(s) =
∫

Rn+

es·udνt(u) = L νt(s) (1.3)

(здесь и ниже L ν обозначает n-мерное преобразование Лапласа меры ν).
Определение 3. Используя обозначения, введенные выше, положим

(x ∈ X)

gt(A)x =
∫

Rn+

T (u)x dνt(u) (1.4)
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(интеграл Бохнера).

Очевидно, что

‖gt(A)‖ ≤

(
n∏
j=1

Mj

)
etψ(−0) ≤

n∏
j=1

Mj .

Поскольку gt+r(s) = gt(s)gr(s), то νt образуют сверточную полугруппу огра-
ниченных мер на Rn+. Поэтому g(A) : t 7→ gt(A) — ограниченная полугруппа
операторов на X. В частности, g(A) — C0-полугруппа. В одномерном случае
она называется полугруппой, подчиненной полугруппе T (терминология восхо-
дит к теории вероятностей, см. [8, § X.7]).

В [16] замечено, что основная теорема из [13] может быть уточнена следу-
ющим образом.

Теорема 4. Замыкание оператора ψ(A) существует и является генерато-
ром полугруппы g(A) класса C0, определенной формулой (1.4).

В самом деле, в [13] доказано, что оператор ψ(A) замыкаем и его расшире-
нием является генератор G C0-полугруппы g(A). Поэтому ψ(A) ⊆ G. Покажем,
что здесь имеет место равенство. Поскольку операторы gt(A) коммутируют с
Tk(s) при всех k, как легко проверить, gt(A) : D(Ak) → D(Ak) при всех k, а
потому и gt(A) : D(A) → D(A). Отсюда следует, что D(A) — существенная об-
ласть для генератора G (см. [17, следствие 3.1.7]). С другой стороны, D(A) —
существенная область для оператора ψ(A), причем сужения операторов ψ(A) и
G на D(A) совпадают. Поэтому ψ(A) = G, что и завершает доказательство. �

Предыдущая теорема мотивирует окончательный вариант определения опе-
раторов ψ(A).

Определение 5 [13]. Под значением функции ψ из Tn на наборе A =
(A1, . . . , An) коммутирующих операторов из Gen(X) будем понимать генератор
полугруппы g(A). Это значение далее обозначаем через ψ(A). Возникающее
функциональное исчисление будем называть многомерным исчислением Бох-
нера — Филлипса, или Tn-исчислением.

Введенные выше обозначения и ограничения далее будут применяться без
дополнительных пояснений.

2. Отображение совместных спектров

Уже для функции ψ ∈ T1 теорема об отображении спектра в смысле спра-
ведливости равенства ψ(σ(A)) = σ(ψ(A)), где A ∈ Gen(X), σ(A) — спектр опе-
ратора A, может не выполняться, в чем нас убеждает следующий

Пример 6. Пусть ψ(s) = es − 1. В этом случае представляющая мера µ
равна ε1, мере Дирака на R, сосредоточенной в единице. Тогда в силу опре-
деления 5 и теоремы 4 ψ(A) = T (1) − I. Но известно, что существуют такие
равномерно ограниченные полугруппы класса C0, для которых σ(T (1)) 6= eσ(A)

(см., например, [18, гл. 1, пример 9.6]; в этом примере σ(A) = ∅, а T (t) = O при
t ≥ 1). Последнее означает, что σ(ψ(A)) 6= ψ(σ(A)). �

Определение 7. Совместный точечный спектр σp(A) набора A операто-
ров в X есть множество тех λ ∈ Cn, для которых найдется вектор x ∈ D(A),
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x 6= 0 (совместный собственный вектор набора A), удовлетворяющий равен-
ствам Ajx = λjx при всех j = 1, . . . , n.

Определение 8. Совместный аппроксимативный спектр σa(A) набора
A операторов в X есть множество тех λ ∈ Cn, для которых найдется такая
последовательность векторов xm ∈ D(A), ‖xm‖ = 1 (совместный аппроксима-
тивный собственный вектор набора A), что ‖Ajxm − λjxm‖ → 0 (m→∞) при
всех j = 1, . . . , n.

Определение 9. Совместный остаточный спектр σR(A) набора A опе-
раторов в X есть множество тех λ ∈ Cn, для которых векторное пространство
n∑
j=1

Im(λj −Aj) не плотно в X.

Определение 10. Совместный спектр σJ(A) набора A операторов в X
определим равенством

σJ(A) = σa(A) ∪ σR(A).

Легко видеть, что в случае одного оператора эти определения совпадают с
соответствующими классическими и σp(A), σa(A), σR(A) и σJ(A) содержатся в
σp(A1) × · · · × σp(An), σa(A1) × · · · × σa(An), σR(A1) × · · · × σR(An) и σ(A1) ×
· · · × σ(An) соответственно.

Далее положим A′ := (A′1, . . . , A′n) (штрих здесь обозначает сопряженный
оператор).

Лемма 11. Для любого набора A операторов в X справедливо равенство
σR(A) = σp(A′).

Доказательство. Заметим, что λ ∈ σR(A) тогда и только тогда, когда

f

(
n∑
k=1

Im(λk − Ak)
)

= {0}, т. е. (поскольку
n∑
k=1

Im(λk − Ak) ⊇ Im(λj − Aj) при

всех j = 1, . . . , n) тогда и только тогда, когда f(Im(λj − Aj)) = {0} при всех
j = 1, . . . , n для некоторого ненулевого непрерывного линейного функционала
f в X. В силу определения сопряженного оператора это равносильно тому, что
(λj −A′j)f = 0 при всех j = 1, . . . , n. �

Теорема 12. Для набора A попарно коммутирующих генераторов ограни-
ченных C0-полугрупп в банаховом пространстве X справедливы включения:

1) σR(ψ(A)) ⊇ ψ(σR(A));
2) σp(ψ(A)) ⊇ ψ(σp(A));
3) {α ∈ σp(ψ(A)) : найдутся собственный вектор x оператора ψ(A), отвеча-

ющий α, и совместный собственный вектор f набора A′ такие, что f(x) 6= 0} ⊆
ψ(σR(A)).

Если к тому же σa(Aj) ⊆ {z ∈ C : Re z < 0} при всех j или ∂ψ(−0)/∂sj 6= ∞
при всех j, то

4) σa(ψ(A)) ⊇ ψ(σa(A));
5) σ(ψ(A)) ⊇ ψ(σJ(A)).

Доказательство. 1. При λ ∈ Cn, Reλ ≤ 0 и x ∈ D(A) в силу (1.1) и (1.3)
имеем

ψ(λ)x− ψ(A)x = c1 · (λI −A)x+
∫

Rn+

(eλ·uI − T (u))x dµ(u). (2.1)
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Для любых ограниченных операторов Bj , Cj , j = 1, . . . , n, в X справедливо
тождество

n∏
j=1

Bj −
n∏
j=1

Cj = (B1 − C1)
n∏
j=2

Bj + C1(B2 − C2)
n∏
j=3

Bj + · · ·+
n−1∏
j=1

Cj(Bn − Cn).

С учетом коммутирования полугрупп Tj отсюда получаем, что

eλ·uI − T (u) =
n∑
j=1

(eλjujI − Tj(uj))Uj(u), (2.2)

Uj(u) =
∏

1≤l<j

Tl(ul)
∏

j<k≤n

eλkuk

— ограниченные операторы в X, коммутирующие с Ti (i = 1, . . . , n), ‖Uj(u)‖ ≤
Mn−1. Известно (см., например, [14, формулы (8.1a), (8.1b)]), что формулы

V λj (uj)x =

uj∫
0

e(uj−s)λjTj(s)x ds

определяют ограниченные операторы в X, Im
(
V λj (uj)

)
⊆ D(Aj), также комму-

тирующие со всеми Ti, причем

(eλjujI − Tj(uj))x = (λjI −Aj)V λj (uj)x при x ∈ X.

Подставляя это в (2.2), а результат — в (2.1), при x ∈ D(A) имеем

(ψ(λ)I−ψ(A))x =
n∑
j=1

cj1(λjI−Aj)x+
n∑
j=1

∫
Rn+

(λjI−Aj)V λj (uj)Uj(u)x dµ(u). (2.3)

Если λ ∈ σR(A), то здесь правая часть принадлежит замыканию в X под-

пространства
n∑
j=1

Im(λj − Aj), причем это замыкание не совпадает с X. Следо-

вательно, с учетом того, что D(A) есть существенная область оператора ψ(A),
получаем, что образ оператора ψ(λ)I − ψ(A) не всюду плотен, т. е. ψ(λ) ∈
σR(ψ(A)).

2. Пусть Ajx = λjx при некотором x ∈ D(A), x 6= 0, j = 1, . . . , n. Тогда
T (u)x = eλ·ux, поскольку в силу [9, теорема 11.6.3] Tj(ξ)x = eλjξx. Формулы
(1.3) и (1.1) показывают, что

ψ(A)x =
(
c0 + c1 · λ+

∫
Rn+

(eλ·u − 1) dµ(u)
)
x = ψ(λ)x,

т. е. ψ(λ) ∈ σp(ψ(A)), что и требовалось.
3. Пусть α принадлежит левой части доказываемого включения, вектор

x ∈ D(ψ(A)), x 6= 0, таков, что ψ(A)x = αx, функционал f ∈ X ′ таков, что
f(x) 6= 0, и A′f = λf для некоторого λ ∈ σp(A′). Покажем, что α = ψ(λ).
С этой целью заметим, что в силу теоремы 4 и определения 5 найдется такая
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последовательность xm ∈ D(A), что xm → x, и ψ(A)xm → ψ(A)x. Следователь-
но, lim

m
f(ψ(A)xm) = αf(x). С учетом равенств f(Ajy) = λjf(y) (j = 1, . . . , n;

y ∈ X) последнее соотношение принимает вид

lim
m→∞

(
c0f(xm) + (c1 · λ)f(xm) +

∫
Rn+

(f(T (u)xm)− f(xm)) dµ(u)
)

= αf(x). (2.4)

Для фиксированного m рассмотрим функцию ϕ(u) = f(T (u)xm) (u ∈ Rn+).
Так как T (u)xm ∈ D(A), при любом j имеем

∂ϕ(u)
∂sj

= lim
h→+0

f(Tj(h)T (u)xm)− f(T (u)xm)
h

= f(AjT (u)xm) = λjf(T (u)xm) = λjϕ(u).

Отсюда ϕ(u) = Ceλ·u, где C = ϕ(0) = f(xm). Значит, (2.4) можно записать так:

lim
m→∞

(
c0 + c1 · λ+

∫
Rn+

(eλ·u − 1) dµ(u)
)
f(xm) = αf(x),

откуда α = ψ(λ). Применение леммы 11 завершает доказательство.
4. Заметим, что если Reλj < 0, то оператор

Wλ
j x = cj1x+

∫
Rn+

V λj (uj)Uj(u)x dµ(u)

ограничен в X, так как оценка
∥∥V λj (uj)x

∥∥ ≤M‖x‖(eujReλj − 1)/Reλj влечет

∥∥Wλ
j x
∥∥ ≤ (cj1 +Mn−1

∫
Rn+

∥∥V λj (uj)
∥∥ dµ(u)

)
‖x‖

≤
(
cj1 +

Mn

Reλj

∫
Rn+

(eujReλj − 1) dµ(u)
)
‖x‖

=
(
cj1 +

Mn

Reλj
(ψ((Reλj)ej)− cj1 Reλj − ψ(−0))

)
‖x‖

((ej) — стандартный базис в Rn). Кроме того, Im
(
Wλ
j

)
⊆ D(Aj), и Wλ

j комму-
тируют со всеми Ti, а значит, и с Ai. Поэтому если Reλj < 0 для всех j, то из
формулы (2.3) следует, что

(ψ(λ)I − ψ(A))x =
n∑
j=1

Wλ
j (λjI −Aj)x, x ∈ D(A). (2.5)

Пусть теперь λ ∈ σa(A). Тогда λj ∈ σ(Aj) и, стало быть, Reλj ≤ 0 при
всех j (полугруппы Tj ограничены). Пусть последовательность xm ∈ D(A),
‖xm‖ = 1, — совместный аппроксимативный собственный вектор набора A, от-
вечающий λ.

Если Reλj < 0 при всех j, то, подставляя в (2.5) xm вместо x и полагая
m→∞, выводим, что ψ(λ) ∈ σa(ψ(A)).
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Теперь предположим, что ∂ψ(−0)/∂sj 6= ∞ при всех j. Заменяя в (2.5) λ
на λ− ε̄, где ε̄ = (ε, . . . , ε), A на A− ε̄I, а x на xm, получаем

‖(ψ(λ− ε̄)I − ψ(A− ε̄I))xm‖ ≤
n∑
j=1

∥∥Wλ−ε̄
j

∥∥‖(λjI −Aj)xm‖.

При этом∥∥Wλ−ε̄
j

∥∥ ≤ cj1 +
Mn

Reλj − ε
(ψ((Reλj − ε)ej)− cj1(Reλj − ε)− ψ(−0))

и предел правой части при ε → +0 существует и конечен для всех j. Следо-
вательно, существует такая константа K > 0, что при всех достаточно малых
ε > 0

‖(ψ(λ− ε̄)I − ψ(A− ε̄I))xm‖ ≤ K
n∑
j=1

‖(λjI −Aj)xm‖. (2.6)

Далее, ψ(A− ε̄I)x→ ψ(A)x (ε ↓ +0) для любого x ∈ D(A). Действительно,
при x ∈ D(A) (оператор Aj − εI — генератор полугруппы e−εujTj(uj))

ψ(A)x− ψ(A− ε̄I)x = (ψ(−0)− ψ(−ε̄))x+
∫

Rn+

(T (u)− I)x(1− e−ε̄·u) dµ(u),

а значит,

‖ψ(A)x− ψ(A− ε̄I)x‖ ≤
(
|ψ(−0)− ψ(−ε̄)|+ (Mn + 1)

∫
Rn+

(1− e−ε̄·u) dµ(u)
)
‖x‖,

и осталось применить к правой части теорему Б. Леви. Поэтому, полагая в (2.6)
ε ↓ +0, получаем

‖ψ(λ)xm − ψ(A)xm‖ ≤ K
n∑
j=1

‖λjxm −Ajxm‖,

а значит, снова ψ(λ) ∈ σa(ψ(A)).
5. Это следует из утверждений 1, 4 и того, что σ(ψ(A)) = σa(ψ(A)) ∪

σR(ψ(A)). �

3. Голоморфность полугруппы g(A)

Известно, что условие

lim
t→+0

‖I − T (t)‖ < 2 (3.1)

достаточно для голоморфности однопараметрической C0-полугруппы T в ба-
наховом пространстве X. Хотя в общем случае обратное неверно, это условие
необходимо для голоморфности T , если X равномерно выпукло (см., например,
[19]). В связи с этим однопараметрическую C0-полугруппу, удовлетворяющую
условию (3.1), будем называть равномерно голоморфной в X.

Следующая теорема обобщает утверждения из [6, 16].



О свойствах многомерного функционального исчисления 1307

Теорема 13. Предположим, что полугруппы Tj удовлетворяют условиям
‖Tj(t)‖ ≤Mj (j = 1, . . . , n) и

n∑
j=1

Cj lim
t→+0

‖I − Tj(t)‖ < 2,

где Cj =
j−1∏
k=1

Mk при j > 1, C1 = 1. Тогда для любой функции ψ из Tn оператор

ψ(A) является генератором равномерно голоморфной полугруппы.
Доказательство. Заменяя, если это необходимо, ψ на ψ−ψ(−0), можем

считать, что c0(= ψ(−0)) = 0. Положим bj = lim
t→+0

‖I − Tj(t)‖ и выберем ε > 0

таким, что
n∑
j=1

Cjbj + ε < 2. Найдется такое δ > 0, что ‖I −Tj(t)‖ < bj + ε/(nCj)

при всех j = 1, . . . , n, t ∈ [0; δ).
Далее, из тождества (T0(t) := I)

T (u)− I =
n∑
j=1

(
j−1∏
k=0

Tk(uk)

)
(Tj(uj)− I)

следует, что

‖I − T (u)‖ ≤
n∑
j=1

Cj‖I − Tj(uj)‖, (3.2)

а потому при u ∈ [0; δ)n справедливо неравенство

‖I − T (u)‖ ≤
n∑
j=1

Cjbj + ε.

Следовательно, если x ∈ X, ‖x‖ = 1, то

‖(I − gt(A))x‖ ≤
∫

Rn+

‖I − T (u)‖ dνt(u)‖x‖

=
∫

[0;δ)n

‖I − T (u)‖ dνt(u) +
∫

Rn+\[0;δ)n

‖I − T (u)‖ dνt(u)

≤
n∑
j=1

Cjbj + ε+
∫

Rn+\[0;δ)n

‖I − T (u)‖ dνt(u).

Тем самым

‖I − gt(A)‖ ≤
n∑
j=1

Cjbj + ε+
∫

Rn+\[0;δ)n

‖I − T (u)‖ dνt(u). (3.3)

Заметим теперь, что направленность мер νt узко сходится к мере Дирака ε0
при t→ +0. В самом деле, преобразование Лапласа L νt(s) = etψ(s) непрерывно
в точке s = 0 и L νt(s) → 1 = L ε0(s) при t → +0. Поэтому узкая сходимость
вытекает из теоремы непрерывности для многомерного преобразования Лапла-
са (см., например, [20, гл. IX, § 5, теорема 3с]). Но так как полугруппы Tj
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удовлетворяют условию lim
t→+0

‖I − Tj(t)‖ < 2, они голоморфны (см., например,

[19, следствие 2.5.7]), а потому становятся непрерывными в топологии нормы.
Значит, ограниченная функция u 7→ ‖I−T (u)‖ непрерывна на Rn+ \ [0; δ)n. Сле-
довательно, переходя в (3.3) к верхнему пределу при t→ +0, получим

lim
t→+0

‖I − gt(A)‖ ≤
n∑
j=1

Cjbj + ε < 2.

В силу отмеченного выше критерия отсюда следует равномерная голоморф-
ность полугруппы g(A), что и требовалось доказать. �

Следствие 14. Пусть пространство X равномерно выпукло, T1 — голо-
морфная полугруппа в X, а операторы A2, . . . , An ограничены (если n > 1).
Тогда для любой функции ψ из Tn оператор ψ(A) является генератором голо-
морфной полугруппы.

Доказательство. Условие теоремы выполнено, ибо lim
t→+0

‖I − T1(t)‖ <

2 (см., например, [19, следствие 2.5.8]), и при j > 1 справедливы равенства
lim
t→+0

‖I − Tj(t)‖ = 0. �

Следствие 15. Пусть пространство X равномерно выпукло. Если T —
однопараметрическая голоморфная полугруппа сжатий в X с генератором A, то
для любой функции ψ из T1 оператор ψ(A) является генератором голоморфной
полугруппы сжатий.

Следствие 15 дает для случая равномерно выпуклых пространств положи-
тельный ответ на один вопрос из [16].

4. Неравенство моментов

Имеет место следующее неравенство, обобщающие результаты из [16, 21].

Теорема 16. Если операторы Aj ∈ Gen(X) порождают C0-полугруппы Tj
соответственно, причем ‖Tj(t)‖ ≤ M (t ∈ R+; j = 1, . . . , n; M ≥ 1), то для
любой функции ψ ∈ Tn и любого x ∈ D(A), ‖x‖ = 1, справедливо неравенство

‖ψ(A)x‖ ≤ −nKMM
n−1ψ

(
− 1
n
‖A1x‖, . . . ,−

1
n
‖Anx‖

)
,

где KM = (M + 1)/(1− e−(M+1)/M ).
Доказательство. Легко проверить, что теорема верна для линейных

функций Бернштейна ψ(s) = c0 + c1 · s, поскольку KM > 1. Кроме того, в
силу формулы (1.1) ψ(s) = c0 + c1 ·s+ψ0(s), где ψ0 принадлежит Tn и не содер-
жит линейной части. Следовательно, можно считать, что в (1.1) c0 = c1 = 0.
Формулы (1.2) и (1.1) показывают, что достаточно доказать неравенство

‖(T (u)− I)x‖ ≤ nKMM
n−1(1− e−‖Ax‖·u/n), u > 0, (4.1)

где положено ‖Ax‖ · u =
n∑
j=1

‖Ajx‖uj .

Докажем его сначала при n = 1, полагая для краткости A1 = A, T1(u1) =
T (u). Обозначим через t(r) функцию, обратную возрастающей функции r(t) =
t/(1− e−t), r(0) = 1. Для фиксированного r ≥ 1 возможны два случая.
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1. ‖Ax‖u ≤ t(r). Тогда r(‖Ax‖u) ≤ r(t(r)) = r, т. е. ‖Ax‖u ≤ r(1− e−‖Ax‖u),
а потому

‖(T (u)− I)x‖ =

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

d

ds
T (us)x ds

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

T (us)Axuds

∥∥∥∥∥∥ ≤M‖Ax‖u ≤Mr(1− e−‖Ax‖u).

2. ‖Ax‖u > t(r). Тогда

‖(T (u)− I)x‖ ≤M + 1 ≤ M + 1
1− e−t(r)

(1− e−‖Ax‖u).

В любом случае справедливо неравенство

‖(T (u)− I)x‖ ≤ C(r)(1− e−‖Ax‖u),

где C(r) = M max{r; (M + 1)/M(1 − e−t(r))}. Для минимизации C(r) заметим,
что функция t(r) возрастает от 0 до +∞ при 1 ≤ r < +∞. Поэтому уравнение
r = (M + 1)/M(1− e−t(r)), т. е. t(r) = (M + 1)/M , имеет единственное решение
r0 = r((M + 1)/M). Если r < r0, то в силу отмеченной монотонности

M + 1
M(1− e−t(r))

>
M + 1

M(1− e−t(r0))
=

M + 1
M(1− e−(M+1)/M))

= r0.

Таким образом,

min{C(r) : r ≥ 1} = Mr0 = (M + 1)/(1− e−(M+1)/M ),

что и доказывает (4.1) при n = 1.
Перейдем к общему случаю. Используя неравенство (3.2), заключаем, что

‖I − T (u)‖ ≤
n∑
j=1

M j−1‖I − Tj(uj)‖ ≤Mn−1
n∑
j=1

‖I − Tj(uj)‖.

Применив здесь к каждому слагаемому в правой части доказанный выше
частный случай неравенства (4.1) и воспользовавшись неравенством Коши, по-
лучаем

‖I − T (u)‖ ≤ KMM
n−1

n∑
j=1

(1− e−‖Ajx‖uj ) ≤ nKMM
n−1(1− e

− 1
n

n∑
j=1

‖Ajx‖uj
),

и теорема доказана. �

Следствие 17. Для любой функции ψ ∈ Tn и любого вектора x ∈ D(A),
x 6= 0, справедливо неравенство

‖ψ(A)x‖ ≤ −nKMM
n−1ψ

(
− ‖A1x‖

n‖x‖
, . . . ,−‖Anx‖

n‖x‖

)
‖x‖.

Для формулировки другого следствия выделим некоторый класс функцио-
нальных пространств. Будем говорить, что комплексное банахово пространство
X принадлежит классу C , если оно обладает следующими свойствами:



1310 А. Р. Миротин

(а) X есть пространство функций на Rn, содержащее пространство основ-
ных функций D(Rn) в качестве векторного подпространства;

(б) если последовательность функций xk ∈ D(Rn), носители которых содер-
жатся в общем компакте из Rn, сходится равномерно на Rn к 0, то xk сходится
к 0 и в X;

(в) если последовательность функций xk ∈ X сходится в X к 0, то она
содержит такую подпоследовательность xkm , что xkm(0) → 0;

(г) для любой функции x ∈ X и любого u ∈ Rn+ сдвиг xu, где xu(s) = x(u+s),
также принадлежит X, причем операторы сдвига T (u)x = xu ограничены в X
и образуют n-параметрическую ограниченную C0-полугруппу.

Пространства C0(Rn) непрерывных функций на Rn, исчезающих на беско-
нечности, и UCB(Rn) равномерно непрерывных ограниченных функций на Rn,
наделенные sup-нормой, принадлежат классу C .

Следствие 18. Если функция ψ ∈ Tn ограничена на (−∞; 0)n, то для
любого банахова пространства X оператор ψ(A) ограничен при всех попарно
коммутирующих Aj ∈ Gen(X) (причем при фиксированной ψ его константа
ограниченности зависит лишь от M). Обратно, если для некоторого банахова
пространства X класса C оператор ψ(A), где A = (∂1, . . . , ∂n) — набор частных
генераторов полугруппы сдвигов в X, ограничен, то функция ψ ограничена на
(−∞; 0)n.

Доказательство. Первое утверждение с очевидностью следует из нера-
венства моментов. Для доказательства обратного заметим, что частными гене-
раторами полугруппы сдвигов T (u) в пространстве X служат операторы Aj =
∂j взятия частных производных, причем их область определения содержит про-
странство D(Rn) основных функций (с учетом свойств (а), (б) это доказывает-
ся так же, как и в случае X = C0(Rn)). Предположим, что оператор ψ(A)
ограничен, и докажем, что мера µ на Rn+ (см. (1.1)) конечна. Допустим,
что это не так. Поскольку в силу [13, лемма 3.1] µ(Rn+ \ [0, δ)n) < ∞ при
всех δ > 0, из этого допущения следует, что µ

(
Vk ∩ Rn+

)
→ ∞ (k → ∞), где

Vk = {s ∈ Rn : 1/k ≤ |s| ≤ 1} — полый шар. Для каждого натурального k вы-
берем функцию xk ∈ D(Rn) так, что 0 ≤ xk ≤ 1/µ

(
Vk ∩ Rn+

)
, носители supp(xk)

содержатся в шаре B[0, 3] ⊂ Rn, причем xk = 0 в некоторой окрестности нуля,
и сужение xk|Vk равно 1/µ

(
Vk ∩ Rn+

)
. Тогда xk → 0 в X в силу (б). Далее, из

(1.2) следует, что

ψ(A)xk(s) = c0xk(s) + c1 ·Axk(s) +
∫

Rn+

(xk(s+ u)− xk(s)) dµ(u).

Так как xk(0) = ∂jxk(0) = 0 (j = 1, . . . , n), имеем

ψ(A)xk(0) =
∫

Rn+

xk(u) dµ(u) ≥ 1
µ
(
Vk ∩ Rn+

)µ(Vk ∩ Rn+
)

= 1,

а это противоречит тому, что ψ(A)xk → 0 в X в силу (в). Таким образом, мера
µ конечна. Но тогда оператор (см. (1.2))

c1 ·A = ψ(A)− c0 −
∫

Rn+

(T (u)− I) dµ(u)
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ограничен в X вместе с ψ(A). Покажем, что это возможно лишь при c1 = 0.
Для каждого натурального k рассмотрим функцию одного переменного ϕk(t) =
k−1 exp

(
− k−2

k−2−t2
)

при |t| ≤ k−1, ϕk(t) = 0 при |t| > k−1. Выберем также такую
функцию ϕ ∈ D(Rn), что 0 ≤ ϕ ≤ 1, supp(ϕ) ⊂ B[0, 2] ⊂ Rn, ϕ|B[0, 1] = 1, и
для любого l = 1, . . . , n положим xlk(s) = ϕk(sl − k−2)ϕ(s). Тогда xlk ∈ D(Rn),
supp

(
xlk
)
⊂ B[0, 2] и xlk равномерно стремится к 0 при k →∞, а потому xlk → 0

в X. Поскольку оператор c1 ·A =
n∑
j=1

cj1∂j ограничен в X, то
n∑
j=1

cj1∂jx
l
k → 0 в X

при k →∞. Переходя к подпоследовательности, получаем, что
n∑
j=1

cj1∂jx
l
k(0) →

0 при k →∞. С другой стороны, непосредственно проверяется, что ∂lxlk(0) →∞
при k →∞ и ∂jxlk(0) = 0 при j 6= l. Поэтому cl1 = 0.

Следовательно, c1 = 0, и функция

ψ(s) = c0 +
∫

Rn+

(eus − 1) dµ(u)

ограничена на (−∞; 0)n. �

Следствие 19. Если последовательность функций ψk ∈ Tn сходится к
нулю поточечно на (−∞; 0]n, то ψk(A)x→ 0 при всех x ∈ D(A).

Автор благодарит рецензента за замечания, способствовавшие улучшению
рукописи.

Примечание при корректуре. Недавно автору удалось установить, что
утверждение 5 теоремы 12 остается верным и без дополнительных условий,
сформулированных перед утверждением 4 этой теоремы.
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