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Коши для уравнения с дробной производной по времени при заданных в правой
части уравнения и начальном условии обобщенных функциях.
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1. Обозначения, формулировка
задачи и основная теорема

В [1, 2] построена матрица Грина общей параболической граничной задачи,
доказана разрешимость задачи в пространствах Гёльдера гладких и обобще-
нных функций, получено представление решения задачи с помощью матрицы
Грина. В [3, 4] доказана разрешимость задачи Коши для линейного однородно-
го уравнения диффузии с регуляризованной дробной производной и получено
представление ее классического решения. В [5] предложены численные методы
решения краевой задачи для уравнения диффузии дробного порядка по времени
с постоянными коэффициентами.

Как в [6–8], с учетом оценок ядер Пуассона из [3, 4] в настоящей статье
изучены свойства сопряженных операторов Грина, доказана теорема существо-
вания и единственности решения задачи Коши для уравнения с дробной произ-
водной по времени при заданных в правой части уравнения и начальном условии
обобщенных функциях.

Пусть QT = {(x, t) : x ∈ R, t ∈ (0, T ]}, D(R) = C∞
0 (R), D(QT ) = C∞

0 (QT ) —
пространства бесконечно дифференцируемых функций с компактными носите-
лями в R и QT соответственно,

D(QT ) =
{
ϕ ∈ C∞

0 (QT ) :
(
∂

∂t

)l

ϕ

∣∣∣∣
t=T

= 0, l = 0, 1, 2, . . .
}
,

S = S(R) — пространство Шварца, которое состоит из всех бесконечно диф-
ференцируемых функций, убывающих на бесконечности вместе со всеми произ-
водными быстрее любой степени 1

|x| . В [9, с. 201] введены пространства Sγ(R)
(γ ≥ 0) — пространства типа S — и доказано, что Sγ(R) (γ ≥ 0) состоит из тех
и только тех функций φ(x), которые удовлетворяют неравенствам

|φ(q)(x)| ≤ Cq exp{−a|x|
1
γ }, q = 0, 1, 2, . . . ,
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с положительными постоянными Cq = Cq(φ) и a = a(φ).
В [10, с. 164] описан класс Жевре

Gγ = {φ(t) (t ∈ [0, T ]) : |φ(p)(t)| ≤ CBpppγ , p = 0, 1, 2, . . . },

постоянные C, B зависят, возможно, от φ. Функция φ(t) = exp{−|t|−γ} (γ > 0)
принадлежит G1+ 1

γ
.

Пусть 0 < α < 1, Zα(R) = S 2−α
2

(R),

Zα(QT ) =
{
ϕ ∈ D(QT ) :

∣∣∣∣( ∂

∂t

)p(
∂

∂x

)q

ϕ(x, t)
∣∣∣∣

≤ Cp,q exp{−a|x|
2

2−α (T − t)−
α

2−α }, p, q = 0, 1, 2, . . .
}
,

постоянные Cp,q зависят от ϕ, 0 < a = a(α) ≤ 2−α
2e — некоторая постоянная.

Функции из Zα(QT ) как функции аргумента x для каждого t ∈ [0, T ] при-
надлежат пространству Шварца S 2−α

2
(R), а как функции аргумента T − t для

каждого x ∈ R — классу Жевре G 2
α
.

Через D′(R), D′(QT ), Z ′
α(R) и Z ′

α(QT ) обозначаем пространства линейных
непрерывных функционалов на пространствах D(R), D(QT ), Zα(R) и Zα(QT )
соответственно [10, 11], через (f, ϕ) — значение обобщенной функции f ∈ D′(R)
на основной функции ϕ ∈ D(R), а также значение f ∈ Z ′

α(R) на ϕ ∈ Zα(R),
а через (f, ϕ)QT — значение f ∈ D′(QT ) на ϕ ∈ D(QT ) и f ∈ Z ′

α(QT ) на ϕ ∈
Z ′
α(QT ).

Через ∗̂ обозначим свертку обобщенной функции g и основной ϕ [10, с. 111]:

(g∗̂ϕ)(x) = (g(ξ), ϕ(x+ ξ)), g ∈ D′(R), ϕ ∈ D(R),

((g∗̂ϕ)(x, t) = (g(ξ, τ), ϕ(x+ ξ, t+ τ)), g ∈ D′(R2), ϕ ∈ D(R2)).

Функционал f ∗ g, который действует по правилу

(f ∗ g, ϕ) = (f, g∗̂ϕ) ∀ϕ ∈ D(R),

называется сверткой обобщенных функций f и g [10, с. 111]. Заметим, что при
ϕ ∈ D(R), f ∈ D′(R)

f(x)∗̂ϕ(x) = f(−x) ∗ ϕ(x),

а при f, g ∈ D′(R) и существовании f ∗ g

(f ∗ g)∗̂ϕ = f ∗̂(g∗̂ϕ).

Через f × g обозначают прямое произведение обобщенных функций f, g ∈
D′(R) [11, с. 126]:

(f(x)× g(t), ϕ(x, t)) = (f(x), (g(t), ϕ(x, t))) ∀ϕ ∈ D(R2).

Через D′
+(R) обозначают совокупность обобщенных функций из D′(R),

обращающихся в нуль при t < 0 [11, с. 139]. Рассмотрим обобщенную функ-
цию fλ ∈ D′

+(R), которая зависит от вещественного параметра λ [11, с. 143]:

fλ(t) =
θ(t)tλ−1

� (λ)
при λ > 0 и fλ(t) = f ′1+λ(t) при λ ≤ 0,

где θ(t) — функция Хевисайда, � (λ) — гамма-функция.
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Для любых λ, µ ∈ R выполняется соотношение fλ ∗ fµ = fλ+µ [11].
Сверточные операторы f−λ∗ при λ > 0 называют операторами дробного

дифференцирования (Римана — Лиувилля): f−λ ∗ v = v(λ).
В [12] определена регуляризованная дробная производная порядка α ∈ (0, 1)

непрерывной в R× [0,+∞) функции v:

(
Dα

t v
)
(x, t) =

1
� (1− α)

 ∂

∂t

t∫
0

v(x, τ)
(t− τ)α

dτ − v(x, 0)
tα

.
Пусть C2,α(QT ) — класс функций v(x, t), непрерывных вQT , дважды непре-

рывно дифференцируемых по x и ограниченных вместе с производными vxx в
QT , для которых существует непрерывная

(
Dα

t v
)
(x, t) в QT .

Заметим, что для v ∈ C2,α(QT )

f−α(t) ∗ v(x, t) =
(
Dα

t v
)
(x, t) + f1−α(t)× v(x, 0).

Введем операторы

(L̂αv)(x, t) ≡ f−α(t)∗̂v(x, t)− vxx(x, t), v ∈ D(QT ),

(Lαv)(x, t) ≡ f−α(t) ∗ v(x, t)− vxx(x, t), v ∈ Z ′
α(QT ),(

Lreg
α v

)
(x, t) ≡

(
Dα

t v
)
(x, t)− vxx(x, t), v ∈ C2,α(QT ).

Для всех u ∈ C2,α(QT ), v ∈ D(QT ) имеет место формула∫
QT

(
Lreg
α u

)
(x, t)v(x, t) dxdt =

∫
QT

u(x, t)(L̂αv)(x, t) dxdt

−
∫
QT

u(x, 0)f1−α(t)v(x, t) dxdt. (1)

Действительно,∫
QT

v(x, t)
(
Lreg
α u

)
(x, t) dxdt =

∫
QT

v(x, t)

 1
� (1− α)

∂

∂t

t∫
0

u(x, τ)
(t− τ)α

dτ

 dxdt

− 1
� (1− α)

∫
QT

v(x, t)
u(x, 0)
(t− τ)α

dxdt−
∫
QT

v(x, t)uxx(x, t) dxdt.

Применяя формулу интегрирования по частям и учитывая, что v(x, T ) = 0,
первое слагаемое перепишем так:

− 1
� (1− α)

+∞∫
−∞

dx

T∫
0

vt(x, t)

 t∫
0

u(x, τ)
(t− τ)α

dτ

 dt

= − 1
� (1− α)

+∞∫
−∞

dx

T∫
0

u(x, τ)

 T∫
τ

vt(x, t)
(t− τ)α

dt

 dτ

= −
∫
QT

u(x, τ)

 1
� (1− α)

∂

∂τ

T∫
τ

v(x, t)
(t− τ)α

dt

 dxdτ

=
∫
QT

u(x, t)(f−α(t)∗̂v(x, t)) dxdt.
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Учитывая также, что

1
� (1− α)

∫
QT

v(x, t)
u(x, 0)
(t− τ)α

dxdt =
∫
QT

v(x, t)u(x, 0)f1−α(t) dxdt,

∫
QT

v(x, t)uxx(x, t) dxdt =
∫
QT

u(x, t)vxx(x, t) dxdt,

получим формулу (1).

Предположение (A). g ∈ Z ′
α(QT ), u0 ∈ Z ′

α(R).
Формулировка задачи. В предположении (A) решением задачи Коши

(Lαu)(x, t) = g(x, t), (x, t) ∈ QT , (2)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (3)

называем обобщенную функцию u ∈ Z ′
α(QT ) такую, что

(u, L̂αψ)QT = (g, ψ)QT + (u0 × f1−α, ψ) ∀ψ ∈ Zα(QT ). (4)

Вектор-функцией Грина задачи Коши (2), (3) называется такая вектор-
функция

(G0(x− ξ, t− τ), G1(x− ξ, t− τ)),

что при достаточно гладких и финитных g = g0, u0 = g1 функция

u(x, t) = (G0(x− ξ, t− τ), g0(ξ, τ))QT +
+∞∫
−∞

G1(x− ξ, t)g1(ξ) dξ (5)

является классическим решением класса C2,α(QT ) задачи Коши(
Lreg
α u

)
(x, t) = g0(x, t), (x, t) ∈ QT , (6)

u(x, 0) = g1(x), x ∈ R. (7)

При α = 1 имеем G1(x, t) = G0(x, t). В [13] отмечено, что при α 6= 1 G1 и
G0 не совпадают. Мы покажем, что G0(x, t) = fα−1(t)∗G1(x, t). Существование
и свойства G1 получены в [3].

Пусть

(Ĝ0ϕ)(ξ, τ) = (G0(x− ξ, t− τ), ϕ(x, t))QT , (ξ, τ) ∈ QT ,

(Ĝ1ϕ)(ξ) = (G1(x− ξ, t), ϕ(x, t))QT , ξ ∈ R, ϕ ∈ Zα(QT ).

Теорема 1 (существования и единственности решения). Пусть выполнено
предположение (A). Функция u ∈ Z ′

α(QT ), заданная формулой

(u, ϕ)QT = (g(ξ, τ), (Ĝ0ϕ)(ξ, τ))QT + (u0(ξ), (Ĝ1ϕ)(ξ)) ∀ϕ ∈ Zα(QT ), (8)

является единственным решением задачи Коши (2), (3).
Заметим, что в случае непрерывной и ограниченной u0, функции g из клас-

са Гёльдера и ограниченной в QT , из формулы (8) получаем формулу (5) для
классического решения задачи (6), (7).

Для доказательства теоремы 1 нам понадобятся некоторые свойства вектор-
функции Грина.
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2. Свойства сопряженных операторов Грина

В [3] доказано существование функцииG1(x, t) такой, что формула (5) опре-
деляет единственное классическое (класса C2,α(QT )) решение задачи Коши (6),
(7) при g0(x, t) ≡ 0, (x, t) ∈ QT , непрерывной g1, |g1(x)| ≤ C exp{h|x|2/2−α},
x ∈ R, где 0 ≤ h < µ0T−α/2−α, µ0 = (2− α)αα/22−2/2−α. Тогда

Lα

+∞∫
−∞

G1(x− ξ, t)g1(ξ) dξ =
(
Dα

t −
∂2

∂x2

)  +∞∫
−∞

G1(x− ξ, t)g1(ξ) dξ


+ f1−α(t)

+∞∫
−∞

G1(x− ξ, t)g1(ξ) dξ
∣∣∣∣
t=0

= f1−α(t)× g1(x).

Следовательно, функция G1(x, t) удовлетворяет уравнению

(LαG1)(x, t) = f1−α(t)× δ(x). (9)

В [3] показано, что∣∣Dj
xG1(x, t)

∣∣ ≤ Ct−
(j+1)α

2 exp{−µj |x|
2

2−α t−
α

2−α } при t−α|x|2 ≥ 1, (10)∣∣Dj
xG1(x, t)

∣∣ ≤ Ct−
(j+1)α

2 при t−α|x|2 ≤ 1, j = 0, 1, 2, . . . , (11)∣∣Dβ
t G1(x, t)

∣∣ ≤ Ct−
α
2 −β exp{−µβ |x|

2
2−α t−

α
2−α } при t−α|x|2 ≥ 1, (12)∣∣Dβ

t G1(x, t)
∣∣ ≤ Ct−

α
2 −β при t−α|x|2 ≤ 1, 0 < β < 1, (13)

где в качестве µj и µβ можно взять произвольные положительные числа, мень-
шие µ0. Разные положительные постоянные обозначили одной буквой C.

Замечание. Так как

1 ≤ e exp{−µ0|x|
2

2−α t−
α

2−α }

при t−α|x|2 ≤ 1, из (11) и (13) получаем, что оценки (10) и (12) являются
правильными для всех значений x ∈ R, t ∈ (0, T ], (x, t) 6= (0, 0) (правда, слабее
оценок (11) и соответственно (13) в случае t−α|x|2 ≤ 1).

Обозначим
Gα(x, t) ≡ fα−1(t) ∗G1(x, t),

(Ĝαϕ)(ξ, τ) = (Gα(x− ξ, t− τ), ϕ(x, t))QT , ϕ ∈ Zα(QT ).

Заменяя α на 1−α в определении регуляризованной производной, получаем

Gα(x, t) = fα−1(t) ∗G1(x, t) = D1−α
t G1(x, t) + fα(t)× δ(x). (14)

Лемма 1. Ĝα : Zα(QT ) → Zα(QT ), Ĝ1 : Zα(QT ) → Zα(R).

Доказательство. Для ϕ ∈ Zα(QT ) изучим сначала
(
∂
∂ξ

)q(Ĝ1ϕ)(ξ), q =
0, 1, 2, . . . . Рассмотрим

T∫
0

dt

+∞∫
−∞

(
− ∂

∂x

)q

ϕ(x, t)G1(x− ξ, t) dx = I1
q (ξ).
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Для ϕ ∈ Zα(QT ) имеем

∣∣I1
q (ξ)

∣∣ ≤ C0,qC

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

t−
α
2 dt

+∞∫
−∞

exp{−µ[|x|
2

2−α (T − t)−
α

2−α + |x− ξ|
2

2−α t−
α

2−α ]} dx

∣∣∣∣∣∣ ,
где µ = min{a, µ0}. По лемме 5.1 (см. [14, с. 35])

+∞∫
−∞

exp{−µ̃[|x|
2

2−α (T − t)−
α

2−α + |x− ξ|
2

2−α (t− τ)−
α

2−α ]}(T − t)−
α
2 (t− τ)−

α
2 dx

≤M(ε)(T − τ)−
α
2 exp{−µ̃(1− ε)|ξ|

2
2−α (T − τ)−

α
2−α }, (15)

где 0 < ε < 1, M(ε) > 0, откуда при τ = 0 получаем

∣∣I1
q (ξ)

∣∣ ≤ C0,qCM(ε)T−
α
2 exp{−µ(1− ε)|ξ|

2
2−αT−

α
2−α }

T∫
0

(T − t)
α
2 dt

=
2

2 + α
C0,qCM(ε)T exp{−µ(1− ε)|ξ|

2
2−αT−

α
2−α }.

Из оценок функции G1 и свойств ϕ ∈ Zα(QT )

T∫
0

(
− ∂

∂x

)q

ϕ(x, t)G1(x− ξ, t)
∣∣∣∣x=+∞

x=−∞
dt = 0 для всех ξ ∈ R, q = 0, 1, 2, . . . . (16)

Учитывая, что (
∂

∂ξ

)
G1(x− ξ, t) =

(
− ∂

∂x

)
G1(x− ξ, t),

интегрированием по частям с использованием (16) получаем существование

(
∂

∂ξ

)q

(Ĝ1ϕ)(ξ) =
T∫

0

dt

+∞∫
−∞

(
− ∂

∂x

)q

ϕ(x, t)G1(x− ξ, t) dx = I1
q (ξ)

для всех q = 0, 1, 2, . . . . Отсюда следует, что

(Ĝ1ϕ)(ξ) =
T∫

0

dt

+∞∫
−∞

ϕ(x, t)G1(x− ξ, t) dx, Ĝ1ϕ ∈ C∞(R)

и имеют место оценки∣∣∣∣( ∂

∂ξ

)q

(Ĝ1ϕ)(ξ)
∣∣∣∣ ≤ Ĉ0,q exp{−µ(1− ε)|ξ|

2
2−αT−

α
2−α }, q = 0, 1, 2, . . . ,

т. е. Ĝ1ϕ ∈ Zα(R).
Теперь рассмотрим

T∫
τ

dt

+∞∫
−∞

|ϕ(x, t)|
∣∣D1−α

t G1(x− ξ, t− τ)
∣∣ dx+

1
� (α)

T∫
τ

|ϕ(ξ, t)|
(t− τ)1−α

dt.
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Из свойств функции ϕ ∈ Zα(QT ) следует, что функция

1
� (α)

T∫
τ

ϕ(ξ, t)
(t− τ)1−α

dt = fα(τ)∗̂ϕ(ξ, τ)

бесконечно дифференцируема в QT ,(
∂

∂τ

)p(
∂

∂ξ

)q

(fα(τ)∗̂ϕ(ξ, τ)) = fα(τ)∗̂
(
∂

∂τ

)p(
∂

∂ξ

)q

ϕ(ξ, τ)

для всех p, q = 0, 1, 2, . . . и имеют место оценки

1
� (α)

T∫
τ

∣∣( ∂
∂t

)p( ∂
∂ξ

)q
ϕ(ξ, t)

∣∣
(t− τ)1−α

dt ≤ Cp,q

� (α)

T∫
τ

exp{−a|ξ|
2

2−α (T − t)−
α

2−α }
(t− τ)1−α

dt

≤ Cp,qC1

� (α)
exp{−a|ξ|

2
2−α (T − τ)−

α
2−α }

T∫
τ

1
(t− τ)1−α

dt

=
Cp,qC1(T − τ)α

α� (α)
exp{−a|ξ|

2
2−α (T − τ)−

α
2−α }. (17)

Следовательно, fα(τ)∗̂ϕ(ξ, τ) принадлежит Zα(QT ).
Рассмотрим

T∫
τ

dt

+∞∫
−∞

(
− ∂

∂x

)q

ϕ(x, t)D1−α
t G1(x− ξ; t− τ) dx = Iαq (ξ, τ).

Из оценок (12) и свойств функции ϕ получаем непрерывность Iαq (ξ, τ) в QT .
Учитывая (12) и оценки производных функции ϕ ∈ Zα(QT ), имеем

∣∣Iαq (ξ, τ)
∣∣ ≤ C0,qC

∣∣∣∣∣∣
T∫
τ

(t− τ)
α
2 −1 dt

+∞∫
−∞

exp{−µ̃[|x|
2

2−α (T − t)−
α

2−α

+ |x− ξ|
2

2−α (t− τ)−
α

2−α ]} dx

∣∣∣∣∣∣,
где µ̃ = min{a, µα}, и тогда из (15) вытекает, что∣∣Iαq (ξ, τ)

∣∣ ≤ C0,qCM(ε)(T − τ)−
α
2 exp{−µ̃(1− ε)|ξ|

2
2−α (T − τ)−

α
2−α }

×
T∫
τ

(t− τ)α−1(T − t)
α
2 dt ≤ C0,qCM(ε) exp{−µ̃(1− ε)|ξ|

2
2−α (T − τ)−

α
2−α }

×

∣∣∣∣∣∣
T∫
τ

(t− τ)α−1 dt

∣∣∣∣∣∣ =
1
α
C0,qCM(ε)(T − τ)α exp{−µ̃(1− ε)|ξ|

2
2−α (T − τ)−

α
2−α }.

В силу формул (14) и (16) отсюда следует, что существуют непрерывные в QT

(Ĝαϕ)(ξ, τ) = (Gα(x− ξ, t− τ), ϕ(x, t))QT

=
T∫
τ

dt

+∞∫
−∞

ϕ(x, t)D1−α
t G1(x− ξ, t− τ) dx+

1
� (α)

T∫
τ

ϕ(ξ, t)
(t− τ)1−α

dt,
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(
∂

∂ξ

)q

(Ĝαϕ)(ξ, τ) =
T∫
τ

dt

+∞∫
−∞

(
− ∂

∂x

)q

ϕ(x, t)D1−α
t G1(x− ξ; t− τ) dx

+ fα(τ)∗̂
(
∂

∂ξ

)q

ϕ(ξ, τ) = Iαq (ξ, τ) + fα(τ)∗̂
(
∂

∂ξ

)q

ϕ(ξ, τ)

и имеют место оценки∣∣∣∣( ∂

∂ξ

)q

(Ĝαϕ)(ξ, τ)
∣∣∣∣ ≤ C̃0,q exp{−µ̃(1− ε)|ξ|

2
2−α (T − τ)−

α
2−α } ∀q = 0, 1, 2, . . . .

При ϕ ∈ Zα(QT ) интегралы

+∞∫
−∞

(
− ∂

∂t

)p

ϕ(x, t)D1−α
t G1(x− ξ, t− τ) dx

существуют для всех t− τ ≥ 0, p = 0, 1, 2, . . . . Для интегралов

T∫
τ

dt

+∞∫
−∞

(
− ∂

∂t

)p(
− ∂

∂x

)q

ϕ(x, t)D1−α
t G1(x− ξ, t− τ) dx = Iαp,q(ξ, τ)

при всех p, q = 0, 1, 2, . . . получаем такие же оценки, как и для интегралов
Iαq (ξ, τ). Поэтому, учитывая, что(

− ∂

∂t

)p

ϕ

∣∣∣∣
t=T

= 0, p = 0, 1, 2, . . . ,

∂

∂τ
G1(x− ξ, t− τ) = − ∂

∂t
G1(x− ξ, t− τ),

∂

∂τ
Gα(x− ξ, t− τ) =

∂

∂τ
(fα−1(t− τ) ∗G1(x− ξ, t− τ)) = − ∂

∂t
Gα(x− ξ, t− τ),

при ϕ ∈ Zα(QT ) в силу (17) выводим существование(
∂

∂τ

)p(
∂

∂ξ

)q

(Ĝαϕ)(ξ, τ) = Iαp,q(ξ, τ) + fα(τ)∗̂
(
∂

∂τ

)p(
∂

∂ξ

)q

ϕ(ξ, τ)

для всех p, q = 0, 1, 2, . . . и Ĝαϕ ∈ Zα(QT ) для ϕ ∈ Zα(QT ).

Лемма 2. Для каждой ϕ ∈ Zα(QT ) существует ψ ∈ Zα(QT ) такая, что
L̂αψ = ϕ.

Доказательство. По лемме 1 для каждой ϕ ∈ Zα(QT ) функция

ψ(ξ, τ) = (Ĝαϕ)(ξ, τ) (18)

принадлежит Zα(QT ). Учитывая (14) и (9), покажем, что функция (18) удовле-
творяет уравнению L̂αψ = ϕ. В самом деле,

L̂αψ = L̂α((fα−1 ∗G1)∗̂ϕ) = (Lα(fα−1 ∗G1))∗̂ϕ = (fα−1 ∗ LαG1)∗̂ϕ
= (fα−1(t) ∗ (f1−α(t)× δ(x)))∗̂ϕ(x, t) = ((fα−1(t) ∗ f1−α(t))× δ(x))∗̂ϕ(x, t)

= (δ(t)× δ(x))∗̂ϕ(x, t) = δ∗̂ϕ = ϕ.
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Лемма 3. Для произвольной ψ ∈ Zα(QT )

(Ĝ0(L̂αψ))(ξ, τ) = ψ(ξ, τ), (ξ, τ) ∈ QT , (19)

(Ĝ1(L̂αψ))(ξ) =
T∫

0

f1−α(t)ψ(ξ, t) dt, ξ ∈ R, (20)

и выполняется

G0(x, t) = fα−1(t) ∗G1(x, t) п. в. в QT . (21)

Доказательство. Из формулы (1) для решения u ∈ C2,α(QT ) задачи Ко-
ши (6), (7) с произвольными гладкими и финитными g0, g1 и для ψ ∈ Zα(QT )
имеем

+∞∫
−∞

T∫
0

u(x, t)(L̂αψ)(x, t) dxdt =
+∞∫
−∞

T∫
0

g0(x, t)ψ(x, t) dxdt

+
+∞∫
−∞

 T∫
0

f1−α(t)ψ(x, t) dt

 g1(x) dx. (22)

Согласно представлению этого решения в виде (5)

+∞∫
−∞

T∫
0

u(x, t)(L̂αψ)(x, t) dxdt =
T∫

0

dt

+∞∫
−∞

(G0(x−ξ, t−τ), g0(ξ, τ))QT (L̂αψ)(x, t) dx

+
T∫

0

dt

+∞∫
−∞

(G1(x− ξ, t), g1(ξ))(L̂αψ)(x, t) dx =
T∫

0

dτ

+∞∫
−∞

Ĝ0(L̂αψ))(ξ, τ)g0(ξ, τ) dξ

+
+∞∫
−∞

Ĝ1(L̂αψ))(ξ)g1(ξ) dξ.

Левые части полученного равенства и (22) равны, поэтому

+∞∫
−∞

T∫
0

(Ĝ0(L̂αψ))(ξ, τ)g0(ξ, τ) dξdτ +
+∞∫
−∞

(Ĝ1(L̂αψ))(ξ)g1(ξ) dξ

=
+∞∫
−∞

T∫
0

g0(ξ, τ)ψ(ξ, τ) dξdτ +
+∞∫
−∞

 T∫
0

f1−α(t)ψ(ξ, t) dt

 g1(ξ) dξ.
В силу произвольности g0, g1 имеем формулы (19), (20).

Соотношение (21) следует из (19) и (20). Действительно, записывая вместо
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ψ ее выражение (19), получаем
T∫

0

f1−α(τ)ψ(ξ, τ) dτ =
T∫

0

f1−α(τ)(Ĝ0(L̂αψ))(ξ, τ) dτ

=
T∫

0

f1−α(τ)(G0(x− ξ, t− τ), (L̂αψ)(x, t))QT dτ

= ((f1−α ∗G0)(x− ξ, t− τ), (L̂αψ)(x, t))QT

=
T∫

0

dt

+∞∫
−∞

(f1−α ∗G0)(x− ξ, t− τ)(L̂αψ)(x, t) dx.

Записывая вместо левой части этого тождества ее выражение из формулы (20),
получаем

T∫
0

dt

+∞∫
−∞

G1(x− ξ, t)(L̂αψ)(x, t) dx

=
T∫

0

dt

+∞∫
−∞

(f1−α ∗G0)(x− ξ, t− τ)(L̂αψ)(x, t) dx ∀ξ ∈ R. (23)

По лемме 2 для каждой ϕ ∈ Zα(QT ) существует ψ ∈ Zα(QT ) такая, что L̂αψ = ϕ.
Поэтому из (23) следует, что∫
QT

G1(x− ξ, t)ϕ(x, t) dxdt =
∫
QT

[f1−α(t) ∗G0(x− ξ, t)]ϕ(x, t) dxdt ∀ϕ ∈ D(QT ),

откуда по лемме Дю Буа-Реймона [11, с. 95] получаем соотношение (21).
Из леммы 3 вытекает, что G0 = Gα п. в. в QT . Также, учитывая формулу

(9), имеем

(LαG0)(x, t) = Lα(fα−1(t) ∗G1(x, t)) = fα−1(t) ∗ (LαG1)(x, t)
= fα−1(t) ∗ (f1−α(t)× δ(x)) = δ(t)× δ(x) = δ(x, t),

т. е. (LαG0)(x, t) = δ(x, t).

3. Теорема существования и единственности

Докажем теорему 1. По лемме 1 для каждой ϕ ∈ Zα(QT ) имеем Ĝ0ϕ ∈
Zα(QT ), Ĝ1ϕ ∈ Zα(R). Следовательно, правая часть формулы (8) определена
для произвольной ϕ ∈ Zα(QT ). Функционал u, определенный формулой (8),
т. е.

(u, ϕ)QT
= (g, Ĝ0ϕ)QT

+ (u0, Ĝ1ϕ) ∀ϕ ∈ Zα(QT ),

линейный и непрерывный на Zα(QT ). Покажем, что u удовлетворяет тожде-
ству (4). Учитывая лемму 3, получим

Ĝ0(L̂αψ) = ψ, Ĝ1(L̂αψ) =
T∫

0

f1−α(t)ψ(·, t) dt ∀ψ ∈ Zα(QT ).
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Тогда

(u, L̂αψ)QT = (g, Ĝ0(L̂αψ))QT + (u0, Ĝ1(L̂αψ)) = (g, ψ)QT

+

u0(ξ),
T∫

0

f1−α(t)ψ(ξ, t) dt

 = (g, ψ)QT + (u0 × f1−α, ψ) ∀ψ ∈ Zα(QT ).

Докажем единственность решения задачи. Если u1, u2 ∈ Z ′
α(QT ) — два

решения задачи, то u = u1−u2 принадлежит Z ′
α(QT ) и по определению решения

задачи удовлетворяет тождеству

(u, L̂αψ)QT = 0

для каждой ψ ∈ Zα(QT ). По лемме 2 для любой ϕ ∈ Zα(QT ) существует реше-
ние

ψ = Ĝαϕ = Ĝ0ϕ ∈ Zα(QT )

уравнения L̂αψ = ϕ. Тогда (u, ϕ)QT = 0 для каждой ϕ ∈ Zα(QT ), т. е. u = 0 в
Z ′
α(QT ).

Полученный результат распространяется на задачу Коши для уравнения

f−α(t) ∗ u(x, t) = A(x,D)u(x, t) + g(x, t, u), x ∈ Rn, t ∈ (0, T ],

где A(x,D) — эллиптический дифференциальный оператор второго порядка
с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами в Rn, n ≥ 1.
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