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РАСПОЗНАВАНИЕ ГРУПП 2D2m+1(3)
ПО ГРАФУ ПРОСТЫХ ЧИСЕЛ

А. Бабаи, Б. Хосрави

Аннотация. В [1] показано, что простая группа 2D2m+1(3) распознаваема по спек-
тру. В настоящей работе получено обобщение этого результата, а именно доказано,
что простая группа 2D2m+1(3) распознаваема по графу простых чисел. Другими
словами, доказано, что если G — конечная группа такая, что � (G) = � (2D2m+1(3)),
то G ∼=2 D2m+1(3).
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1. Введение

Для целого числа n обозначим через π(n) множество всех простых делите-
лей числа n. Если G — конечная группа, то π(G) означает π(|G|). Множество
порядков элементов группы G называется ее спектром и обозначается через
ω(G). Граф простых чисел группы G, который будем обозначать через � (G),
строится следующим образом: его множеством вершин служит π(G) и два раз-
личных простых числа p и q соединены ребром (записывается как p ∼ q) тогда и
только тогда, когда в G есть элемент порядка pq. Пусть s(G) — число компонент
связности графа � (G) и πi(G), i = 1, . . . , s(G), — компоненты связности графа
� (G). Если 2 ∈ π(G), то всегда считается, что 2 ∈ π1(G). В теории графов
множество вершин графа называется независимым, если его вершины попарно
не смежны. Обозначим через t(G) максимальное число простых чисел из π(G),
попарно не смежных в � (G). Другими словами, если ρ(G) — некоторое неза-
висимое множество с максимальным числом вершин в � (G), то t(G) = |ρ(G)|.
Аналогично некоторое независимое множество, содержащее вершину p, с макси-
мальным числом вершин в � (G) обозначается через ρ(p,G) и t(p,G) = |ρ(p,G)|.

Конечная группа G называется распознаваемой по графу простых чисел,
если из равенства � (H) = � (G) следует, что H ∼= G. Неабелева простая группа
P называется квазираспознаваемой по графу простых чисел, если любая конеч-
ная группа, граф простых чисел которой совпадает с � (P ), имеет единствен-
ный неабелев композиционный фактор, изоморфный P (см. [2]). Очевидно, что
из распознаваемости (квазираспознаваемости) по графу простых чисел следу-
ет распознаваемость (квазираспознаваемость) по спектру, но обратное в общем
случае неверно. Кроме того, не все методы, применяемые для доказательства
распознаваемости по спектру, подходят для доказательства распознаваемости
по графу простых чисел.
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В [3] доказано, что все конечные простые группы с не менее чем тремя
компонентами связности (кроме A6) квазираспознаваемы по спектру. Также в
[1] доказано, что 2D2m+1(3) квазираспознаваема по спектру.

Хаги [4] описал все конечные группы G, удовлетворяющие условию � (G) =
� (S), где S — спорадическая простая группа. В [5] описаны конечные группы,
имеющие такой же граф простых чисел, как у простой CIT-группы. Доказано,
что для q = 32n+1 (n > 0) простая группа 2G2(q) однозначно определяется своим
графом простых чисел [2, 6]. В [7] показано, что группа PSL(2, p), где p >
11 — простое число, распознаваема по графу простых чисел при p 6≡ 1 (mod 12)
и квазираспознаваема по графу простых чисел при p ≡ 1 (mod 12). В [8, 9]
найдены конечные группы с графом простых чисел, как у PSL(2, q). Доказано,
что простые группы F4(q) с q = 2n > 2 [10] и 2F4(q) [11] квазираспознаваемы по
графу простых чисел (см. также [12–15]). В [16] авторы доказали, что группа
2Dp(3), где p = 2n + 1 ≥ 5 — простое число, квазираспознаваема по графу
простых чисел.

Основной результат настоящей работы состоит в следующем: если G —
конечная группа такая, что � (G) = � (2D2m+1(3)), то G ∼=2 D2m+1(3). В качестве
следствия мы получаем основной результат работы [1].

Все группы, рассматриваемые в статье, конечны, и под простыми груп-
пами подразумеваются неабелевы простые группы. Все не определенные явно
обозначения стандартны и взяты из [17]. При доказательстве используем клас-
сификацию конечных простых групп. Компоненты связности графов простых
чисел неабелевых простых групп перечислены в [18], и на протяжении всей
статьи пользуемся этим источником. В [19, табл. 2–9] указаны независимые
множества и неплотности для всех простых групп, и мы используем эти ре-
зультаты при доказательстве основной теоремы. Для натурального числа n и
простого числа p через np обозначается p-часть числа n, т. е. np = pα, где pα | n
и pα+1 - n.

2. Предварительные результаты

Определение 2.1 [20]. Конечная группа G называется двойной группой
Фробениуса, если она обладает нормальным рядом 1 E H E K E G, где K и
G/H — группы Фробениуса с ядрами H и K/H соответственно.

Используя основные структурные свойства групп Фробениуса из [20–22],
получаем следующие результаты.

Лемма 2.2. (а) Пусть G — группа Фробениуса и H, K — фробениусово
дополнение и фробениусово ядро группы G соответственно. Тогда s(G) = 2 и
π(H), π(K) — компоненты связности графа простых чисел группы G. Кроме
того, K нильпотентна, и, следовательно, � (K) — полный граф. Если H разре-
шима, то � (H) — полный граф, а если неразрешима, то 2, 3, 5 ∈ π(G) и � (H)
получается из полного графа на множестве π(H) удалением ребра, соединяю-
щего вершины 3 и 5.

(б) Если G — двойная группа Фробениуса, то s(G) = 2 и в обозначениях
определения 2.1 выполнены равенства π1 = π(G/K) ∪ π(H) и π2 = π(K/H).
Кроме того, обе компоненты связности графа � (G) являются полными графами.

Лемма 2.3 (теорема Жигмонди) [23]. Пусть p — простое число и n —
положительное целое число. Тогда выполнено одно из следующих утверждений:
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(1) для pn− 1 найдется примитивный простой делитель, т. е. такое простое
число p′, что p′ | (pn − 1), но p′ - (pm − 1) для любого 1 ≤ m < n (как правило,
p′ обозначается через rn);

(2) p = 2, n = 1 или 6;
(3) p — простое число Мерсенна и n = 2.

Лемма 2.4 [24, лемма 5]. Пусть G — конечная простая группа An−1(q).
(1) Если существует примитивный простой делитель r числа qn − 1, то G

содержит подгруппу Фробениуса с ядром порядка r и циклическим дополнением
порядка n.

(2)G содержит подгруппу Фробениуса с ядром порядка qn−1 и циклическим
дополнением порядка (qn−1 − 1)/(n, q − 1).

Лемма 2.5 [25, лемма 2.8]. Пусть G — конечная простая группа.
(1) Если G = Cn(q), то G содержит подгруппу Фробениуса с ядром порядка

qn и циклическим дополнением порядка (qn − 1)/(2, q − 1).
(2) Если G = 2Dn(q) и существует примитивный простой делитель r чис-

ла q2n−2 − 1, то G содержит подгруппу Фробениуса с ядром порядка q2n−2 и
циклическим дополнением порядка r.

(3) Если G = Dn(q) или Bn(q) и существует примитивный простой делитель
rm числа qm − 1, где m = n или n − 1 и m нечетно, то G содержит подгруппу
Фробениуса с ядром порядка qm(m−1)/2 и циклическим дополнением порядка
rm.

Лемма 2.6 [26]. Пусть G — конечная группа такая, что t(G) ≥ 3 и t(2, G) ≥
2. Тогда существует конечная неабелева простая группа S такая, что S ≤ G =
G/K ≤ Aut(S) для максимальной нормальной разрешимой подгруппы K груп-
пы G. Кроме того, t(S) ≥ t(G)− 1, и выполнено одно из следующих утвержде-
ний:

(1) S ∼= A7 или L2(q) для некоторого нечетного q и t(S) = t(2, S) = 3;
(2) для любого простого числа p ∈ π(G), не смежного с 2 в � (G), силовская

p-подгруппа группы G изоморфна силовской p-подгруппе группы S. В частно-
сти, t(2, S) ≥ t(2, G).

Следующая лемма является следствием теоремы Грюнберга — Кегеля (см.
[27]).

Лемма 2.7. Если G — конечная группа с несвязным графом � (G), то вы-
полнено одно из следующих утверждений:

(1) s(G) = 2 и G — группа Фробениуса;
(2) s(G) = 2 и G — двойная группа Фробениуса;
(3) существует неабелева простая группа S такая, что S ≤ G = G/N ≤

Aut(S), где N — нильпотентная нормальная подгруппа в G; кроме того, N и
G/S тривиальны или являются π1(G)-группами, граф � (S) несвязен, s(S) ≥
s(G) и для каждого i, где 2 ≤ i ≤ s(G), существует j такое, что 2 ≤ j ≤ s(S) и
πi(G) = πj(S).

Лемма 2.8 [28, лемма 2.2]. Если G — конечная группа, в графе простых
чисел которой больше одной компоненты связности, и 1 E N E M E G —
нормальный ряд такой, что N и G/M — тривиальные группы или π1-группы, а
группа M/N проста, то N нильпотентна.
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Лемма 2.9. Пусть G — конечная группа с несвязным графом простых
чисел. Пусть K — нормальная π1-подгруппа в G, и пусть существует неабелева
простая группа S такая, что S ≤ G = G/K ≤ Aut(S) и G/S — π1-группа.
Если K 6= 1 и S содержит подгруппу Фробениуса с ядром F и циклическим
дополнением C, причем (|F |, |K|) = 1, то r ∼ π(C) в � (G) для некоторого
простого делителя r числа |K|.

Доказательство. Очевидно, KCG(K)/K E G/K, и поскольку S проста,
получаем, что S ∩ KCG(K)/K = 1 или S. Если S ∩ KCG(K)/K 6= 1, то S ≤
KCG(K)/K ∼= CG(K)/(K ∩ CG(K)), что невозможно, так как у G несвязный
граф простых чисел и π2(G) ⊆ π(S). Значит, F � KCG(K)/K и (|F |, |K|) = 1.
Теперь из [29, лемма 1] следует, что r|C| ∈ ω(G).

Лемма 2.10 [30, 31]. За исключением соотношений (239)2 − 2(13)4 = −1 и
(3)5 − 2(11)2 = 1, любое решение уравнения

pm − 2qn = ±1, p, q простые, m, n > 1,

имеет показатели m = n = 2, т. е. получается из единицы p − q21/2 квадратич-
ного расширения Q(21/2) с простыми коэффициентами p, q.

Замечание 2.11 [32]. Пусть p — простое число и (q, p) = 1. Пусть k ≥ 1 —
наименьшее положительное целое число такое, что qk ≡ 1 (mod p). Тогда k
называется порядком числа q по модулю p и будем обозначать это число через
ordp(q). Из малой теоремы Ферма следует, что ordp(q)|(p − 1). Кроме того,
если qn ≡ 1 (mod p), то ordp(q)|n. Если a > 1 — целое число и (q, a) = 1, то
аналогичным образом определяется orda(q). Для нечетного числа a величина
orda(q) также обозначается через e(a, q).

Замечание 2.12 [32]. Пусть (k, n) = 1. Если существует целое число x
такое, что x2 ≡ k (mod n), то k называется квадратичным вычетом (mod n).
В противном случае k называется квадратичным невычетом (mod n). Пусть
p — нечетное простое число. Значение символа (a/p) равно 1, если a — квадра-
тичный вычет (mod p), равно −1, если a — квадратичный невычет (mod p), и
равно нулю, если p | a. Символ (a/p) называется символом Лежандра.

Лемма 2.13 [32]. Пусть p — нечетное простое число. Тогда (−1/p) =
(−1)(p−1)/2.

3. Основные результаты

Лемма 3.1. Пусть G = Ap−1(q) или 2Ap−1(q), где q = 2f и p > 3 — простое
число. Тогда t(3, G) = 2.

Доказательство. Предположим сначала, что G = Ap−1(q). Известно,

что π1(G) = π

(
2
p−1∏
i=1

(qi − 1)
)

и 3 | (q2 − 1), следовательно, 3 ∈ π1(G). Покажем,

что 3 ∼ 2 и 3 смежно с любым числом из π(qi − 1) \ {3} для 1 ≤ i ≤ p− 1. Если
h — примитивный простой делитель числа qi − 1, где 1 ≤ i ≤ p − 2, то 3 ∼ h,
так как по [19] группа G содержит максимальный тор T такой, что (qi−1)(q2−1)

(p,q−1)(q−1)
делит |T |. Если h ∈ π(qp−1 − 1), то 3 смежно с h, поскольку 3 ∈ π(qp−1 − 1)
и (qp−1 − 1) | |T | для некоторого максимального тора T группы G. С другой
стороны, 3 ∼ 2 в силу [19, предложение 3.1]. Таким образом, t(3, Ap−1(q)) = 2.

Равенство t(3, G) = 2 для G = 2Ap−1(q) доказывается аналогичным обра-
зом.
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Замечание 3.2. Пусть G = 2Dn(3), где n = 2m + 1 не является простым
числом. В [18, табл. 1a–1c] указано, что

s(G) = 2, π1(G) = π

(
3n(n−1)(3n + 1)(3n−1 − 1)

n−2∏
i=1

(32i − 1)

)
и нечетная компонента группы G совпадает с π((3n−1 + 1)/2). Также из [19]
известно, что t(2, 2Dn(3)) = 3, ρ(2,2 Dn(3)) = {2, r2(n−1), r2n}, ρ(3,2 Dn(3)) =
{3, r2(n−1), r2n} и t(2Dn(3)) = [(3n+4)/4]. Отметим, что t(2Dn(3)) ≥ 7, посколь-
ку n = 2m + 1 ≥ 9.

Лемма 3.3. ПустьG = 2Dn(3), где n = 2m+1 не является простым числом,
и A = {5, r2(n−2), r2(n−1), r2n}. Тогда A — независимое множество в � (G).

Доказательство. По определению e(5, 3) = 4, e(r2n, 3) = 2n и e(r2(n−2), 3)
= 2(n− 2). Значит, по [33, предложение 2.4] число 5 не смежно с r2n и r2(n−2),
а также r2n не смежно с r2(n−2). С другой стороны, 5, r2n, r2(n−2) ∈ π1(2Dn(3)),
и r2(n−1) лежит в нечетной компоненте. Таким образом, доказательство завер-
шено.

Теорема 3.4. Если G — конечная группа такая, что � (G) = � (2D2m+1(3)),
то G ∼= 2D2m+1(3). Другими словами, 2D2m+1(3) распознаваема по графу про-
стых чисел.

Доказательство. По условию граф простых чисел группы G несвязен.
Если n = 2m+1 — простое число, то s(G) = 3, и если n = 2m+1 не простое число,
то s(G) = 2. Используя [19], получаем, что t(G) = t(2Dn(3)) = [(3n+ 4)/4] ≥ 7,
так как n ≥ 9. Теперь из леммы 2.2 следует, что G не является ни группой
Фробениуса, ни двойной группой Фробениуса. Значит, по леммам 2.7 и 2.8 в G
есть нормальный ряд 1 E N E M E G такой, что N и G/M тривиальны или
являются π1-группами, а N нильпотентна. Кроме того, M/N — неабелева про-
стая группа с не менее чем s(G) связными компонентами и G/M ≤ Out(M/N).
Более того, существует i ≥ 2 такое, что πi(M/N) = π2(2Dn(3)). Отметим, что,
как показано в доказательстве леммы 2.7, N = Sπ1(G), т. е. N — максимальная
π1-отделимая нормальная подгруппа группы G. С другой стороны, t(2, G) ≥ 2
и t(G) ≥ 3, поэтому по лемме 2.6 существует неабелева простая группа S такая,
что S ≤ G = G/K ≤ Aut(S), где K — максимальная нормальная разреши-
мая подгруппа группы G. Очевидно, K является π1-отделимой, следовательно,
K ⊆ N . Кроме того, N — нильпотентная нормальная подгруппа в G, и, значит,
N ⊆ K. Таким образом, N = K, S = M/N и G/S ≤ Out(S).

Покажем, что 2D2m+1(3) квазираспознаваема по графу простых чисел. Ес-
ли n = 2m + 1 — простое число, то у � (G) три компоненты связности. Тогда
согласно [16] группа 2D2m+1(3) квазираспознаваема по графу простых чисел,
т. е. S ∼= 2D2m+1(3). Следовательно, можно считать, что n = 2m + 1 — не
простое число. В этом случае s(G) = s(2Dn(3)) = 2 и t(2Dn(3)) ≥ 7. По лем-
ме 2.6 выполнены неравенства t(S) ≥ t(G) − 1 и t(2, S) ≥ t(2, G). Кроме того,
по лемме 2.7 справедливо неравенство s(S) ≥ s(G) = 2 и найдется i ≥ 2 такое,
что π2(2Dn(3)) = πi(S). Далее в тексте ri обозначает примитивный простой
делитель числа 3i − 1. В силу замечания 3.2 и леммы 2.6 имеем r2n ∈ ρ(2, G)
и, значит, r2n ∈ π(S). Рассмотрим все возможности для группы S, следуя [18,
табл. 1a–1c].

Случай 1. Пусть S ∼= G2(q), где q = 3f . Известно, что t(G2(q)) = 3 и
t(2Dn(3)) ≥ 7. Следовательно, t(S) < t(G)− 1; противоречие.
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Аналогичным образом доказывается, что S не изоморфна ни одной из групп
F4(q), E6(q), 2E6(q), 3D4(q), 2B2(q), где q = 22n+1; 2G2(q), где q = 32n+1; 2F4(q),
где q = 22n+1; 2F4(2′), A1(q), A2(2), A2(4), 2A5(2) и ни одной из спорадических
групп, исключая, возможно, J4.

Случай 2. Пусть S ∼= Ap−1(q), где (p, q) 6= (3, 2), (3, 4), q = rf и p —
нечетное простое число. Если p = 3, то t(A2(q)) ≤ 4 по [19]. Тогда t(S) < t(G)−1,
что неверно. Следовательно, p ≥ 5. Если q нечетно, то t(2, Ap−1(q)) = 2 по [19],
и получаем противоречие с леммой 2.6, так как t(2, G) = 3. Значит, q = 2f . Из
замечания 3.2 и леммы 2.6 следует, что r2n ∈ π(S). Поскольку r2n ∈ π1(G) и
s(S) = 2, получаем, что r2n ∈ π1(S). Тогда 3 смежно с r2n по лемме 3.1, что
противоречит замечанию 3.2.

Аналогичным образом доказывается, что S не изоморфна 2Ap−1(q).

Случай 3. Пусть S ∼= Ap(q), где (q − 1) | (p + 1), или S ∼= 2Ap(q), где
(q + 1) | (p + 1), (p, q) 6= (3, 3), (5, 2), причем q = rf и p ≥ 3 — простое число.
Определим Aε

p(q), где ε ∈ {+,−}, следующим образом: A+
p (q) = Ap(q) и A−

p (q) =
2Ap(q).

Поскольку t(Aε
p(q)) ≤ 4 при p ≤ 7 по [19], заключаем, что p > 7.

(a) Пусть q нечетно. Если (p+1)2 6= (q−ε1)2 или (p+1)2 = (q−ε1)2 = 2, то
по [19] выполнено t(2, Aε

p(q)) = 2; противоречие. Следовательно, 2 < (p+ 1)2 =
(q − ε1)2.

(a.1) Если q = 3f , то

π((3n−1 + 1)/2) = π((3pf − ε1)/(3f − ε1)).

Пусть x — примитивный простой делитель числа (3pf − ε1)/(3f − ε1). Тогда,
используя соображения о порядке элемента x, получаем, что pf | 2(n−1) = 2m+1

и, значит, p = 2, что неверно.
(a.2) Пусть q = rf и r 6= 3. По [19, предложение 3.1] число r смежно с 2

в � (S). Кроме того, для любого 2 ≤ i ≤ p − 1 число qi − (ε1)i делит порядок
некоторого максимального тора T группы S и 2 | |T |. Поскольку r2n ∈ π1(S)
и 2 � r2n в � (G), получаем, что e(r2n, q) = p + 1. Дальнейшие рассуждения
проводится параллельно для Ap(q) и 2Ap(q).

• Если S ∼= Ap(q) и e(3, q) = 2, то по [19, предложение 2.1] имеем 3 ∼ r2n,
что невозможно. Значит, e(3, q) = 1.

◦ Если S ∼= 2Ap(q) и e(3, q) = 1, то по [19, предложение 2.2] имеем 3 ∼ r2n,
что невозможно. Следовательно, e(3, q) = 2.

Возможны два случая.
(1) Пусть r 6= 5. Отметим, что e(5, q) | 4.
• Если S ∼= Ap(q) и e(5, q) = 4 или e(5, q) = 2, то по [19, предложение 2.1] из

условия (p+1)2 > 2 следует, что 5 ∼ r2n, а это противоречит лемме 3.3. Значит,
e(5, q) = 1 и 5 | (q − 1).

◦ Если S ∼= 2Ap(q) и e(5, q) = 4 или e(5, q) = 1, то по [19, предложение 2.2]
получаем, что 5 ∼ r2n; противоречие с леммой 3.3. Значит, e(5, q) = 2 и 5 | (q+1).

Покажем, что r2(n−2) ∈ π1(S). В противном случае r2(n−2) ∈ π(K)∪π(G/S),
поскольку π2(G) = π2(S).

I Если r2(n−2) ∈ π(G/S), то

r2(n−2) ∈ π(Out(S)) ⊆ {2} ∪ π(f(p+ 1, q − ε1)).

Число r2(n−2) нечетно, поэтому r2(n−2) 6= 2. Если r2(n−2) | (q−ε1), то 5 смежно с
r2(n−2), так как 5 | (q− ε1) и (q− ε1) | |T | для некоторого максимального тора T
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группы S; противоречие с леммой 3.3. Если r2(n−2) | f , то r2(n−2) — порядок по-
левого автоморфизма группы S. Полевой автоморфизм централизует элементы
группы Aε

p(r) и 5 ∈ π
(
Aε
p(r)

)
. Следовательно, 5 смежно с r2(n−2); противоречие.

Таким образом, r2(n−2) ∈ π(K).
• Если S ∼= Ap(q), то 5 | (q − 1). По лемме 2.4 в Ap(q) есть подгруппа

Фробениуса с ядром порядка r′, где r′ — примитивный делитель числа qp+1−1,
и циклическим дополнением порядка p+1. Поскольку r′ ∈ π(S) и r2(n−2) 6∈ π(S),
применяя лемму 2.9, получаем, что r2(n−2) ∼ π(p+1). Отсюда в силу включения
5 ∈ π(q − 1) ⊆ π(p+ 1) следует, что 5 ∼ r2(n−2); противоречие.

◦ Если S ∼= 2Ap(q), то воспользуемся тем, что C(p+1)/2(q) ≤ 2Ap(q) по [34].
По лемме 2.5 группа C(p+1)/2(q) содержит подгруппу Фробениуса с ядром поряд-
ка q(p+1)/2 и циклическим дополнением порядка (q(p+1)/2 − 1)/2. По лемме 2.9
получаем, что r2(n−2) ∼ π((q(p+1)/2 − 1)/2). Поскольку (p+ 1)2 > 2 и e(5, q) = 2,
это, в частности, означает, что 5 ∼ r2(n−2); противоречие.

Таким образом, r2(n−2) ∈ π1(S). По доказанному 5 | (q − ε1), и 5 � r2(n−2)
по лемме 3.3. Используя порядки максимальных торов группы S, выводим, что
e(r2(n−2), q) = p + 1. Следовательно, e(r2(n−2), q) = e(r2n, q) = p + 1, и по [19,
предложения 2.1, 2.2] число r2(n−2) смежно с r2n, что противоречит лемме 3.3.

(2) Пусть r = 5 и, значит, q = 5f .
• Пусть S ∼= Ap(q). По [19] имеем t(5, Ap(q)) = 3, и по лемме 3.3 выполнено

неравенство t(5, 2Dn(3)) ≥ 4. Поскольку {5, r2(n−1), r2n} ⊆ π(S), получаем, что
r2(n−2) /∈ π(S) и, значит, r2(n−2) ∈ π(K) или r2(n−2) ∈ π(G/S). Предположим,
что r2(n−2) ∈ π(K). По лемме 2.4 в Ap(q) есть подгруппа Фробениуса с яд-
ром порядка qp = 5fp и циклическим дополнением порядка (qp − 1)/(q − 1).
Тогда r2(n−2) ∼ π((qp − 1)/(q − 1)) по лемме 2.9. Это противоречит тому,
что r2(n−2) лежит в π1(G). Следовательно, r2(n−2) ∈ π(G/S) ⊆ π(Out(S)) ⊆
{2} ∪ π(f(p+ 1, q − 1)). Число r2(n−2) нечетно, и π(q − 1) ⊆ π(S), поэтому
r2(n−2) | f . Повторяя рассуждения из п. (1), приходим к противоречию.

◦ Если S ∼= 2Ap(q), то 3 | (q + 1) и, значит, f нечетно. Отметим, что
ord5(16) = 4 и 4 - (p − 1), так как (p + 1)2 > 2. Следовательно, 16 - (qp−1 − 1).
С другой стороны, π((3n−1 +1)/2) = π((qp+1)/(q+1)). Если x ∈ π((qp+1)/(q+
1)), то x | (3n−1 + 1). Кроме того, x — примитивный делитель числа 32(n−1)− 1,
иначе x лежал бы в π1(G). Значит, 2(n− 1) | (x− 1), откуда x = 2(n− 1)k+ 1 =
16k′ + 1 для некоторых k, k′ > 0. Таким образом, (qp + 1)/(q+ 1) = 16k′′ + 1 для
некоторого k′′ > 0. Следовательно, 16 | (qp−1 − 1), что неверно.

(b) Пусть q = 2f . Тогда r2n ∈ π1(S), так как s(S) = 2. Значит, либо
r2n = 2, что невозможно, либо r2n | (qi − (ε1)i) для некоторого 2 ≤ i ≤ p − 1,
либо r2n | (qp+1 − 1). Предположим, что r2n — примитивный простой делитель
числа qi − (ε1)i для 2 ≤ i ≤ p − 2. Существует максимальный тор порядка
(qi−(ε1)i)(q2−1)(qk−(ε1)k)

(q−ε1)2 , где k = p + 1 − i − 2. Поскольку 3 | (q2 − 1), числа 3 и
r2n смежны; противоречие. Если r2n — примитивный простой делитель числа
qp−1 − 1, то 3 ∼ r2n, так как qp−1 − 1 делит порядок некоторого максимального
тора группы S. Таким образом, e(r2n, q) = p+ 1.

• Если S ∼= Ap(q) и e(3, q) = 2, то по [19, предложение 2.1] числа 3 и
r2n смежны; противоречие. Следовательно, e(3, q) = 1. Поскольку q = 2f ,
получаем, что f четно. Если e(5, q) = 2, то по [19, предложение 2.1] числа 5 и
r2n смежны; противоречие. Значит, 5 | (q − 1). Рассуждая, как выше, можно
показать, что r2(n−2) ∈ π(S) и e(r2(n−2), q) = p+1. Тогда по [19, предложение 2.1]
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числа r2(n−2) и r2n смежны; противоречие.
◦ Если S ∼= 2Ap(q) и e(3, q) = 1, то по [19, предложение 2.2] числа 3 и r2n

смежны, что неверно. Следовательно, e(3, q) = 2, и, значит, f нечетно. Тогда
e(5, q) = 4. По [19, предложение 2.1] получаем, что 5 ∼ r2n; противоречие.

Случай 4. Пусть S ∼= Bn′(q), где n′ = 2m
′ ≥ 4 и q нечетно. Тогда

t(2, Bn′(q)) = 2 по [19], и, используя лемму 2.6, приходим к противоречию.
По тем же причинам S не изоморфна Cn′(q), где n′ = 2m

′ ≥ 2.

Случай 5. Пусть S ∼= Bp(3), где p ≥ 3 — простое число. Тогда π((3p −
1)/2) = π((3n−1 + 1)/2). Следовательно, p | 2(n− 1), откуда p = 2, что неверно.

Аналогичным образом доказывается, что S не изоморфна ни одной из групп
Dp(3), Cp(3), Dp+1(3) и не изоморфна 2Dp(3), где p — простое число и p 6=
2n

′
+ 1 ≥ 5.

Случай 6. Пусть S ∼= Dp+1(2), где p ≥ 3 — простое число. Тогда π(2p−1) =
π((3n−1+1)/2). Если x ∈ π(2p−1), то x | (3n−1+1)/2. Следовательно, 3n−1 ≡ −1
(mod x), и, значит, (−1/x) = 1. Тогда x ≡ 1 (mod 4) по лемме 2.13. Таким
образом, 2p − 1 = 4k + 1, что неверно.

По аналогичным соображениям S не изоморфна Dp(2) и Cp(2).

Случай 7. Пусть S ∼= 2Dn′(2), где n′ = 2m
′
+ 1 ≥ 5. По лемме 2.6 число

r2n лежит в π(S), поэтому ρ(3, 2Dn(3)) ⊆ ρ(3, 2Dn′(2)). С другой стороны, из
[33, предложение 2.4] несложно вывести, что t(3, 2Dn′(2)) = 2.

Аналогичным образом доказывается, что S не изоморфна Dp(5).

Случай 8. Пусть S ∼= 2Dn′(q), где n′ = 2m
′ ≥ 4 и q = rf . По лемме 2.6

число r2n лежит в π(S), поэтому ρ(3, 2Dn(3)) ⊆ ρ(3, 2Dn′(q)). Теперь, используя
[33, предложение 2.4], получаем, что r = 3. Тогда по [19] выполнено равенство
t(2, 2Dn′(q)) = 2 , а это противоречит лемме 2.6.

Случай 9. Пусть S ∼= 2Dp(3), где p = 2n
′
+ 1 ≥ 5 простое. Поскольку

s(2Dp(3)) = 3 и s(2Dn(3)) = 2, нужно рассмотреть два случая. Если π((3n−1 +
1)/2) = π((3p + 1)/4), то r2p | (32(n−1) − 1) и, значит, 2p | 2(n − 1), откуда
следует, что p = 2; противоречие. Если π((3n−1 + 1)/2) = π((3p−1 + 1)/2), то
r2(p−1) ∈ π((3n−1 + 1)/2), и приходим к противоречию тем же путем.

Случай 10. Пусть S ∼= Ak, где k > 6. Тогда нечетная компонента группы
S состоит из одного простого числа r, лежащего в множестве {k, k − 1, k − 2}.
Если π((3n−1 + 1)/2) = {r}, то r = r2(n−1), и по лемме 2.10 получаем, что
(3n−1 + 1)/2 = r. Пусть s = r2n. Тогда s делит (3n + 1)/4. Если s 6= (3n + 1)/4,
то s ≤ (3n + 1)/12 < k − 3 и, значит, числа 3 и s смежны в � (G); противоречие.
Таким образом, s = (3n + 1)/4. Несложно видеть, что s > k. Следовательно,
s - |Ak|, а это противоречит тому, что r2n = s ∈ π(S) по замечанию 3.2.

Случай 11. Пусть S ∼= E8(q). Тогда множество π((3n−1 + 1)/2) должно
равняться нечетной компоненте группы E8(q).

(11.1) Предположим, что q ≡ 2, 3 (mod 5). Если

π((3n−1 + 1)/2) = π(q8 − q4 + 1) ⊆ π(q24 − 1),

то любой x из π((3n−1 + 1)/2) лежит в π(q24 − 1). Покажем, что x — прими-
тивный простой делитель числа (q24 − 1). В противном случае найдется нату-
ральное число l такое, что l|24 и x|(ql − 1). Тогда l ∈ {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12} и из [18,
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табл. 1a–1c] следует, что x ∈ π1(E8(q)); противоречие. Значит, 24 | (x−1), отку-
да x = 24k′+1 для некоторого k′ > 0. Следовательно, (3n−1 +1)/2 = 24k+1 для
некоторого k > 0, откуда 3n−1 − 24k′′ = 1 для некоторого k′′ > 0, что неверно.
Если

π((3n−1 + 1)/2) = π(q8 − q7 + q5 − q4 + q3 − q + 1) ⊆ π(q15 − 1)

или
π((3n−1 + 1)/2) = π(q8 + q7 − q5 − q4 − q3 + q + 1) ⊆ π(q30 − 1),

то противоречие достигается аналогичным образом.
(11.2) Если q′ ≡ 0, 1, 4 (mod 5), то противоречие достигается так же, как в

(11.1).

Случай 12. Пусть S ∼= E7(2). Поскольку s(E7(2)) = 3, рассмотрим два
случая. Если π((3n−1 + 1)/2) = π(73), то по лемме 2.10 выполнено равенство
(3n−1 + 1)/2 = 73, которое невозможно. Если π((3n−1 + 1)/2) = π(127), то
аналогичным образом приходим к противоречию.

Таким же образом показывается, что S не изоморфна ни E7(3), ни J4.

Случай 13. Пусть S ∼= 2Dn′(3), где n′ = 2m
′
+ 1 не простое. Тогда

π((3n−1 + 1)/2) = π((3n
′−1 + 1)/2),

откуда r2(n−1) ∈ π((3n
′−1 + 1)/2). Следовательно, (n − 1) | (n′ − 1). По тем же

соображениям (n′ − 1) | (n − 1). Значит, n = n′ и S ∼= 2Dn(3). Таким образом,
2Dn(3) квазираспознаваема по графу простых чисел.

Теперь покажем, что K = 1. В противном случае можно без потери общ-
ности считать, что K — элементарная абелева p-группа. По лемме 2.5 в 2Dn(3)
есть подгруппа Фробениуса с ядром порядка 32n−2 и циклическим дополнени-
ем порядка r2n−2, где r2n−2 — примитивный простой делитель числа 32n−2 − 1.
Если p 6= 3, то p ∼ r2n−2 по лемме 2.9. Это противоречит тому, что p ∈ π1(G)
и r2n−2 ∈ π2(G). Значит, r = 3. По [35, теорема 1.3] любой элемент группы S
имеет неподвижную точку в K, что приводит к противоречию.

Таким образом, S E G ≤ Aut(S). Предположим, что n — не простое число.
Если G 6= S, то граф � (G) связен в силу [36, теорема 5]. Следовательно, в этом
случае G ∼= 2Dn(3). Пусть теперь n — простое число. Если G � 2Dn(3), то по
[36, теорема 5] группа G изоморфна группе S : 〈γ〉, где γ — полевой автомор-
физм группы S порядка 2. Как указано в [34], централизатор CS(γ) содержит
подгруппу, изоморфную Bn−1(3). Значит, r2(n−1) ∈ π(CS(γ)), откуда следует,
что 2 ∼ r2n−2; противоречие с замечанием 3.2. Следовательно, G ∼= S. Та-
ким образом, 2Dn(3) распознаваема по графу простых чисел, и доказательство,
теоремы завершено.
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