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КВАЗИ–ФИЛИФОРМНЫЕ АЛГЕБРЫ

ЛЕЙБНИЦА МАКСИМАЛЬНОЙ ДЛИНЫ

Л. М. Камачо, Э. М. Каньете,
Х. Р. Гомес, Б. А. Омиров

Аннотация. n-Мерные p-филиформные алгебры Лейбница максимальной длины
ранее были изучены при 0 ≤ p ≤ 2. Для алгебр Ли нильиндекса n − 2 существует
только одна характеристическая последовательность (n − 2, 1, 1), в то время как в
теории алгебр Лейбница мы имеем две возможности: (n− 2, 1, 1) и (n− 2, 2). Пер-
вый случай (2-филиформный) исследован ранее. В настоящей статье рассмотрен
второй случай, т. е. квази-филиформные нелиевы алгебры Лейбница максималь-
ной длины. Следовательно, данная работа завершает изучение алгебр Лейбница
максимальной длины нильиндекса n− p при 0 ≤ p ≤ 2.

Ключевые слова: алгебра Ли, алгебра Лейбница, нильпотентность, естественная
градуировка, характеристическая последовательность, p-филиформность.

1. Введение

Понятие длины алгебры Ли введено Гомесом, Хименес-Мершан и Рейес
[1]. В этой работе они выделили следующее интересное семейство: алгебры,
допускающие градуировку с наибольшим числом ненулевых подпространств,
названные ими алгебрами максимальной длины. В действительности они рас-
сматривали только связные градуировки, хотя существуют и несвязные алгебры
с наибольшим числом ненулевых подпространств. Тем не менее в соответствии
с работой [1] понятие алгебры максимальной длины закрепилось. В настоящей
работе будут описаны квази-филиформные алгебры Лейбница максимальной
длины в смысле статьи [1], т. е. будут рассмотрены только связные градуиров-
ки.

Алгебры Лейбница возникают как естественное обобщение алгебр Ли [2, 3],
и понятие длины может быть аналогично дано и в данной ситуации. Поэто-
му предполагается, что алгебры Лейбница максимальной длины будут играть
роль, подобную случаю алгебр Ли. Когомологические свойства алгебр Лейб-
ница уже широко изучались (см., например, [4–7]). Замечательным качеством
алгебр максимальной длины является относительная простота изучения их ко-
гомологических свойств [8].

Проблема классификации неассоциативных нильпотентных алгебр Ли очень
сложна. Действительно, эта проблема возникла два столетия назад и до сих
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пор остается нерешенной. Относительно алгебр Лейбница проблема аналогич-
на, поэтому мы ограничим наше внимание двумя важными семействами алгебр
Лейбница: p-филиформными и квази-филиформными (см. определения 4 и 5).

Классификация филиформных и 2-филиформных алгебр Ли максимальной
длины дана в [1, 9] (заметим, что в этом случае не существует нуль-филиформ-
ных алгебр и понятия 2-филиформности и квази-филиформности согласуются).
В случае алгебр Лейбница нуль-филиформный случай изучен в [10], в то время
как филиформный и 2-филиформный случаи исследованы в [11].

Мы сконцентрируем внимание на квази-филиформных алгебрах Лейбница.
Пусть L — n-мерная квази-филиформная нелиева алгебра Лейбница. Тогда ее
характеристическая последовательность есть либо (n − 2, 1, 1), либо (n − 2, 2).
Первый случай (2-филиформный) исследован в [11]. В настоящей работе мы
рассматриваем второй случай, т. е. случай алгебр с характеристической после-
довательностью (n − 2, 2). Основной целью является полное изучение алгебр
максимальной длины нильиндекса n − 2. Для изучения этих алгебр мы рас-
сматриваем расширенные естественно градуированные квази-филиформные ал-
гебры Лейбница и доказываем, что расширением естественно градуированных
квази-филиформных алгебр Ли являются алгебры Ли.

Основные результаты (см. точные формулировки в теоремах 3.1 и 3.2)
будут доказаны в разд. 3, а следующие определения будут использоваться на
протяжении всей статьи.

Определение 1. Алгебра L над полем F называется алгеброй Лейбница,
если она удовлетворяет тождеству Лейбница: [x, [y, z]] = [[x, y], z]− [[x, z], y] для
любых x, y, z ∈ L , где [ , ] — умножение в L .

Заметим, что если в L выполнено тождество [x, x] = 0, то тождество Лейб-
ница совпадает с тождеством Якоби. Таким образом, алгебры Лейбница явля-
ются обобщением алгебр Ли.

Для алгебры Лейбница L определим следующую последовательность иде-
алов: L 1 = L и L k+1 = [L k,L ]. Далее в качестве основного поля будем
рассматривать поле комплексных чисел. Пусть L — нильпотентная алгебра
индекса нильпотентности s, т. е. L s+1 = 0 и L s 6= 0. Определим естественно
градуированные алгебры следующим образом.

Определение 2. Положим Li = L i/L i+1, 1 ≤ i ≤ k, и grL = L1 ⊕L2 ⊕
· · ·⊕Lk. Тогда [Li,Lj ] ⊆ Li+j и получаем градуированную алгебру grL . Если
grL и L изоморфны, что обозначается через grL ∼= L , то мы называем L
естественно градуированной алгеброй.

Построенная выше градуировка называется естественной градуировкой.
Множество R(L ) = {x ∈ L : [y, x] = 0 ∀y ∈ L } называется правым ан-

нулятором L . Для любых x, y ∈ L элементы [x, x] и [x, y] + [y, x] лежат в
R(L ).

Множество Cent(L ) = {z ∈ L : [x, z] = [z, x] = 0 ∀x ∈ L } называется
центром L . Заметим, что R(L ) является идеалом в L .

Определим множество I (L ) = 〈[x, x] ∀x ∈ L 〉. Заметим, что I (L ) явля-
ется идеалом в L .

Пусть x — нильпотентный элемент из L \L 2. Для нильпотентного опера-
тора правого умножения Rx определим убывающую последовательность C(x) =
(n1, n2, . . . , ns), состоящую из порядков клеток Жордана оператора Rx, где
n1 + n2 + · · · + ns = dimL . В множестве таких последовательностей рассмат-
риваем лексикографический порядок, т. е. C(x) = (n1, n2, . . . , ns) < C(y) =
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(m1,m2, . . . ,mt) ⇐⇒ существует i ∈ N такой, что nj = mj для любого j < i и
ni < mi.

Определение 3. Последовательность C(L ) = maxC(x)x∈L \L 2 называ-
ется характеристической последовательностью алгебры L .

Пример 1.1. Если C(L ) = (1, 1, . . . , 1), то, очевидно, алгебра L абелева.
Пусть L — n-мерная нильпотентая алгебра Лейбница, а p — неотрицатель-

ное целое число (p < n).
Определение 4. Алгебра Лейбница L называется p-филиформной, если

C(L ) = (n − p, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

). Если p = 1, то L называется филиформной алгеброй,

а если p = 0 — нуль-филиформной алгеброй.
Определение 5. Алгебра Лейбница L называется квази-филиформной,

если ее нильиндекс равен n − 2, а именно L n−2 6= {0} и L n−1 = {0}, где
n = dim(L ).

Алгебра Лейбница L называется Z-градуированной, если L =
⊕
i∈Z

Vi, где

[Vi, Vj ] ⊆ Vi+j для любых i, j ∈ Z, с конечным числом ненулевых пространств Vi.
Будем говорить, что Z-градуированная нильпотентная алгебра Лейбница

L допускает связную градуировку L = Vk1 ⊕ Vk1+1 ⊕ Vk1+2 ⊕ · · · ⊕ Vk1+t, если
Vk1+i 6= 0 для любого i (0 ≤ i ≤ t).

Определение 6. Число l(⊕L ) = l(Vk1 ⊕Vk1+1⊕Vk1+2⊕· · ·⊕Vk1+t) = t+1
называется длиной градуировки. Говорят, что градуировка имеет максималь-
ную длину, если l(⊕L ) = t+ 1 = dim(L ).

Определим длину алгебры L правилом

l(L ) = max{l(⊕L ) : L = Vk1 ⊕ Vk1+1 ⊕ Vk1+2 ⊕ · · · ⊕ Vk1+t

является связной градуировкой}.

Алгебра Лейбница L называется алгеброй максимальной длины, если L
допускает градуировку максимальной длины.

2. Естественно градуированные
квази-филиформные алгебры Лейбница

Следующая теорема дает классификацию естественно градуированных n-
мерных квази-филиформных алгебр Ли (см. [12]).

Теорема 2.1. Пусть g — комплексная n-мерная естественно градуирован-
ная квази-филиформная алгебра Ли. Тогда существует базис {x0, x1, . . . , xn−2, y}
алгебры g такой, что умножение в алгебре имеет следующий вид:

L(n, r) (n ≥ 5, 3 ≤ r ≤ 2bn−1
2 c − 1, r нечетно):{

[x0, xi] = xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[xi, xr−i] = (−1)i−1y, 1 ≤ i ≤ r−1

2 ;

Q(n, r) (n ≥ 7, n нечетно, 3 ≤ r ≤ n− 4, r нечетно):
[x0, xi] = xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[xi, xr−i] = (−1)i−1y, 1 ≤ i ≤ r−1

2 ,

[xi, xn−2−i] = (−1)i−1xn−2, 1 ≤ i ≤ n−3
2 ;
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t(n, n− 3) (n ≥ 6, n четно):
[x0, xi] = xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,

[xn−1, x1] = (n−4)
2 xn−2,

[xi, xn−3−i] = (−1)i−1(xn−3 + xn−1), 1 ≤ i ≤ n−4
2 ,

[xi, xn−2−i] = (−1)i−1 (n−2−2i)
2 xn−2, 1 ≤ i ≤ n−4

2 ;
t(n, n− 4) (n ≥ 7, n нечетно):

[x0, xi] = xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,

[xn−1, xi] = (n−5)
2 xn−4+i, 1 ≤ i ≤ 2,

[xi, xn−4−i] = (−1)i−1(xn−4 + xn−1), 1 ≤ i ≤ n−5
2 ,

[xi, xn−3−i] = (−1)i−1 (n−3−2i)
2 xn−3, 1 ≤ i ≤ n−5

2 ,

[xi, xn−2−i] = (−1)i(i− 1) (n−3−i)
2 xn−2, 2 ≤ i ≤ n−3

2 ;

E (7, 3):


[x0, xi] = xi+1, 1 ≤ i ≤ 3,
[y, xi] = xi+3, 1 ≤ i ≤ 2,
[x1, x2] = x3 + y,

[x1, xi] = xi+1, 3 ≤ i ≤ 4;

E
1(9, 5):


[x0, xi] = xi+1, 1 ≤ i ≤ 5,
[y, xi] = 2xi+5, 1 ≤ i ≤ 2,
[x1, x4] = x5 + y, [x1, x5] = 2x6, [x1, x6] = 3x7,

[x2, x3] = −x5 − y, [x2, x4] = −x6, [x2, x5] = −x7;

E
2(9, 5):


[x0, xi] = xi+1, 1 ≤ i ≤ 5,
[y, xi] = 2xi+5, 1 ≤ i ≤ 2,
[x1, x4] = x5 + y, [x1, x5] = 2x6, [x1, x6] = x7, [x2, x3] = −x5 − y,

[x2, x4] = −x6, [x2, x5] = x7, [x3, x4] = −2x7;
Ln−1 ⊕ C (n ≥ 4):

[x0, xi] = xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3;
Qn−1 ⊕ C (n ≥ 7, n нечетно):{

[x0, xi] = xi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[xi, xn−2−i] = (−1)i−1xn−2, 1 ≤ i ≤ n−3

2 .

ПустьL — n-мерная (n ≥ 6) естественно градуированная квази-филиформ-
ная нелиева алгебра Лейбница с характеристической последовательностью (n−
2, 1, 1) или (n−2, 2). Первый случай (2-филиформный) изучался в [13], а второй
— в [11]. В настоящей работе продолжим это изучение, т. е. будем рассматри-
вать алгебры Лейбница такие, что C(L ) = (n− 2, 2).

Из определения характеристической последовательности следует существо-
вание базисного элемента e1 ∈ L \L 2 такого, что оператор правого умножения
Re1 в жордановой форме имеет одну из следующих форм, где Ji — жорданова
клетка порядка i (заметим, что J1 = {0} имеет порядок один):(

Jn−2 0
0 J2

)
,

(
J2 0
0 Jn−2

)
.

Квази-филиформная алгебра Лейбница называется алгеброй первого типа,
если оператор Re1 подобен первой матрице, и алгеброй второго типа во втором
случае.

В следующих теоремах соберем результаты, полученные в [14].
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Теорема 2.2. Пусть A — естественно градуированная алгебра Лейбница
первого типа. Тогда она изоморфна некоторой алгебре из следующих попарно
неизоморфных семейств:

A1,λ:
{

[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[yn−1, y1] = yn, [y1, yn−1] = λyn;

A2,λ:


[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[yn−1, y1] = yn,

[y1, yn−1] = λyn, λ ∈ {0, 1},
[yn−1, yn−1] = yn;

A3,λ:


[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[yn−1, y1] = yn + y2,

[y1, yn−1] = λyn, λ ∈ {−1, 0, 1};

A4,λ:


[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[yn−1, y1] = yn + y2,

[yn−1, yn−1] = λyn, λ 6= 0;

A5,λ,µ:


[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[yn−1, y1] = yn + y2,

[y1, yn−1] = λyn, (λ, µ) = (1, 1) или (2, 4),
[yn−1, yn−1] = µyn;

A6:


[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[yn−1, y1] = yn, [y1, yn−1] = −yn,
[yn−1, yn−1] = y2, [yn−1, yn] = y3.

Теорема 2.3. Пусть A — естественно градуированная алгебра Лейбница
второго типа. Тогда она изоморфна некоторой алгебре из следующих попарно
неизоморфных семейств:

n четно

A1:


[y1, y1] = y2,

[yi, y1] = yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[y1, yi] = −yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1;

A2:


[y1, y1] = y2,

[yi, y1] = yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[y1, y3] = y2 − y4,

[y1, yj ] = −yj+1, 4 ≤ j ≤ n− 1;

A3:


[y1, y1] = y2,

[yi, y1] = yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[y3, y3] = y2,

[y1, yi] = −yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1;

A4:


[y1, y1] = y2,

[yi, y1] = yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[y1, y3] = 2y2 − y4, [y3, y3] = y2,

[y1, yj ] = −yj+1, 4 ≤ j ≤ n− 1;
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n нечетно, A1,A2,A3,A4

A5:


[y1, y1] = y2,

[yi, y1] = yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[y1, yi] = −yi+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,
[yi, yn+2−i] = (−1)iyn, 3 ≤ i ≤ n− 1;

A6,λ:



[y1, y1] = y2,

[yi, y1] = yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[y1, y3] = λy2 − y4, λ ∈ {1, 2},
[y1, yj ] = −yj+1, 4 ≤ j ≤ n− 1,
[yi, yn+2−i] = (−1)iyn, 3 ≤ i ≤ n− 1;

A7,λ:



[y1, y1] = y2,

[yi, y1] = yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[y3, y3] = λy2, λ 6= 0,
[y1, yi] = −yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[yi, yn+2−i] = (−1)iyn, 3 ≤ i ≤ n− 1;

A8,λ,µ:



[y1, y1] = y2,

[yi, y1] = yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[y1, y3] = λy2 − y4, [y3, y3] = µy2,

[y1, yj ] = −yj+1, 4 ≤ j ≤ n− 1,
[yi, yn+2−i] = (−1)iyn, 3 ≤ i ≤ n− 1,

при (λ, µ) = (−2, 1), (2, 1) или (4, 2).

Изучение алгебр Лейбница максимальной длины можно упростить, следуя
рассуждениям из доказательств теорем 2.2 и 2.3 (см. [14]). Следующее утвер-
ждение описывает структуру естественно градуированной n-мерной алгебры
Лейбница.

Утверждение 2.1. Пусть L — естественно градуированная квази-фили-
формная алгебра Лейбница. Тогда L изоморфна некоторой алгебре из следу-
ющих попарно не изоморфных семейств:

NG1:



[e1, e1] = e2,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, e3] = λe2 − e4,

[e3, e3] = µe2, λ, µ ∈ C,
[e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1;

NG2:



[e1, e1] = e2,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, e3] = λe2 − e4,

[e3, e3] = µe2, λ, µ ∈ C,
[e1, ei] = −ei+1, 4 ≤ i ≤ n− 1,
[ei, en+2−i] = (−1)ien, 3 ≤ i ≤ n− 1;
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NG3:


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[en−1, e1] = en + αe2, [e1, en−1] = βen,

[en−1, en−1] = γen, α, β, γ ∈ C;

NG4:


[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[en−1, e1] = en, [e1, en−1] = −en,
[en−1, en−1] = e2, [en−1, en] = e3,

гдеNG1 иNG2 соответствуют алгебрам второго типа, аNG3 иNG4 — алгебрам
первого типа.

3. Квази-филиформные алгебры
Лейбница максимальной длины

Пусть L — n-мерная (n ≥ 6) квази-филиформная нелиева алгебра Лейб-
ница с характеристической последовательностью (n− 2, 2). В утверждении 3.1
описана структура таких алгебр на основе ранее полученного результата.

Утверждение 3.1. Пусть L — n-мерная квази-филиформная алгебра
Лейбница. Тогда L изоморфна некоторой алгебре из следующих попарно не
изоморфных семейств:

ÑG1:



[e1, e1] = e2,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, e3] = λe2 − e4 + µnen, [e3, e3] = µe2 + γnen,

[e1, ei] = −ei+1 + γi,nen, 4 ≤ i ≤ n− 1,
[ei, ej ] = (∗)ei+j−1 + (∗)ei+j + · · ·+ (∗)en,

∀(i, j) 6= (1, 1), (1, 3), (3, 3), (3, 1), (i, 1), (1, i),
[e2, ei] = zien, i 6= 2, n;

ÑG2:



[e1, e1] = e2 + αnen,

[ei, e1] = ei+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[e1, e3] = λe2 − e4 + (∗)en, [e3, e3] = µe2 + (∗)en,
[e1, ei] = −ei+1 + (∗)en, 4 ≤ i ≤ n− 1,
[ei, en+2−i] = (−1)nen, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[ei, ej ] = (∗)ei+j−1 + · · ·+ (∗)en,

∀(i, j) 6= (1, 1), (1, 3), (3, 3), (3, 1), (k, n+ 2− k),
3 ≤ k ≤ n− 1;

ÑG3:



[ei, e1] = ei+1 + (∗)ei+2 + · · ·+ (∗)en−2, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[en−1, e1] = en + αe2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2,

[e1, en−1] = βen + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2,

[en−1, en−1] = γen + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2,

[ei, en−1] = (∗)ei+2 + · · ·+ (∗)en−2, 2 ≤ i ≤ n− 3,
[en, en−1] = (∗)e4 + · · ·+ (∗)en−2;
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ÑG4:



[ei, e1] = ei+1 + (∗)ei+2 + · · ·+ (∗)en−2, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[en−1, e1] = en + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2,

[e1, en−1] = −en + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2,

[en−1, en−1] = e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2,

[en−1, en] = e3 + (∗)e4 + · · ·+ (∗)en−2,

[ei, ej ] = (∗)ei+j+1 + · · ·+ (∗)en, 2 ≤ i, j ≤ n− 2,
[ei, en−1] = (∗)ei+2 + · · ·+ (∗)en−2, 2 ≤ i ≤ n− 2,
[en, en−1] = (∗)e4 + · · ·+ (∗)en−2,

[ej , en] = (∗)e5 + · · ·+ (∗)en−2, j = 2, 5,
[ei, en] = (∗)ei+3 + · · ·+ (∗)en−2, i = 1 ∧ 3 ≤ i ≤ n− 2,
[en, en] = (∗)e5 + · · ·+ (∗)en−2,

где (∗) обозначают соответствующие коэффициенты при базисных элементах.
Доказательство. Данные семейства получаются из структуры естествен-

но градуированных квази-филиформных алгебр Лейбница (см. утверждение 2.1)
при рассмотрении их естественных градуировок. �

Поскольку изучение квази-филиформных алгебр Ли максимальной длины
проведено в [1], ограничимся нелиевыми алгебрами Лейбница. Более того, клас-
сификация 2-филиформных алгебр Лейбница максимальной длины дана в [11].
Таким образом, следующие результаты завершают изучение алгебр Лейбница
максимальной длины и нильиндекса n− 2, где n — размерность L и n ≥ 6.

Теорема 3.1. Пусть L — n-мерная квази-филиформная нелиева алгебра
Лейбница максимальной длины и первого типа. Тогда L изоморфна некоторой
алгебре из следующих попарно не изоморфных семейств:

M1,δ:


[y1, y1] = yn, [yn−1, y1] = y2,

[yi, y1] = yi+1, 2 ≤ i ≤ n− 3,
[yn−1, yn−1] = δy4, δ ∈ {0, 1},
[yi, yn−1] = δy3+i, 2 ≤ i ≤ n− 5;

M2,λ:


[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,
[yn−1, y1] = yn,

[y1, yn−1] = λyn, λ ∈ C.

Доказательство. Пусть 〈e1, e2, . . . , en〉 — базис из утверждения 3.1. Рас-
смотрим следующие случаи.

Случай 1. Пусть en /∈ R(L ). Тогда получаем семейство ÑG4, где {e2, e3,
. . . , en−2} ⊆ R(ÑG4). Для изучения длины алгебр из семейства ÑG4 возьмем

xs = e1 +
n∑
i=2

aiei; xt = en−1 +
n∑

k=1;k 6=n−1

bkek, где an−1b1 6= 1,

а

[xs, xs] =
(
1+a2

n−1
)
e2+(∗)e3+· · ·+(∗)en, [xt, xt] =

(
1+b21

)
e2+(∗)e3+· · ·+(∗)en,

[xt, xs] = (b1 + an−1)e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−1 + (1− an−1b1)en,

[xs, xt] = (b1 + an−1)e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−1 + (an−1b1 − 1)en.
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Получаем два подслучая.
Подслучай 1.1. Пусть 1 + a2

n−1 6= 0. Рассмотрим

[[xs, xs], xs], . . . , xs]︸ ︷︷ ︸
i раз

=
(
1 + a2

n−1
)
ei + (∗)ei+1 + · · ·+ (∗)en.

Определим новый базис {y1, . . . , yn}:
y1 = xs, yi = [yi−1, xs] при 2 ≤ i ≤ n− 2, yn−1 = xt, yn = [xs, xt],

который дает градуировку максимальной длины Vks ⊕ V2ks ⊕ · · · ⊕ V(n−2)ks ⊕
Vkt ⊕ Vks+kt . Для произведений базисных элементов справедливы следующие
формулы:

[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3, [y1, yn−1] = yn.

Кроме того,

yn /∈ R(ÑG4), [y1, yn−1] + [yn−1, y1] ∈ R(ÑG4) и [yn−1, y1] = Ayn,

откуда A = −1. Проверим остальные произведения.
Рассматривая
[yn−1, y1] = [xt, xs] = (b1 + an−1)e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−1 + (1− b1an−1)en,
[y1, yn−1] = [xs, xt] = (b1 + an−1)e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−1 + (b1an−1 − 1)en,
[yn−1, y1] = −[y1, yn−1],

получаем b1 = −an−1.
Из an−1 = −b1 и an−1b1 6= 1 имеем a2

n−1 6= −1, поэтому

[yn−1, yn] = −
(
a2
n−1 + 1

)
e3 + (∗)e4 + · · ·+ (∗)en.

Следовательно, [yn−1, yn] = By3, где B 6= 0. Тогда
[yn−1, yn] = By3, B 6= 0, [yn−1, yn] ⊆ V2kt+ks , y3 ⊆ V3ks .

Таким образом, доказано равенство ks = kt, что противоречит предположению
о максимальности длины.

Подслучай 1.2. Пусть 1 + a2
n−1 = 0. Из условий

[xt, xs] = (b1 + an−1)e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−1 + (1− b1an−1)en = Ayn 6= 0,
[xs, xt] = (b1 + an−1)e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−1 + (b1an−1 − 1)en = yn 6= 0,

[xt, xs] + [xs, xt] ∈ R(ÑG4)
и свойства максимальности длины получаем (A+1)yn = 0, т. е. A = −1, откуда
b1 = −an−1 и an−1b1 6= 1, что влечет a2

n−1 6= −1. Последнее противоречит
предположению 1 + a2

n−1 = 0.
Таким образом, ÑG4 не является алгеброй максимальной длины.
Случай 2. Пусть en ∈ R(L ). Тогда имеем семейство ÑG3, где {e2, e3, . . . ,

en−2, en} ⊆ R(ÑG3).
Выбирая предыдущий базис, получаем произведения

[xs, xs] = (1 + an−1α)e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2 +
(
an−1β + an−1 + a2

n−1γ
)
en,

[xt, xt] =
(
b21 + b1α

)
e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2 + (b1 + b1β + γ)en,

[xt, xs] = (b1 + α)e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2 + (1 + b1an−1β + an−1γ)en,
[xs, xt] = (b1 + an−1b1α)e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2 + (b1an−1 + β + an−1γ)en,
[[xs, xs], xs] . . . , xs]︸ ︷︷ ︸

i раз

= (1 + an−1α)ei + (∗)ei+1 + · · ·+ (∗)en−2.

(1)
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Подслучай 2.1. Пусть 1 + an−1α = 0.
Если b1(b1 + α) 6= 0, то аналогично предыдущим случаям доказываем, что

алгебра не допускает градуировки максимальной длины. Следовательно, будем
предполагать, что b1(b1 + α) = 0.

Заметим, что в действительности если b1 +α = 0, то 1+an−1α = 0, поэтому
an−1b1 = 1, что невозможно. Следовательно, b1 = 0. В этом случае получаем

[xs, xs] = (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2 +
(
an−1β + an−1 + a2

n−1γ
)
en,

[xt, xt] = (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2 + γen,

[xt, xs] = αe2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2 + (1 + an−1γ)en,
[xs, xt] = (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2 + (β + an−1γ)en,

[[[xt, xs], xs], . . . , xs]︸ ︷︷ ︸
(i−1) раз

= αei + (∗)ei+1 + · · ·+ (∗)en−2, 3 ≤ i ≤ n− 2.

Поскольку [xs, xt] = D[xt, xs], имеем Dα = 0, и из α 6= 0 следует D = 0.
Таким образом, β + an−1γ = 0 и [y1, yn−1] = 0.

Положим y1 = xs, y2 = [xt, xs], yn−1 = xt, yi = [yi−1, y1] при 3 ≤ i ≤ n− 2, а
yn = [y1, y1]. Этот базис дает следующую градуировку максимальной длины:

Vks ⊕ Vkt+ks ⊕ Vkt+2ks ⊕ · · · ⊕ Vkt+(n−3)ks ⊕ Vkt ⊕ V2ks .

Имеем

[yn−1, yn−1] = [xt, xt] = (∗)e3 + · · ·+ (∗)en−2 + γen = Aym,

где m /∈ {1, 2, n − 1}. С другой стороны, [yn−1, yn−1] ∈ V2kt . Следовательно,
2kt ∈ {2ks, kt+(m−1)ks} при 3 ≤ m ≤ n−2. Если 2kt = 2ks, то это противоречит
определению максимальной длины. Поскольку ym = αem+(∗)em+1+· · ·+(∗)en−2
при 3 ≤ m ≤ n− 2, то γ = 0. Тогда из β + an−1γ = 0 получаем β = 0.

Случаи m = 3 и 5 ≤ m ≤ n − 3 невозможны из-за связности градуировки
максимальной длины. Таким образом, рассмотрим случаи m = 4 и m = n− 2.

Пусть m = n − 2 и n > 6. В этом случае невозможно найти связную
градуировку максимальной длины. Если n = 6, то m = 4.

Пусть m = 4. Имеем [yn−1, yn−1] = δy4. Используя тождество Лейбница,
получаем [yi, yn−1] = δyi+1 при 2 ≤ i ≤ n− 5 и далее выводим [yn, yn−1] = 0.

Чтобы построить таблицу умножения алгебры, достаточно вычислить
[yn, y1], поскольку {y2, y3, . . . , yn−2, yn} ⊆ R(L ) и yn−2 ∈ Cent(L ). По построе-
нию

[yn, y1] = (1 + an−1α)e3 + (∗)e4 + · · ·+ (∗)en−2.

Так как 1 + an−1α 6= 0, то [yn, y1] = By3. Следовательно, из-за свойств граду-
ировки kt = ks, что противоречит определению максимальной длины. Таким
образом, [yn, y1] = 0.

Заметим, что если δ 6= 0, то мы можем считать δ = 1, используя простую
замену базиса. Следовательно, приходим к алгебре M1,δ при δ = 0 или δ = 1.
Алгебры M1,0 и M1,1 не изоморфны, так как dim(R(M1,0)) 6= dim(R(M1,1)).

Чтобы разобраться с максимальностью длины, достаточно рассмотреть гра-
дуировку V1 ⊕ V2 ⊕ · · ·⊕ Vn, где V1 = 〈y1〉, V2 = 〈yn〉, V3 = 〈yn−1〉 и Vi = 〈yi−2〉
при 4 ≤ i ≤ n.

Подслучай 2.2. Пусть 1 + an−1α 6= 0.
Используя умножение из (1), можно выделить следующие случаи.
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1. b1 + b1β + γ 6= 0 ∧ det
(

1 + an−1α an−1β + an−1 + a2
n−1γ

b21 + b1α b1 + b1β + γ

)
6= 0.

Поскольку определитель ненулевой, то [xs, xs] и [xt, xt] линейно независи-
мы. Определим новый базис: y1 = xs, yi = [yi−1, y1] при 2 ≤ i ≤ n− 2, yn−1 = xt
и yn = [xt, xt]. Рассмотрим следующую градуировку: Vks⊕V2ks⊕· · ·⊕V(n−2)ks⊕
Vkt ⊕ V2kt . Если [xt, xs] 6= 0, то [xt, xs] ∈ Vkt+ks и kt + ks /∈ {ks, kt, 2ks, 2kt}. Это
влечет [xt, xs] = Aym при A 6= 0 и 3 ≤ m ≤ n − 2 ⇒ kt = (m − 1)ks. Если
ks > 0, то 2ks ≤ kt ≤ (n − 2)ks; противоречие. Таким образом, [xt, xs] = 0,
откуда b1 + α = 0 и 1 + an−1b1β + an−1γ = 0. Аналогично для [xs, xt] имеем
b1 + an−1b1α = 0 и an−1b1 + β + an−1γ = 0.

Далее, b1 = α = 0, β = 1, an−1γ 6= 0. Мы знаем, что {y2, . . . , yn−2, yn} ⊆
R(ÑG3) и известны произведения [yi, y1] = yi+1 при 1 ≤ i ≤ n−3 и [yn−1, yn−1] =
yn. Используя свойства градуировки, получаем [yn−1, y1], [y1, yn−1] и [yn, yn−1]
и выводим, что в данном случае не существует алгебр Лейбница максимальной
длины.

2. an−1b1+β+an−1γ 6= 0∧det
(

1 + an−1α an−1β + an−1 + a2
n−1γ

b1(1 + an−1α) b1an−1 + β + an−1γ

)
6= 0.

В этом случае можно выбрать следующий базис {y1, . . . , yn}: y1 = xs, yi =
[yi−1, y1] при 2 ≤ i ≤ n−2, yn−1 = xt и yn = [y1, yn−1], который дает градуировку
максимальной длины: Vks ⊕ V2ks ⊕ · · · ⊕ V(n−2)ks ⊕ Vkt ⊕ Vkt+ks .

Поскольку определитель ненулевой, имеем β + an−1γ 6= 0. Следовательно,
{e2, . . . , en−2, en} ⊆ R(L ) и en−2 ∈ Cent(L ), откуда {y2, . . . , yn−2, yn} ⊆ R(L )
и yn−2 ∈ Cent(L ). Определим Ry1 и Ryn−1 .

Если [yn, y1] 6= 0, то [yn, y1] ∈ V2ks+kt . Следовательно, 2ks+kt /∈ {2ks, kt, kt+
ks, 3ks}, поскольку ks 6= 0 6= kt и ks 6= kt. Более того, очевидно, что 2ks+kt 6= ks,
так как в противном случае kt = −ks, а это влечет [yn, y1] = Ay1 при A 6= 0,
что противоречиво, поскольку [yn, y1] ∈ L3 и y1 ∈ L1. С другой стороны, можно
предполагать, что 2ks + kt 6= mks при 4 ≤ m ≤ n − 2 (в противном случае
получим противоречие с максимальностью длины). В результате заключаем,
что [yn, y1] = 0.

Аналогичное изучение случая [yi, yn−1] при 2 ≤ i ≤ n − 3 позволяет дока-
зать, что [yi, yn−1] = 0 при 2 ≤ i ≤ n−3, [yn, yn−1] = 0, [yn−1, yn−1] = 0, а потому
b1(b1 + α) = b1 + b1β + γ = 0. Более того,

[y1, yn−1] = B[yn−1, y1], [y1, yn−1] = b1(b1 + an−1b1α)e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en,
[yn−1, y1] = (b1 + α)e2 + (∗)e3 + · · ·+ (∗)en.

Последнее влечет b1 = 0, γ = 0 и B = β 6= 0. Таким образом, α = 0.
В итоге найдено семейство, определяемое следующим образом:

[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3, [yn−1, y1] = Byn, B ∈ C \ {0}, [y1, yn−1] = yn.

Полагая y′n = Byn, приходим к семейству M2,λ при λ ∈ C\{0}. Чтобы полу-
чить максимальную длину, достаточно рассмотреть следующую градуировку:

L = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn, где Vi = 〈yi〉, 1 ≤ i ≤ n.

3. 1 + an−1b1β + an−1γ 6= 0 ∧ det
(

1 + an−1α an−1β + an−1 + a2
n−1γ

b1 + α 1 + b1an−1β + an−1γ

)
6= 0.

Следуя рассуждениям из предыдущего случая, приходим к семейству мак-
симальной длины M2,λ при λ ∈ C \ 0.

Заметим, что M1,0 и M2,λ при λ 6= 0 неизоморфны, так как dim(R(M1,0)) 6=
dim(R(M2,λ)). Аналогично M1,0 � M2,0, что можно доказать, используя замену
базиса, аM1,1 � M2,λ при λ ∈ C, потому что dim(I (M1,1)) 6= dim(I (M2,λ)). �
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Теорема 3.2. Пусть L — n-мерная квази-филиформная нелиева алгебра
Лейбница максимальной длины и второго типа. Тогда L изоморфна некоторой
алгебре из семейства

M3,α:


[y1, y1] = y2,

[yi, y1] = yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[y1, yi] = −yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,
[y3, y3] = αy6, α = 0, если n > 6, α ∈ {0, 1}, если n = 6.

Доказательство. Пусть {e1, e2, . . . , en}— базис, использованный в утвер-
ждении 3.1. В этом случае e4 /∈ R(L ).

Рассмотрим два случая.
Случай 1. Пусть n четно.
В этом случае имеем алгебру ÑG1 и собираемся изучить ее длину. Ана-

логично предыдущей теореме если n 6= 6, то получаем M3,0 (которая имеет
максимальную длину), а если n = 6, то семейство максимальной длины M3,α

при α ∈ C.
Случай 2. Пусть n нечетно.
Аналогично предыдущему, когда мы изучаем длину ÑG2, можем доказать,

что любая алгебра максимальной длины не лежит в данном семействе. �

Остается доказать, что если рассмотрим расширение естественно градуи-
рованных квази-филиформных алгебр Ли, то также получим алгебры Ли (см.
теорему 3.4), а изучение таких алгебр максимальной длины может быть найдено
в [1]. Следующая теорема и ее следствия будут использоваться при доказатель-
стве теоремы 3.4.

Теорема 3.3. Пусть L — n-мерная алгебра Лейбница и {y0, y1, . . . , yn−1}
— ее базис. Пусть {y0, y1, . . . , ys} — порождающие L . Если [yi, yj ] = −[yj , yi]
для всех yj ∈ L и 0 ≤ i ≤ s, то L является алгеброй Ли.

Доказательство. Достаточно доказать, что оставшиеся произведения так-
же антикоммутативны. Таким образом, надо показать, что [yi, ym] = −[ym, yi],
где i,m ∈ {s+ 1, . . . , n− 1}. Рассмотрим два шага.

Шаг 1. Если ym = [yi0 , yj0 ], где i0, j0 ∈ {0, 1, . . . , s}, то из тождества Лейб-
ница и условия теоремы имеем [yi, ym] = −[ym, yi] при 0 ≤ i ≤ n− 1.

Шаг 2. Если ym = [yp, yi0 ] при i0 ∈ {0, 1, . . . , s} и p ∈ {s + 1, . . . , n− 1}, то
из тождества Лейбница, условия теоремы и предыдущего шага имеем [yi, ym] =
−[ym, yi] при 0 ≤ i ≤ n− 1.

Заметим, что yi — произвольный элемент из L . �

Для облегчения доказательства теоремы 3.4 понадобятся два следствия.

Следствие 3.1. Пусть L — n-мерная алгебра Лейбница и B = {y0, y1,
. . . , yn−1} — ее базис. Пусть {y0, y1, . . . , ys} — порождающие L . Если B удо-
влетворяет следующим условиям:

(i) [yi, yj ] = −[yj , yi] для любых i, j ∈ {0, 1, . . . , s},
(ii) yi = [yi0 , yi−1], s+ 1 ≤ i ≤ n− 1,
(iii) [yi, yi0 ] = −[yi0 , yi], 1 ≤ i0 ≤ s, s+ 1 ≤ i ≤ n− 1,

то L является алгеброй Ли.
Доказательство. Доказательство равенств [yi, ym] = −[ym, yi] при s+1 ≤

i ≤ n− 1 получается непосредственно из предыдущей теоремы. �
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Следствие 3.2. ПустьL — n-мерная алгебра Лейбница и {y0, y1, . . . , yn−1}
— ее базис. Пусть {y0, y1} — порождающие L . Если справедливы следующие
условия:

(i) [yi, yj ] = −[yj , yi] для любых i, j ∈ {0, 1},

(ii)
{
yi = [y0, yi−1], 2 ≤ i ≤ n− 1,
yn−1 = [y1, yp], 2 ≤ p ≤ n− 2,

(iii)
{

[yi, y0] = −[y0, yi], 2 ≤ i ≤ n− 1,
[yn−1, y1] = −[y1, yn−1],

то L является алгеброй Ли.
Доказательство. Достаточно рассмотреть нижеследующие произведения.
Проверим [y1, yi] = −[yi, y1] при 2 ≤ i ≤ n− 2. Так как 2 ≤ i ≤ n− 2, можно

записать yi = [y0, yi−1]. Используя тождество Лейбница и условия следствия,
имеем [y1, yi] = −[yi, y1].

Проверим [yj , yi] = −[yi, yj ] при 2 ≤ i, j ≤ n − 2. Достаточно применить
следствие 3.1. �

Докажем, что невозможно получить нелиеву алгебру Лейбница максималь-
ной длины из расширения естественно градуированных квази-филиформных
алгебр Ли, используя естественную градуировку.

Теорема 3.4. Любая квази-филиформная алгебра Лейбница, полученная
естественным расширением градуировки с естественно градуированной квази-
филиформной алгебры Ли, является алгеброй Ли.

Доказательство. Поскольку все введенные выше алгебры квази-фили-
формны, выполнено [x0, xi] = xi+1, где 1 ≤ i ≤ n−3. Рассматривая естественное
расширение градуировки, можно выбрать новый базис с порождающими

xs = x0 +
n−1∑
i=1

aixi; xt = x1 +
n−1∑

j=0,j 6=1

bjxj ; xu = xn−1 +
n−2∑
k=0

ckxk

и получить следующие произведения:

[xs, xs] = (∗)x3 + · · ·+ (∗)xn−1, [xt, xt] = (∗)x3 + · · ·+ (∗)xn−1,

[xu, xu] = (∗)x3 + · · ·+ (∗)xn−1.

Более того, мы будем работать только с произведениями [xs, xt], [xs, xu] и
[xt, xu], так как [xi, xj ] = −[xj , xi] для любых xi, xj ∈ L1.

В расширениях естественно градуированных квази-филиформных алгебр
Ли всегда справедливо

[x0, xi] = xi+1 +(∗)xi+2 + · · ·+(∗)xn−1, [xi, x0] = −xi+1 +(�)xi+2 + · · ·+(�)xn−1.

Тогда если рассмотрим произведения

[[xs, . . . , [xs, [xs,︸ ︷︷ ︸
i раз

xt]]] = (1− a1b0)xi+1 + (∗)xi+2 + · · ·+ xn−1

или
[[xs, . . . , [xs, [xs,︸ ︷︷ ︸

i-раз

xu]]] = (c1 − c0a1)xi+1 + (∗)xi+2 + · · ·+ (∗)xn−1,

или
[[xs, . . . , [xs︸ ︷︷ ︸

(i−1)-раз

, [xu, xt]]] = (c0 − c1b0)xi+1 + (∗)xi+2 + · · ·+ (∗)xn−1
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при 2 ≤ i ≤ n− 4, то может быть построен следующий базис:

b1 = {y0 = xs, y1 = xt, yi = [y0, yi−1], 2 ≤ i ≤ n− 3, yn−2 =?, yn−1 =?}

или если существуют три порождающих, то

b2 = {y0 = xs, y1 = xu, yn−1 = xt, yi = [y0, yi−1] при 2 ≤ i ≤ n− 3, yn−2 =?}.

Из определений и свойства [xi, xj ] = −[xj , xi] при xi, xj ∈ L1 вытекает
[yi, y0] = −[y0, yi] = −yi+1 при 2 ≤ i ≤ n−3. Следовательно, достаточно выбрать
yn−2 и yn−1 (если yn−1 не является порождающим) и доказать соответствующее
следствие в каждом случае.

Изучим две основные алгебры, которые позволят изучить остальные.
Алгебра L̃n−1 ⊕ C. (Аналогично для Q̃n−1 ⊕ C.)
Если рассмотрим естественную градуировку L1 = 〈x0, x1, xn−1〉 и Li = 〈xi〉

при 2 ≤ i ≤ n− 2, то расширение Ln−1 определяется при помощи
[x0, xi] = xi+1 + (∗)xi+2 + · · ·+ (∗)xn−2,

[xi, x0] = −xi+1 + (�)xi+2 + · · ·+ (�)xn−2,

[xi, xj ] = (∗)xi+j+1 + · · ·+ (∗)xn−2, (i, j) 6= (0, j), (i, 0).

Можно рассмотреть три следующих случая, используя изучение макси-
мальной длины.

Случай 1. Пусть 1− a1b0 6= 0.
Выберем базис b1 таким, что yn−2 = [y0, yn−3], yn−1 = xu, а его градуировка

максимальной длины следующая: Vks⊕Vkt⊕Vkt+ks⊕Vkt+2ks⊕· · ·⊕Vkt+(n−3)ks⊕
Vku .

Используя следствие 3.1 и рассуждая, как в доказательстве теоремы 3.1,
можем заключить, что наша алгебра является алгеброй Ли.

Случай 2. Пусть c0a1 − c1 6= 0, 1− a1b0 = 0.
Выберем базис b2 таким, что yn−2 = [y0, yn−3]. Чтобы доказать, что наша

алгебра является алгеброй Ли, достаточно показать выполнение условий след-
ствия 3.1. Это можно получить такими же рассуждениями, как и в предыдущем
случае.

Случай 3. Пусть c0 − c1b0 6= 0, c0a1 − c1 = 1− a1b0 = 0.
Данный случай невозможен.
Алгебра t̃(n,n−3). (Аналогично для t̃(n,n−4).)
Естественная градуировка t(n,n−4) образуется подмножествами L1 = 〈x0, x1〉,

Li = 〈xi〉 при 2 ≤ i ≤ n− 4, Ln−3 = 〈xn−3, xn−1〉 и Ln−2 = 〈xn−2〉. Ее естествен-
ное расширение определяется следующими произведениями:

[x0, xi] = xi+1 + (∗)xi+2 + · · ·+ (∗)xn−1, 1 ≤ i ≤ n− 5,
[x0, xn−4] = xn−3 + (∗)xn−2, [x0, xn−3] = xn−2,

[xi, x0] = −xi+1 + (∗)xi+2 + · · ·+ (∗)xn−1, 1 ≤ i ≤ n− 5,
[xn−4, x0] = −xn−3 + (∗)xn−2, [xn−3, x0] = −xn−2,

[xn−1, x1] = n−4
2 xn−2, [x1, xn−1] = −n−4

2 xn−2,

[xi, xn−3−i] = (−1)i−1(xn−3 + xn−1) + (∗)xn−2, 1 ≤ i ≤ n−4
2 ,

[xn−3−i, xi] = (−1)i(xn−3 + xn−1) + (∗)xn−2, 1 ≤ i ≤ n−4
2 ,

[xi, xn−2−i] = (−1)i−1 n−2−2i
2 xn−2, 1 ≤ i ≤ n−4

2 ,

[xn−2−i, xi] = (−1)i n−2−2i
2 xn−2, 1 ≤ i ≤ n−4

2 ,

[xi, xj ] = (∗)xi+j+1 + · · ·+ (∗)xn−2 в оставшихся случаях.



1072 Л. М. Камачо, Э. М. Каньете, Х. Р. Гомес, Б. А. Омиров

Рассмотрим базис b1. Из независимости порождающих базиса следует, что
1− a1b0 6= 0.

Нам нужно выбрать yn−3, yn−2 и yn−1 и проверить выполнение условий
следствия 3.1. Можем рассмотреть два случая выбора этих векторов.

Случай 1. Если 1 + n−2
2 a1 6= 0, то yn−2 = [y0, yn−3] и yn−1 = [y1, yn−4]

могут быть построены.
Случай 2. Если 1 + a1

n−2
2 = 0, то yn−1 = [y1, yn−4] и yn−2 = [y0, yn−1]

могут быть построены.
Мы можем использовать рассуждения из предыдущего случая, чтобы про-

верить уcловия следствия 3.1, показав тем самым, что наша алгебра является
алгеброй Ли. �

4. 4-Мерные и 5-мерные квази-филиформные
алгебры Лейбница максимальной длины

Квази-филиформные алгебры Лейбница максимальной длины классифи-
цированы при размерности n ≥ 6. В данном параграфе получим аналогичный
результат при n = 4 и n = 5. Мы следуем тому же методу, что и в общем случае.

Теорема 4.1. Пусть L — 4-мерная алгебра Лейбница максимальной дли-
ны. Тогда L изоморфна некоторой алгебре из следующих попарно не изоморф-
ных семейств:

N1,α:


[y1, y1] = y2,

[y3, y1] = y4,

[y1, y3] = αy4, α ∈ C;
N2:

{
[y1, y1] = y2,

[y1, y3] = y4.

Теорема 4.2. Пусть L — 5-мерная алгебра Лейбница максимальной дли-
ны. Тогда L изоморфна некоторой алгебре из следующих попарно не изоморф-
ных семейств:

M1,0:


[y1, y1] = y5,

[y4, y1] = y2,

[y2, y1] = y3;
M2,λ:


[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ 2,
[y4, y1] = y5,

[y1, y4] = λy5, λ ∈ C;

M3,0:


[y1, y1] = y2,

[yi, y1] = yi+1, 3 ≤ i ≤ 4,
[y1, yi] = −yi+1, 3 ≤ i ≤ 4.

Отметим, что предыдущие теоремы завершают изучение алгебр Лейбница
максимальной длины и ниль-индекса до n− 2 при n ≥ 4.
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