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ЧАСТИЧНЫЕ СУММЫ И ПРОБЛЕМА

РАДИУСА ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА

КОНФОРМНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ

М. Обрадович, С. Поннусами

Аннотация. ПустьA — множество нормированных аналитических функций f(z) =

z +
∞∑
k=2

akz
k в единичном круге |z| < 1 и sn(z) — n-я частичная сумма f(z). Полу-

чена оценка для
∣∣ sn(z)
f(z) − 1

∣∣, когда f ∈ A однолистна в D. Пусть U — множество
всех f ∈A в D, удовлетворяющих условию∣∣∣∣f ′(z)( z

f(z)

)2
− 1

∣∣∣∣ < 1

при |z| < 1. В случае f ′′(0) = 0 доказано, что все соответствующие sn для f ∈ U
принадлежат U в круге |z| < 1− 3 logn−log(logn)

n при n ≥ 5. В этом случае показа-

но также, что Re (f(z)/sn(z)) > 1/2 в круге |z| <
√√

5− 2. Найдены необходимые
условия на коэффициенты для функций из U и соответствующей проблемы ради-
уса в подклассах из U . В качестве следствия получено, что если f ∈ U , то для
n ≥ 3 выполнена оценка∣∣∣∣ f(z)

sn(z)
−

4
3

∣∣∣∣ < 2
3

для |z| < rn := 1−
2 logn
n

.

Ключевые слова: коэффициентное неравенство, частичная сумма, радиус одно-
листности, аналитичность, однолистные и звездообразные функции.

1. Введение и предварительные сведения

Пусть D := {z ∈ C : |z| < 1} — единичный круг в комплексной плоскости
C и H — пространство всех функций, аналитических в D. Мы рассматриваем
H как топологическое пространство с топологией равномерной сходимости на
компактах в D. Пусть A — семейство всех функций f ∈H , удовлетворяющих
условию нормирования f(0) = 0 = f ′(0)− 1, и пусть

S = {f ∈ A | f взаимно однозначно в D}.

Однолистные функции обладают многими замечательными свойствами благо-
даря их глобальной инъективности. Изучение экстремальных задач в разных
подклассах из S имеет длинную историю и продолжает играть видную роль
в геометрической теории функций (см. недавний обзор [1] для случая кон-
формных отображений). Классы выпуклых, звездообразных и почти выпуклых
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функций, являющиеся важными подклассами в S , будем обозначать через C ,
S ∗ и K соответственно. Описание этих классов можно найти в [2, 3].

Для f(z) = z +
∞∑
k=2

akzk из A и n ∈ N будем обозначать через

sn(f, z) = z +
n∑

k=2

akz
k

n-ю частичную сумму или сечение f . Поскольку функция, от которой берет-
ся частичная сумма, легко восстанавливаема из контекста, будем использовать
более простое обозначение sn(z) вместо sn(f, z). Вопрос о нахождении наиболь-
шего радиуса однолистности rn для sn(z), когда f принадлежит S или одному
из интересных подклассов, обсуждался многими исследователями [4–7]. При
n = 2 ясно, что sn(z) = z + a2z2 однолистна в D тогда и только тогда, когда
|a2| ≤ 1/2. Для n > 2 необходимое условие однолистности sn(z), состоящее в
оценке |an| ≤ 1/n, далеко от достаточного. Это вытекает из теоремы Руше о
том, что для f ∈ S радиус однолистности rn сечения sn(z) стремится к 1 при
n → ∞. Также классическим результатом является тот факт, что если f ∈ S ,
то для любого n ≥ 2 сечение sn(z) однолистно в круге |z| < 1/4 (см. [8]). Ра-
диус 1/4 наилучший из возможных, как показывает вторая частичная сумма
функции Кёбе k(z) = z/(1− z)2. Отметим, что задача нахождения наилучшего
из возможных радиусов для rn далеко не тривиальна даже в случае n = 3.

В [5] Робертсон доказал, что n-я частичная сумма произвольной f ∈ S ∗

звездообразна в круге радиуса 1− 4n−1 logn (см. также [4]). В дальнейшем он
показал, что сечение функции Кёбе k(z) однолистно в круге |z| < 1− 3n−1 logn
и что константа 3 неулучшаема. Кроме того, несмотря на то, что радиус од-
нолистности rn для sn(z) (f ∈ S ) до сих пор неизвестен, в [4] отмечено, что
модификация доказательства из [8] дает оценку

rn ≥ 1− (4 + ε)n−1 logn

для любого ε > 0 и достаточно большого n. Стоит вспомнить, что в [9, с. 408]
доказано, что функция Кёбе не экстремальна для радиуса однолистности ча-
стичных сумм функций f ∈ S . Однако известная теорема о свертке позво-
ляет немедленно заключить, что если f принадлежит C , S ∗ или K , то ее
n-е сечение относительно выпукло, звездообразно или почти выпукло в кру-
ге |z| < 1 − 3n−1 logn для n ≥ 5. Здесь мы будем изучать функции f ∈ A ,
имеющие вид

z

f(z)
= 1 + b1z + b2z

2 + · · · с bn ≥ 0 для любого n ≥ 2 (1)

при всех z в окрестности z = 0. Заметим, что ввиду аналитичности f в D
имеем z

f(z) 6= 0 для z ∈ D, однако z
f(z) может иметь полюсы в D. Такие классы

функций изучались многими авторами (см., например, [10]).

Теорема 1. Пусть f ∈ S и sn(z) — частичная сумма. Если f имеет вид
(1), где bk вещественны и неотрицательны при всех k ≥ 2, то для любого n ≥ 2∣∣∣∣sn(z)

f(z)
− 1
∣∣∣∣ < |z|n(n+ 1− n log(1− |z|)), z ∈ D.

В частности, ∣∣∣∣sn(z)
f(z)

− 1
∣∣∣∣ < 1
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представляет собой круг |z| < r, где r — единственный положительный корень
уравнения

1− rn(n+ 1− n log(1− r)) = 0 (2)

и r ≥ rn = 1− 2 logn
n для любого n ≥ 3.

Замечание 1. Простые прямые вычисления с использованием програм-
мы «Математика» показывают, что величины r, соответствующие n = 2, 3, 4, 5
согласно (2), таковы: r = 0.481484, r = 0.540505, r = 0.585302, r = 0.620769.

Важно отметить, что каждой f ∈ S соответствует степенной ряд вида
(1), однако коэффициенты bn необязательно неотрицательны для всех n ≥ 2.
Теорема 1 показывает, что если bn ≥ 0 при каждом n ≥ 2, то мы обладаем
важной информацией относительно sn(z)/f(z).

Рассмотрим другой класс функций, интенсивно изучавшийся в последнее
время. Пусть [11–13]

U =
{
f ∈ A :

∣∣∣∣f ′(z)( z

f(z)

)2

− 1
∣∣∣∣ < 1 для z ∈ D

}
.

Можно сказать, что f принадлежит U в круге |z| < r, если предыдущее нера-
венство выполнено для |z| < r, а не во всем единичном круге D. Иными сло-
вами, это эквивалентно тому, что g, определенная равенством g(z) = r−1f(rz),
принадлежит U , когда f принадлежит U в круге |z| < r. В последние годы по-
дробно изучались класс U и его взаимосвязи с некоторыми подклассами из S
вместе с некоторыми интегральными преобразованиями (см. [12–15]). Извест-
но, что U ( S . Любопытно, что функция Кёбе принадлежит U , хотя функции
из U необязательно звездообразны в D (см., например, [13]). Так как функция
Кёбе лежит в U , естественно поставить вопрос: окажутся ли частичные суммы
sn(z) функции f ∈ U в U в круге |z| < 1− 3n−1 logn?

Гипотеза 1. Если f(z) = z +
∞∑
k=2

akzk принадлежит классу U , то n-я ча-
стичная сумма

sn(z) = z + a2z
2 + · · ·+ anz

n

принадлежит классу U в круге |z| < 1 − 3n−1 logn для n ≥ 5. Этот резуль-
тат точный для функции Кёбе в том смысле, что 3 нельзя заменить меньшим
числом.

Недавно Фурнье и Поннусами доказали [14], что существуют незвездооб-
разные функции f ∈ U такие, что

0 <
√

2− a2 − a

2
< sup

z∈D

∣∣∣∣f ′(z)( z

f(z)

)2

− 1
∣∣∣∣ ≤ 1− a, a := |f ′′(0)|/2 ≤ 1.

Из этих рассуждений ясно, что если гипотез 1 верна, то ее можно использо-
вать для формирования функций в S \S ∗, для которых sn(z) однолистно при
|z| < 1− 3n−1 logn для n ≥ 5, однако аналогичный точный результат для всего
класса S остается открытым. Напомним, что если положить

L =
{
z,

z

(1± z)2
,

z

1± z
,

z

1± z2 ,
z

1± z + z2

}
,

то каждая из функций этого набора входит в U ∩S ∗ и множество L совпадает
с классом функций в S , имеющих целые коэффициенты в разложении в сте-
пенной ряд [16]. Более того, каждая из этих функций играет важную роль в
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теории функций, так как они вместе с вращениями экстремальны для извест-
ных подсемейств в S . Значительный интерес к классу S (соответственно U )
связан, в частности, с обращением в нуль второго коэффициента в разложении
в ряд Тейлора.

Теорема 2. Если f(z) = z +
∞∑
k=3

akzk (т. е. a2 = 0) принадлежит классу

U , то n-я частичная сумма

sn(z) = z + a3z
3 + · · ·+ anz

n

входит в класс U в круге |z| < r, где r — единственный положительный корень
уравнения

(1− r)3(1 + r)2 − rn(1 + r2)2[5 + r + n(1− r2)] = 0.

В частности, для n ≥ 5 будет r ≥ rn = 1− 3 logn−log(logn)
n .

Несложными вычислениями для n = 3, 4, 5 можно получить r = 0.361697,
r = 0.423274, r = 0.470298 соответственно. В завершение сформулируем следу-
ющее утверждение (см. также теорему 6).

Теорема 3. Пусть f(z) = z +
∞∑
k=3

akzk (т. е. a2 = 0) входит в класс U .

Тогда для каждого натурального n ≥ 2 имеет место оценка

Re
(
f(z)
sn(z)

)
>

1
2

в круге |z| <
√√

5− 2.
Интересно выяснить точность этих двух теорем. Аналог теоремы 1 для

функций в U установлен в теореме 6. Для больших n мы докажем важную
версию теоремы 3 в следствии 1, применимом в общем случае.

2. Доказательство теоремы 1

Сначала напомним один из недавних результатов [17].

Теорема A. Пусть f ∈ A имеет вид (1). Тогда

f ∈ S ⇐⇒ f(z)f ′(z)
z

6= 0 для z ∈ D ⇐⇒
∞∑
n=2

(n− 1)bn ≤ 1 ⇐⇒ f ∈ U .

Теперь приступим к доказательству теоремы 1. Можно считать, что f(z) =
z + a2z2 + a3z3 + · · · и тем самым sn(z) = z + a2z2 + a3z3 + · · · + anzn — n-я
частичная сумма. Так как f представима также в виде (1), имеем

(1 + a2z + a3z
2 + · · · )(1 + b1z + b2z

2 + · · · ) = 1.

Из последнего равенства вытекает, что
m−1∑
k=1

bkam−k + am = 0 (m = 2, 3, . . . ; a1 = 1). (3)

Используя представление для частичных сумм, получаем

sn(z)
f(z)

= (1+a2z+a3z
2+· · ·+anzn−1)(1+b1z+b2z2+· · · ) = 1+cnzn+cn+1z

n+1+· · · ,
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где cn = b1an + b2an−1 + · · · + bna1. Согласно (3) коэффициенты при zk для
k = 1, 2, . . . , n− 1 обращаются в нуль. Уравнение (3) для m = n+1 показывает,
что cn = −an+1. Кроме того,

cm = bm−n+1an + bm−n+2an−1 + · · ·+ bma1, для m = n+ 1, n+ 2, . . . .

По теореме де Бранже |an| ≤ n для любого n ≥ 2, стало быть,

|cm| ≤ nbm−n+1 + (n− 1)bm−n+2 + · · ·+ bm

= α1β1 + α2β2 + · · ·+ αnβn (допустим), (4)

где

αk =
n+ 1− k

m− n+ k − 1
и βk = (m− n+ k − 1)bm−n+k.

Полагая Bk = β1 + β2 + · · ·+ βk для k = 1, 2, . . . , n, по теореме A получаем, что
Bk ≤ 1 при каждом k ≥ 1. Применяя преобразование Абеля, имеем

|cm| ≤ αnBn +
n−1∑
k=1

(αk − αk+1)Bk ≤ αn +
n−1∑
k=1

(αk − αk+1) = α1,

так что приходим к следующему неравенству на коэффициенты для cm:

|cm| ≤
n

m− n
при m = n+ 1, n+ 2, . . . .

Из этого неравенства и того факта, что |cn| = |an+1| ≤ n+ 1, вытекает, что∣∣∣∣sn(z)
f(z)

− 1
∣∣∣∣ ≤ |cn| |z|n + |cn+1| |z|n+1 + · · · ≤ (n+1)|z|n +n|z|n+1 +

n

2
|z|n+2 + · · ·

= |z|n(n+ 1 + n(|z|+ (1/2)|z|2 + · · · )) = |z|n(n+ 1− n log(1− |z|))

при n ≥ 2. Доказательство первой части закончено.
Найдем оценку радиуса rn круга с центром в нуле такого, что∣∣∣∣sn(z)

f(z)
− 1
∣∣∣∣ < 1 (5)

при |z| ≤ rn. По существу, мы покажем, что rn = 1 − 2 logn
n . Для этого доста-

точно доказать, что неравенство

1− rn(n+ 1− n log(1− r)) > 0

выполнено при r = rn. Пусть r = 1 − α/n. Ввиду того, что e−α/n ≥ 1 − α/n,
последнее неравенство выполнено, если

eα − (n+ 1− n log(α/n)) > 0

с α = 2 log n при n ≥ 3. Положив α = 2 log n, получим, что последнее неравен-
ство примет вид

n2 − n− 1 + n log(2 log n/n)) > 0.

Наконец, так как n2 − n− 1 ≥ (5/9)n2 для n ≥ 3, последнее неравенство верно,
если

(5/9)n− log(n/(2 log n)) > 0.

Однако это неравенство, очевидно, верно при n ≥ 3. Стало быть, (5) имеет место
для |z| = 1 − 2 logn

n и в силу принципа максимума модуля для аналитических
функций неравенство (5) выполнено при |z| ≤ 1− 2 logn

n . Теорема доказана.
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3. Доказательства теорем 2 и 3

Для доказательства теоремы 2 полезно следующее наблюдение. Пусть f ∈
U и a2 = f ′′(0)/2. Тогда

f ′(z)
(

z

f(z)

)2

= 1 + w(z), (6)

так что каждая f ∈ U может быть записана в виде

−z
(

z

f(z)

)′
+

z

f(z)
= 1 + w(z) = 1 + w2z

2 + · · · , z ∈ D, (7)

где w : D → D аналитическая и w(0) = w′(0) = 0. Из (7) легко вытекает, что

z

f(z)
= 1− a2z −

1∫
0

w(tz)
t2

dt, z ∈ D. (8)

Несложные вычисления показывают, что

z

f(z)
= 1− a2z − z

[
w(z)
z

∗ (− log(1− z))
]
,

где ∗ означает обычную свертку (или произведение Адамара). Тем самым каж-
дая f ∈ U имеет представление

f(z) =
z

1− a2z − z[W (z) ∗ (− log(1− z))]
,

где W : D → D аналитична и W (0) = 0.
Доказательство теоремы 2. Пусть f ∈ U и f ′′(0) = 0. Тогда ввиду (6)∣∣∣∣f ′(z)( z

f(z)

)2

− 1
∣∣∣∣ ≤ |z|2 для z ∈ D. (9)

Кроме того, (8) выполнено с a2 = 0 и по лемме Шварца |w(z)| ≤ |z|2 в D. Отсюда
и из (8) легко получить, что∣∣∣∣ z

f(z)
− 1
∣∣∣∣ ≤ |z|2, z ∈ D,

и несложные вычисления приводят к оценке∣∣∣∣f(z)
z

− 1
1− |z|4

∣∣∣∣ ≤ |z|2

1− |z|4
, |z| = r < 1,

стало быть,
|z|

1 + |z|2
≤ |f(z)| ≤ |z|

1− |z|2
, |z| = r < 1, (10)

и
Re
(
f(z)
z

)
≥ 1

1 + |z|2
>

1
2
, |z| = r < 1.

Согласно последним наблюдениям для любой f ∈ U с f ′′(0) = 0 имеем |ak| =
|f (k)(0)|/k! ≤ 1 для каждого k ≥ 3. Пусть теперь f(z) = sn(z) +Rn(z), где

Rn(z) =
∞∑

k=n+1

akz
k.
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Так как |ak| ≤ 1 при k ≥ 3, для |z| = r < 1 имеем

|Rn(z)| ≤
∞∑

k=n+1

rk =
rn+1

1− r
и |R′n(z)| ≤

∞∑
k=n+1

krk−1 =
rn[1 + n(1− r)]

(1− r)2

и из (10) выводим, что

|f(z)| − |Rn(z)| ≥ r

1 + r2
− rn+1

1− r
=
r[1− r − rn(1 + r2)]

(1− r)(1 + r2)
> 0,

где 1 − r − rn(1 + r2) > 0, а это выполнено согласно условию |z| < rn. Более
того, для |z| = r = rn имеем

Re
(
sn(z)
z

)
= Re

(
f(z)
z

)
− Re

(
Rn(z)
z

)
≥ Re

(
f(z)
z

)
−
∣∣∣∣Rn(z)

z

∣∣∣∣
=

1
1 + r2

− rn

1− r
=

1− r − rn(1 + r2)
(1− r)(1 + r2)

> 0,

а это с учетом принципа максимума модуля показывает, что sn(z) 6= 0 для
0 < |z| ≤ rn и sn(z) имеет простой нуль в начале. Далее, поскольку

sn(z) = f(z)−Rn(z)

и s′n(z) = f ′(z)−R′n(z), применение неравенства треугольника и (9) дает оценку∣∣∣∣s′n(z)
(

z

sn(z)

)2

− 1
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f ′(z)( z

f(z)−Rn(z)

)2

−R′n(z)
(

z

f(z)−Rn(z)

)2

− 1
∣∣∣∣

=
∣∣∣∣(f ′(z)( z

f(z)

)2

− 1
)(

f(z)
f(z)−Rn(z)

)2

+
2f(z)Rn(z)− z2R′n(z)−R2

n(z)
(f(z)−Rn(z))2

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣f ′(z)( z

f(z)

)2

− 1
∣∣∣∣∣∣∣∣ f(z)
f(z)−Rn(z)

∣∣∣∣2 +
2|f(z)| |Rn(z)|+ |z|2|R′n(z)|+ |Rn(z)|2

(|f(z)| − |Rn(z)|)2

≤ |z|2|f(z)|2 + 2|f(z)||Rn(z)|+ |z|2|R′n(z)|+ |Rn(z)|2

(|f(z)| − |Rn(z)|)2
.

Для завершения доказательства достаточно показать, что величина в пра-
вой части последнего неравенства не больше 1 для |z| < rn. Это обеспечено тем,
что неравенство

(1− r2)|f(z)|2 − 4|f(z)| |Rn(z)| − r2|R′n(z)| > 0 (11)

верно при |z| = rn (ибо по принципу максимума модуля аналитической функции
применительно к s′n(z) (z/sn(z))2 получаем, что sn ∈ U верно для |z| ≤ rn).
Используя оценки для |f(z)|, |Rn(z)| и |R′n(z)|, выводим, что (11) выполнено
для |z| = rn, если

1− r2

(1 + r2)2
− rn[1 + n(1− r)]

(1− r)2
− 4rn

(1− r)2(1 + r)
> 0

верно при r = rn, а простые преобразования показывают, что это равносильно
неравенству

(1− r)3(1 + r)2 − rn(1 + r2)2[5 + r + n(1− r2)] > 0. (12)
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Непосредственные вычисления с использованием программы «Математика» да-
ют r3 = 0.361697, r4 = 0.423274, r5 = 0.470298. Для обсуждения общего случая
для больших значений n положим r = 1 − α/n. Поскольку e−α/n ≥ 1 − α/n,
достаточно доказать, что(α

n

)3 (
2− α

n

)2
− e−α

[
1 +

(
1− α

n

)2
]2 [

6 + 2α− α

n
− α2

n

]
> 0 для n ≥ 5

или, что то же,

eα

n3

(
2− α

n

)2
− 1
α2

[
1 +

(
1− α

n

)2
]2 [

2 +
6
α
− 1 + α

n

]
> 0 для n ≥ 5.

Стало быть, неравенство (12) выполнено при r = rn (n ≥ 5), если последнее
неравенство верно при r = rn (n ≥ 5). Для доказательства последнего неравен-
ства возьмем

α = α(n) := log
(

n3

logn

)
= 3 log n− log(log n)

и заметим, что оно эквивалентно неравенству L(n) > 0 при n ≥ 5, где

L(n) = α2
(
2− α

n

)2
−
[
1 +

(
1− α

n

)2
]2 [

2 +
6
α
− 1 + α

n

]
logn

или, равносильно,

L(n) = −
{[

2 +
6
α
− 1 + α

n

]
logn

}
t2 + α2t+ 2α2

(
1− α

n

)
, (13)

где t = 1 +
(
1− α

n

)2. Обозначим правую часть в (13) через g(t). Она опреде-
лена на интервале (0, 2) при n ≥ 5. Стало быть, доказательство теоремы будет
закончено, как только мы покажем, что g(t) > 0. Более того, так как

g(0) = 2α2
(
1− α

n

)
> 0,

с учетом первой производной доказательство будет закончено, если мы дока-
жем, что g(2) > 0. Имеем g(2) > 0 в том и только в том случае, если

α2
(
1− α

n

)
+
(

1 + α

n

)
logn+

[
α2 −

(
12
α

+ 4
)

logn
]
> 0. (14)

Положим β(n) = α(n)/n. Легко видеть, что функция α возрастает при n ≥ 5, а
β убывает при n ≥ 5. В частности,

α(n) ≥ α(5) ≈ 4.35243 и β(n) ≤ β(5) =
α(5)

5
≈ 0.870486.

Кроме того, 6/α(n) ≤ 6/α(5) ≈ 1.37854. Из последних рассуждений следует,
что первый и второй члены в (14) положительны. Тем самым g(t) > 0, если
третий член в (14) положителен, т. е. если α2 − (12/α + 4) log n > 0 при n ≥ 5,
а это равносильно тому, что

φ(n) =
(

3− log(log n)
logn

)2

> ψ(n) =
(

12
α

+ 4
)

1
logn

.

Легко показать, что φ возрастает, а ψ убывает и φ(5) > ψ(5), стало быть,

φ(n) ≥ φ(5) > ψ(5) ≥ ψ(n) при n ≥ 5.
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Итак, L(n) > 0 при n ≥ 5, так что (12) верно для r = rn (n ≥ 5). Наконец,
привлекая упомянутый выше принцип максимума модуля, заключаем, что∣∣∣∣s′n(z)

(
z

sn(z)

)2

− 1
∣∣∣∣ < 1

для |z| ≤ rn = 1− α/n с α = 3 log n− log(log n). Теорема доказана.
Доказательство теоремы 3. Пусть f ∈ U и f ′′(0) = 0. Тогда (8) вы-

полнено с a2 = 0. Это вместе с (6) приводит к тому, что

f ′(z) =
1 + w(z)(

1−
1∫
0

w(tz)
t2 dt

)2 , z ∈ D,

где w : D → D аналитична и |w(z)| ≤ |z|2 в D. Напомним, что Re f ′(z) > 1/2
тогда и только тогда, когда ∣∣∣∣ 1

f ′(z)
− 1
∣∣∣∣ < 1,

а это равносильно тому, что∣∣∣∣∣∣
1−

1∫
0

w(tz)
t2

dt

2

− (1 + w(z))

∣∣∣∣∣∣ < |1 + w(z)|.

Так как |w(z)| ≤ |z|2 в D, последнее неравенство верно при условии

|z|4 + 2|z|2 + |z|2 < 1− |z|2,

которое выполнено, если |z| < r0 :=
√√

5− 2. Таким образом, Re f ′(z) > 1/2
для |z| < r0. Положим g(z) = r−1

0 f(r0z). Тогда Re g′(z) > 1/2 для z ∈ D и тем
самым ввиду [18, теорема 3] имеем

Re
g(z)

sn(g, z)
>

1
2

для z ∈ D,

а это эквивалентно тому, что

Re
f(z)

sn(f, z)
>

1
2

для |z| < r0.

Доказательство закончено.

4. Необходимые условия
на коэффициенты для функций из U
и соответствующая проблема радиуса

Теорема 4. Пусть f ∈ U имеет вид
z

f(z)
= 1 + b1z + b2z

2 + · · · . (15)

Тогда
∞∑
n=2

(n− 1)2|bn|2 ≤ 1. (16)
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В частности, |b1| ≤ 2 и |bn| ≤ 1
n−1 при n ≥ 2. Эти результаты точны.

Доказательство. Напомним, что f ∈ U тогда и только тогда, когда∣∣∣∣( z

f(z)

)2

f ′(z)− 1
∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ z

f(z)
− z

(
z

f(z)

)′
− 1
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=2

(n− 1)bnzn
∣∣∣∣∣ < 1.

Заметим, что g(z) =
∞∑
n=2

(n−1)bnzn аналитична в D и, стало быть, взяв z = reiθ,
получим

∞∑
n=2

(n− 1)2|bn|2r2n =
1
2π

2π∫
0

|g(reiθ)|2 dθ < 1,

так что при r → 1− придем к требуемому неравенству.
Поскольку b1 = −f ′′(0)/2, из неравенства Бибербаха вытекает, что |b1| ≤ 2,

а тот факт, что функция Кёбе k(z) = z/(1 − z)2 принадлежит U , показывает
точность результата. Далее, из неравенства (16) вытекает, что при n ≥ 2 имеем
|bn| ≤ 1

n−1 . Функции sn(z) при n ≥ 2, определенные равенством

sn(z) =
(n− 1)z
zn + n− 1

, т. е.
z

sn(z)
= 1 +

zn

n− 1
,

также принадлежат классу U , стало быть, результат точен. Теорема доказана.

Заметим, что необходимое условие (16) на коэффициенты для класса U
сильнее, чем для класса S .

Положим (см. [19])

P =:
{
f ∈ A :

∣∣∣∣( z

f(z)

)′′∣∣∣∣ ≤ 2, z ∈ D
}
.

Стоит отметить, что функции из P лежат также в U и эти классы играют
роли классов C и S ∗ соответственно. В [20] рассмотрены проблемы радиусов
для многих специальных классов однолистных отображений.

Теорема 5. Пусть f ∈ U . Тогда функция r−1f(rz), где 0 < r ≤ 1, при-
надлежит классу P для 0 < r ≤ r0, где r0 ≈ 0.68224 — корень уравнения

r8 + r6 − 8r4 + 12r2 − 4 = 0

в интервале (0, 1).
Пусть f ∈ U имеет вид (15). Требуется показать, что g, определенная

равенством g(z) = r−1f(rz), принадлежит P для 0 < r ≤ r0. Согласно предпо-
ложению

z

g(z)
=

z

r−1f(rz)
= 1 +

∞∑
n=1

bnr
nzn

и, стало быть, достаточно доказать, что
∞∑
n=2

n(n− 1)|bn|rn ≤ 2

для 0 < r ≤ r0. Из классического неравенства Коши — Шварца и (16) вытекает,
что

∞∑
n=2

n(n− 1)|bn|rn ≤

( ∞∑
n=2

(n− 1)2|bn|2
)1/2( ∞∑

n=2

n2r2n
)1/2

≤

( ∞∑
n=2

n2r2n
)1/2

.
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Поскольку
∞∑
n=2

n2xn = x

(
1 + x

(1− x)3
− 1
)

=
4x2 − 3x3 + x4

(1− x)3
,

последнее неравенство эквивалентно тому, что
∞∑
n=2

n(n− 1)|bn|rn ≤
(

4r4 − 3r6 + r8

(1− r2)3

)1/2

,

а это не больше чем 2, если r ∈ (0, 1) удовлетворяет неравенству

ψ(r) = r8 + r6 − 8r4 + 12r2 − 4 ≤ 0,

и вычисления показывают, что 0 < r ≤ r0, где ψ(r0) = 0. Теорема доказана.

Теорема 6. Пусть f ∈ U и sn(z) — частичная сумма. Тогда для каждого
n ≥ 2 ∣∣∣∣sn(z)

f(z)
− 1
∣∣∣∣ < |z|n(n+ 1)

(
1 +

π√
6

|z|
1− |z|

)
, z ∈ D.

Как обычно, положим f(z) = z + a2z2 + a3z3 + · · · , так что

sn(z) = z + a2z
2 + a3z

3 + · · ·+ anz
n

является n-й частичной суммой. Кроме того, пусть
z

f(z)
= 1 + b1z + b2z

2 + · · · , z ∈ D.

Как и в доказательстве теоремы 1, имеем

sn(z)
f(z)

= 1 + cnz
n + cn+1z

n+1 + · · · ,

где cn = −an+1 и

cm = bm−n+1an + bm−n+2an−1 + · · ·+ bma1

при m = n+ 1, n+ 2, . . . . По теореме де Бранже |an| ≤ n для всех n ≥ 2, откуда
получаем, что

|cn| = | − an+1| ≤ n+ 1

и что при m ≥ n+ 1 (ввиду (4) и неравенства Коши — Шварца)

|cm|2 ≤

(
n∑

k=1

(n+ 1− k)2

(m− (n+ 1− k))2

)(
n∑

k=1

(m− n+ k − 1)2 |bm−n+k|2
)

=: A ·B.

Из теоремы 4 вытекает, что B ≤ 1, а для m ≥ n+ 1 имеем

A =
n∑

k=1

(n+ 1− k)2

(m− (n+ 1− k))2
≤

n∑
k=1

(n+ 1− k)2

k2

= (n+ 1)2
n∑

k=1

1
k2 − 2(n+ 1)

n∑
k=1

1
k

+
n∑

k=1

1.

Из неравенств
n∑

k=1

1
k
> log(n+ 1) и log(n+ 1) > 1 при n ≥ 3
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легко следует неравенство

A <
π2

6
(n+ 1)2 − 2(n+ 1) log(n+ 1) + n <

π2

6
(n+ 1)2 − (n+ 2),

из которого, в частности, вытекает, что

|cm| <
π√
6
(n+ 1) при m ≥ n+ 1 и n ≥ 3.

Последнее неравенство вместе с тем, что |cn| = |an+1| ≤ n+ 1, дает оценку∣∣∣∣sn(z)
f(z)

− 1
∣∣∣∣ ≤ |cn| |z|n + |cn+1| |z|n+1 + · · ·

≤ (n+1)|z|n+
π√
6
(n+1)

(
|z|n+1 + |z|n+2 + · · ·

)
= (n+1)|z|n

(
1 +

π√
6

|z|
1− |z|

)
при n ≥ 3. Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть f ∈ U . Тогда при n ≥ 3∣∣∣∣sn(z)
f(z)

− 1
∣∣∣∣ < 1

2
для |z| < rn := 1− 2 log n

n

или, равносильно, ∣∣∣∣ f(z)
sn(z)

− 4
3

∣∣∣∣ < 2
3

для |z| < rn.

Следствие 1, в частности, показывает, что для f ∈ U имеем

Re
sn(z)
f(z)

>
1
2

для |z| < rn и n ≥ 3,

Re
f(z)
sn(z)

>
2
3

для |z| < rn и n ≥ 3.
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