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ЛОКАЛИЗАЦИЯ ОКОЛО УГЛОВОЙ

ТОЧКИ ПЕРВОЙ СОБСТВЕННОЙ

ФУНКЦИИ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ

В ОБЛАСТИ С ТОНКИМ ОКАЙМЛЕНИЕМ

С. А. Назаров

Аннотация. Установлено, что в области с тонким тяжелым окаймлением проис-
ходит локализация первой собственной функции задачи Дирихле около угловой
точки раствором α > π. Окаймление представляет собой пограничную полоску ма-
лой ширины ε, на которой функция плотности принимает значение ε−2−m, m > 0,
но в остальной части области она равна O(1). Результат получен на основе анализа
существенного и дискретного спектров вспомогательной задачи без малого парамет-
ра в бесконечном угле. Сформулировано несколько открытых вопросов о строении
спектров обеих задач.

Ключевые слова: спектральная задача Дирихле, концентрированная масса, тон-
кое тяжелое окаймление, угловая точка, локализация собственных функций.

1. Постановка задачи. Пусть � ⊂ R
2 — область с компактным замыка-

нием � и границей � = ∂� — простым замкнутым контуром, гладким (класса
C∞) всюду, кроме начала O декартовых координат x = (x1, x2). В окрестно-
сти V точки O область совпадает с углом

K = {x : r > 0, ϕ ∈ (0, α)}, (1)

причем (r, ϕ) — система полярных координат с центром O , α ∈ (0, 2π) — раствор
угла и x1 = r cosϕ, x2 = r sinϕ. Пусть еще ωε — тонкое окаймление (глубоко
тонировано на рис. 1(a),(b)), которое вне V состоит из точек x ∈ R

2 \ �, уда-
ленных на расстояние dist(x, � ) ∈ (0, ε) от контура � , а внутри окрестности V
является объединением двух полуполос со скошенными торцами, отсекаемых
внешней биссектрисой угла K от примыкающих к его сторонам полос шири-
ной ε. Параметр ε ∈ (0, 1] считается малым. Если α > π (угол (1) невыпуклый),
то окаймление ωε можно определить формулой

{x ∈ R
2 \ � : dist(x, � ) < ε}, (2)

однако в случае α < π множество (2) у́же, чем ωε (ср. рис. 2(a) и рис. 1(b)).
Область �ε = �∪ωε имеет границу � ε, гладкую всюду, кроме вершины Oε

угла K
ε, полученного параллельным переносом угла K на расстояние O(ε).

Рассмотрим спектральную задачу Дирихле

−�xu
ε(x) = λε(a + ε−2−mxε(x))uε(x), x ∈ �ε, (3)
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Рис. 1. Кусочно-гладкие области Рис. 2. Окаймление, сглаженное

с тонкими окаймлениями. в угловой точке.

uε(x) = 0, x ∈ � ε, (4)

Здесь �x — оператор Лапласа в координатах x, a и m — положительные числа,
а xε — характеристическая функция множества ωε. Наличие большого множи-
теля ε−2−m в функции плотности из правой части дифференциального уравне-
ния (3) позволяет причислить задачу (3), (4) к классу задач с концентрирован-

ными массами. Эта тематика, инициированная работой [1], усиленно разраба-
тывалась и продолжает разрабатываться, имея многочисленные приложения.
В настоящей статье обнаружен новый эффект, связанный с локализацией пер-
вой собственной функции около излома окаймления (см. пояснения в п. 2).
В отличие от предыдущих исследований спектр возникающей предельной за-
дачи в неограниченной области (угол K с окаймлением единичной ширины)
оказывается существенным (теорема 3) и приобретает непустую дискретную
компоненту только при определенных ограничениях на раствор угла (предло-
жения 6 и 7).

Вариационная формулировка задачи (3), (4) апеллирует к интегральному
тождеству [2]

(∇xu
ε,∇xv

ε)�ε = λε((a + ε−m−2xε)uε, vε)�ε , vε ∈
◦

H
1(�ε), (5)

в котором (, )�ε — натуральное скалярное произведение в пространстве Лебе-

га L2(�
ε), а

◦

H1(�ε) — подпространство функций из класса Соболева H1(�ε),
подчиненных краевому условию (4). По понятным причинам спектр

0 < λε
1 < λε

2 6 λε
3 6 . . . 6 λε

p 6 . . . → +∞ (6)

задачи (5) дискретен, а ее собственные функции uε
1, u

ε
2, u

ε
3, . . ., u

ε
p, . . . ∈

◦

H1(�ε),
которые отвечают собственным числам, внесенным в список (6) при учете крат-
ностей, можно подчинить условиям ортогональности и нормировки

(

(a + ε−2−mxε)uε
p, u

ε
q

)

�ε = δp,q, p, q ∈ N = {1, 2, 3, . . .}. (7)

Здесь δp,q — символ Кронекера. В силу принципа максимума первое собственное
число λε

1 простое, а первую собственную функцию uε
1 можно взять положитель-

ной в �ε. Каждая из функций uε
p бесконечно дифференцируема в областях �

и ωε вплоть до границ � и � ∪ � ε, за исключением угловых точек O и Oε (см.,
например, вводную главу в книге [3]).

Если α = π, то оба контура � и � ε гладкие. Несколько переделывая пред-
ставленные далее доказательства, можно убедиться в том, что при гладком
контуре � верно соотношение

ε−mλε
p → π2/4 при ε → +0, p ∈ N. (8)
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Основной результат настоящей статьи заключается в том, что при α > α∗, где
α∗ ∈ (π, 2π) — корень трансцендентного уравнения

α

2
+ 2 ctg

α

2
= 0, (9)

первое собственное число λε
1 задачи (3), (4) подчинено соотношению

lim
ε→+0

ε−mλε
1 = µ1 ∈ (0, π2/4), (10)

а соответствующая собственная функция uε
1, нормированная условием (7), ло-

кализована около вершины угла в следующем (упрощенном — см. теорему 8 и
комментарии к ней) смысле:

∥

∥(1 + ε−1r)ϑ∇xu
ε
1;L2(�

ε)
∥

∥ +
∥

∥(1 + ε−1r)ϑuε
1;L2(�

ε)
∥

∥ 6 cϑε
m/2, (11)

здесь ϑ — некоторый положительный показатель (см. формулу (7)). Весовые
множители в (11) имеют порядок один в непосредственной близости от угловой
точки, увеличиваются с ростом r и приобретают порядок ε−ϑ вне окрестностиV . Тем самым собственная функция степенным образом затухает при удалении
от вершины Oε. Подчеркнем, что коэффициент εm/2 в правой части (11), обес-
печивающий малость величины uε

1(x) всюду в �ε, вызван условием нормировки
(6), которое содержит большой множитель при характеристической функции xε

множества ωε. Обнаруженная локализация подтверждена и теоремой 11.

2. О локализации собственных функций. Вопрос о строении спек-
тра краевой задачи с концентрированной массой на малом, диаметром O(ε),
множестве был впервые поднят в статье [1] в следующей постановке1):

−�xu
ε(x) = λε(a + ε−2−mxω(ε−1x))uε(x), x ∈ �, uε(x) = 0, x ∈ ∂�. (12)

Здесь xω — характеристическая функция области ω ⊂ R
3 с гладкой границей и

компактным замыканием. Для собственных чисел (5) задачи (12) установлена
сходимость ε−mλε

p → βp при ε → +0, p ∈ N; здесь фигурируют собственные
числа уравнения

−�ξw(ξ) = βxω(ξ)w(ξ), x ∈ R
3, (13)

которое получено из задачи (12) при помощи растяжения координат

x 7→ ξ = (ξ1, ξ2), ξj = ε−1xj , j = 1, 2, (14)

и формального перехода к ε = 0 после замены спектрального параметра

λε 7→ ε−mλε. (15)

Поскольку множитель xω в правой части уравнения (13) обращается в нуль
вне компакта ω, спектр оказывается полностью дискретным и образует моно-
тонную бесконечно большую последовательность собственных чисел 0 < β1 <
β2 6 β3 6 . . . 6 βp 6 . . . → +∞. Соответствующие собственные функции wp,
p ∈ N, удовлетворяют следующим оценкам, обеспеченным общими результатами
(см. [4–6] и др., а также [3, гл. 3, 6]):
∣

∣∇j
ξwp(ξ)

∣

∣ 6 cjp, ξ ∈ ω,
∣

∣∇j
ξwp(ξ)

∣

∣ 6 cjp(1 + |ξ|)−1−j , ξ ∈ R
3 \ ω, j = 0, 1, 2, . . . .

(16)

1)В [1] изучен случай m = 1, но переход к произвольному m > 0 не вызывает никаких
осложнений.
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Эффект локализации собственных функций в задаче (12) выражен неравенства-
ми

∣

∣∇j
xu

ε
p(x)

∣

∣ 6 Cjpε
−j, x ∈ ωε,

∣

∣∇j
xu

ε
p(x)

∣

∣ 6 εCjp(ε
2 + |x|2)−(1+j)/2, x ∈ � \ ωε, j = 0, 1, 2, . . . ,

(17)

которые могут быть получены на основе формул (16) при помощи метода из [7,
гл. 4]. В соотношениях (16) и (17) под ∇j

xu подразумевается совокупность всех
производных функции u порядка j, а ωε = {x : ε−1x ∈ ω} — множество малого
диаметра, на котором и концентрируется масса.

В обзоре [8] можно найти обширный список публикаций, посвященных обоб-
щению результатов [1] и исследованию других задач с концентрированными
массами.

(b)(a)

Рис. 3. Тонкие области,

порождающие эффект локализации

собственных функций.

Локализация иного сорта обнаружена [9, 10]
для собственных функций смешанной краевой
задачи для уравнения

−�xu
ε(x) = λεuε(x), x ∈ �ε, (18)

в тонкой трехмерной пластине �ε (рис. 3(a)) с
условиями Дирихле на основаниях и Неймана на боковой поверхности. Именно,
при подходящем возмущении (искривлении) боковой поверхности собственные
функции концентрируются около точки s0 максимальной кривизны на границе
� ⊂ R

2 срединного сечения пластины и затухают экспоненциально со скоро-
стью exp(−δ1|n|/ε) при движении внутрь области �ε и со скоростью exp(−δ2(s−
s0)2/ε) вдоль боковой поверхности. Здесь δi > 0, а n и s — естественные криво-
линейные координаты в окрестности V , соответственно ориентированное рас-
стояние до контура � и длина дуги на нем. Получен [11] аналогичный результат
о собственных функциях uε

p задачи Дирихле для уравнения (18) в тонкой ис-
кривленной трапеции (рис. 3(b)):

�ε = {x = (x1, x2) ∈ R
2 : |x1| < 1, 0 < x2 < εH(x1)},

с гладкой профильной функцией H , имеющий единственный глобальный стро-
гий максимум в точке x1 = x0

1, при удалении от которой и происходит экспо-

ненциальное затухание величин uε
p(x) со скоростью exp

(

− δ2
(

x1 − x0
1

)2
/ε

)

.
В обеих ситуациях асимптотики собственных чисел и функций включают

решения {βp,Wp} классической задачи о гармоническом осцилляторе (см., на-
пример, [12]):

−dW

dt
(t) + (1 + t2)W (t) = βW (t), t ∈ R,

и именно экспоненциальное затухание собственных функций Wj при t → ±∞
приводит к эффекту локализации.

Об областях, изображенных на рис. 3, уместно говорить, что им свойствен-
на экспоненциальная локализация собственных функций, но в задаче (12) и
рассматриваемой далее задаче (3), (4) локализация степенная. Этот факт бу-
дет подтвержден в пп. 5 и 6 после исследования спектра предельной задачи в
бесконечном угле (пп. 3 и 4). В заключительном п. 7 обсуждаются доступные
обобщения и сопутствующие вопросы, оставшиеся нерешенными.

3. Задача о пограничном слое и ее существенный спектр. Сделаем
замену координат (14). Теперь при формальном переходе к ε = 0 часть � ε \
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уравнения (3) после замены (10) спектрального параметра приобретает вид

−�x + λε(a + ε−2−mxε(x)) = ε−2(�ξ + µεX(ξ)) + aεmµε. (19)

Коэффициент при последнем слагаемом мал по сравнению с ε−2, и выражение
aεmµε можно отбросить при формировании предельной задачи. Таким образом,
пограничный слой следует описывать при помощи решений задачи Дирихле

−�ξw(ξ) = µX(ξ)w(ξ), ξ ∈ �, w(ξ) = 0, ξ ∈ ∂�, (20)

в угле �, полученном как объединения угла K и двух полуполос ̟± со скошен-
ными торцами, образующих окаймление ̟ и отсекаемых внешней биссектрисой
угла от примыкающих к его сторонам полос единичной ширины (см. рис. 4(a)).
В формулах (19) и (20) под X подразумевается характеристическая функция
множества ̟; эта функция получается из первоначальной функции xε при по-
мощи замены координат (14) и формального перехода к ε = 0.

+

-

H
(b)(a)

Рис. 4. Бесконечный угол

с окаймлением.

Изучим спектр задачи (20), который никак
не может быть дискретным из-за отсутствия
компактности вложения H1(̟) ⊂ L2(̟) на неог-
раниченном множестве ̟. Вариационная фор-
мулировка задачи (20) использует интегральное
тождество

(∇ξw,∇ξz)� = µ(w, z)̟, z ∈ C∞
c (�). (21)

Обозначим через H гильбертово пространство, полученное как пополнение ли-
неала C∞

c (�) (бесконечно дифференцируемые функции с компактными носите-
лями, расположенными внутри �) по норме, порожденной скалярным произве-
дением

〈w, z〉 = (∇ξw,∇ξz)�. (22)

Следующие утверждения, в частности, показывают, что по замыканию ин-
тегральное тождество (21) распространяется на пробные функции v ∈H .

Лемма 1. Норма в пространстве H эквивалентна такой:

(‖∇ξw;L2(�)‖2 + ‖R−1w;L2(�)‖2)1/2. (23)

Весовой множитель R(ξ) равен единице при |ξ| = ρ 6 ρ� и (1 + ρ�(ϕ))−1 при

ρ > ρ�, причем �(ϕ) = max{|ϕ|, |ϕ − α|}, а радиус ρ� > 0 выбран так, как

указано на рис. 4(b).

Доказательство. Достаточно иметь дело с функциями w ∈ C∞
c (�), рав-

ными нулю при ρ 6 ρ�: для функций с носителями в круге B2ρ�
= {ξ : ρ < 2ρ�}

эквивалентность норм сомнений не вызывает. Нужно лишь проверить неравен-
ство ‖R−1w;L2(�)‖ 6 c‖∇ξw;L2(�)‖. Заметим, что область �\Bρ�

содержится
в множестве:

{ξ : ρ > ρ�, −C�ρ
−1 < ϕ < α + C�ρ

−1}, (24)

где C� — некоторая положительная постоянная. Продолжим функцию w ∈
C∞

c

(

� \ Bρ�

)

нулем на всю плоскость. Умножим на ρ−1 обе части формулы

α+C�ρ−1

∫

−C�ρ−1

(1 + �(ϕ)ρ)−2|w(ρ, ϕ)|2 dϕ 6 c

α+C�ρ−1

∫

−C�ρ−1

∣

∣

∣

∣

∂w

∂ϕ
(ρ, ϕ)

∣

∣

∣

∣

2

dϕ, (25)



Локализация около угловой точки первой собственной функции 355

и проинтегрируем по ρ ∈ (ρ�,∞). Поскольку dξ = ρ dρdϕ и градиент ∇ξ при-
нимает в полярных координатах вид (∂/∂ρ, ρ−1∂/∂ϕ), из переделанного соотно-
шения (25) выводится оценка (24). Само соотношение (25) — следствие одно-
мерного неравенства Харди

h
∫

0

z−2|Z(z)|2dz 6 4

h
∫

0

∣

∣

∣

∣

dZ

dz
(z)

∣

∣

∣

∣

2

dz, Z ∈ C∞
c (0, h], h > 0,

в котором следует положить z = C�ρ
−1 + ϕ и z = α + C�ρ

−1 − ϕ, а также
h = C�ρ

−1 + ϕ/2. В обоих случаях z 6 c(ρ−1 + �(ϕ)). �

Следствие 2. ‖w;L2(̟)‖ 6 c‖∇ξw;L2(�)‖, w ∈H .

Доказательство. Часть ̟ \Bρ�
окаймления ̟ содержится в множестве

{ξ : ρ > ρ�,−C�ρ
−1 < ϕ < 0 или α < ϕ < α + C�ρ

−1}
(ср. формулу (24)), на котором (1 + �(ϕ)ρ)−1 > c̟ > 0 по определению ве-
са R. �

В пространстве H введем оператор T формулой

〈T w, z〉 = (w, z)̟, w, z ∈H . (26)

Он положительный, симметрический и в силу следствия 2 непрерывный, а зна-
чит, самосопряженный. Согласно определениям (22) и (26) вариационная зада-
ча (21) эквивалентна абстрактному уравнению T w = τw в H с новым спек-
тральным параметром

τ = 1/µ. (27)

Теорема 3. Существенный спектр �e оператора T занимает сегмент

[0, 4π−2], причем точка τ = 0 является бесконечнократным собственным числом,

а соответствующее собственное подпространство состоит из функций w ∈ H ,

обращающихся в нуль на окаймлении ̟. Если норма t = ‖T ;H →H ‖ опера-

тора T равна 4π−2 (она не может быть меньше верхней грани существенного

спектра), то дискретный спектр отсутствует. Если же t > 4π−2, то дискретный

спектр, располагающийся на полуинтервале (4π−2, t], заведомо непуст, так как

t — наибольшее собственное число оператора T .

Доказательство. Сначала проверим утверждение о дискретном спектре.
С этой целью рассмотрим видоизмененную и неоднородную вариационную за-
дачу

(∇ξw,∇ξz)� − µ(w, z)̟\� = f(z), z ∈H , (28)

в которой f ∈ H ∗ — линейный функционал на пространстве H . Подчеркнем,
что по сравнению с интегральным тождеством (21) в множителе при µ сужена
область интегрирования — исключен четырехугольник � , глубоко тонирован-
ный на рис. 4(b). Одномерное неравенство Фридрихса

0
∫

−1

|w(ξ1, ξ2)|2 dξ2 6
4

π2

0
∫

−1

∣

∣

∣

∣

∂w

∂ξ2
(ξ1, ξ2)

∣

∣

∣

∣

2

dξ2, (29)

справедливое благодаря условию Дирихле w(ξ1,−1) = 0, ξ1 > H (размер H
отмечен на рис. 4(b)), проинтегрируем по ξ1 ∈ (H,+∞) и получим неравенство

‖w;L2(̟ \ � )‖2 6 4π−2‖∇ξw;L2(̟ \ � )‖2 (30)
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на усеченной полуполосе ̟+; вторая полуполоса ̟− рассматривается анало-
гично. Согласно оценке (30) левую часть (28) при µ ∈ [0, π2/4) можно взять
в качестве скалярного произведения в пространстве H , а значит, задача (28)
однозначно разрешима по теореме Рисса о представлении линейного функцио-
нала в гильбертовом пространстве. Иными словами, луч (4π−2,+∞) ∋ τ (ср.
связь (27) спектральных параметров µ и τ) свободен от спектра оператора T� ,
заданного аналогичным (26) равенством 〈T�w, z〉 = (w, z)̟\� , w, z ∈ H . По-
скольку T −T� — компактный оператор (множество � ограничено), выполнено
включение �d ⊂ (4π−2,+∞). Осталось вспомнить, что норма t — верхняя грань
спектра.

Докажем первое утверждение теоремы. Построим сингулярную последова-
тельность для оператора T в точке τ ∈ (0, 4π−2) (случай τ = 4π−2 обсуждается
отдельно в замечании 4, однако для проверки теоремы он не нужен, так как су-
щественный спектр �e — замкнутое множество по определению). Пусть YN —
гладкая срезающая функция:

YN (ξ1) = 0 при ξ1 6 2N+2 или ξ1 > 2N+3,

YN (ξ1) = 1 при 2N+2 + 1 6 ξ1 6 2N+3 − 1.
(31)

Отметим, что при увеличении номера N ∈ N изменение функции (31) заключа-
ется только в удлинении участка, на котором она обращается в единицу. Введем
еще одну функцию

Wτ (ξ) =







sin(tµ(ξ2 + 1)) exp
(

± iξ1
√

µ− t2µ
)

при ξ2 ∈ (−1, 0),

sin(tµ) exp
(

− ξ2
√

µ− t2µ
)

exp
(

± iξ1
√

µ− t2µ
)

при ξ2 > 0,

(32)

где µ = τ−1 > π2/4, а tµ ∈ (π/2, π) — корень уравнения t ctg t = −
√

µ− t2.
Функция (32) обладает следующими свойствами: она гармоническая в полу-
плоскости {ξ : ξ2 > 0}, удовлетворяет уравнению Гельмгольца в полосе {ξ : ξ2 ∈
(−1, 0)}, обращается в нуль при ξ2 = 0, а на оси абсцисс непрерывна вместе с
производной по ξ2. Подчеркнем, что все эти свойства удается обеспечить только
в случае µ > π2/4.

Положим
wN (ξ) = 2−N/2YN (ξ1)Wτ (ξ). (33)

Если α > π/2, функция (33) принадлежит пространству H , так как имеет
носитель в полуполосе [2N+2, 2N+3]× [−1,+∞), обращается в нуль при ξ2 = −1
и экспоненциально затухает при ξ2 → +∞. В случае острого угла α < π/2
требуется еще соблюсти условие Дирихле на стороне {ξ : ρ > 0, ϕ = α} —
это делается умножением на подходящую срезающую функцию, которая ввиду
экспоненциального затухания Wτ (ξ) при ξ2 → +∞ не влияет на последующие
выкладки и потому далее не принимается во внимание.

Сначала заметим, что

‖∇ξwN ;L2(̟)‖2

> 2−N

0
∫

−1

2N+3−1
∫

2N+2+1

(

π2

4

(

cos
π

2
ξ2

)2

+

(

1

τ
− π2

4

)(

sin
π

2
ξ2

)2)

dξ1dξ2

= 2−N−1τ−1
(

2N+3 − 2N+2 − 2
)

> τ−1 > 0,
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т. е. первое свойство сингулярной последовательности Вейля проверено. Вы-
полнив дифференцирование и интегрирование, находим, что

‖wN ;H ‖2 = ‖∇ξwN ;L2(̟)‖2
6 C.

Поскольку носители функций wN и wM не пересекаются при N 6= M , сомне-
ний не вызывает и второе свойство: слабая сходимость wN → 0 в пространствеH (может быть, только вдоль неограниченной подпоследовательности нату-
ральных чисел). Осталось установить третье свойство:

‖T wN − τwN ;H ‖ → 0. (34)

Согласно определениям (23) и (26) имеем

‖T wN − τwN ;H ‖ = sup |〈T wN − τwN , z〉|
= τ sup |τ−1(wN , z)̟ − (∇ξwN ,∇ξz)�|

= τ sup |(�ξwN + µ−1XwN , z)�| = N−1/2τ sup |([�ξ, YN ]Wτ , z)�|. (35)

При этом супремум вычисляется по таким z ∈H , что ‖z;H ‖ = 1. Кроме того,
[�ξ, YN ] — коммутатор оператора Лапласа со срезающей функцией (31),

[�ξ, YN ]Wτ = 2∇ξWτ · ∇ξYN + Wτ�ξYN , (36)

а в последнем преобразовании из выкладки (35) использованы все указанные
ранее свойства функции (32). Итак,

‖T wN − τwN ;H ‖ 6 cN−1/2τ‖[�ξ, YN ]Wτ ;L2(�)‖.
Последняя норма (содержащая коммутатор) равномерно (относительноN) огра-
ничена ввиду следующих обстоятельств: во-первых, функция Wτ и ее производ-
ные не превосходят c exp(−πξ2/2), во-вторых, носители коэффициентов диффе-
ренциального оператора (36) расположены в двух полуполосах [2N+2, 2N+2 + 1]
и [2N+3−1, 2N+3] и, в-третьих, эти коэффициенты также равномерно ограниче-
ны. В итоге получаем, что величина (35) есть O(N−1/2), т. е. соотношение (34),
а вместе с ним и третье свойство сингулярной последовательности проверены.
По критерию Вейля (см., например, [13, § 9.1]) точка τ ∈ (0, 4π−2) принадлежит
существенному спектру оператора T , замкнутому множеству. Теорема доказа-
на. �

Замечание 4. При τ = 4π−2 функция (32) теряет свойство затухания при
ξ2 → +∞. Тем не менее при новом определении

W4π−2(ξ) =











cos(πξ2/2) при ξ2 ∈ (−1, 0),

L−1
N (LN − ξ2) при ξ2 ∈ (0, LN ),

0 при ξ2 ∈ (LN ,+∞),

все выкладки и рассуждения сохраняются, поскольку скачок производной при
ξ2 = 0 равен L−1

N , и выполнена формула

LN
∫

0

|∇ξW4π−2(ξ1, ξ2)|2 dξ2 =
1

LN
,

а значит, (большой) параметр LN удается подобрать так, чтобы сохранить все
три свойства сингулярной последовательности {wN} оператора T в точке τ =
4π−2. �
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Связь (27) спектральных параметров в уравнении (14) и краевой задаче (3),
(4) передает свойства τ -спектра, проверенные в теореме 3, µ-спектру, для кото-
рого используем обозначение σ = σe∪σd. Точка τ = 0 переводится в бесконечно
удаленную точку µ = ∞, которая, разумеется, выпадает из существенного спек-
тра σe = [π2/4,+∞).

Замечание 5. Весьма правдоподобно выглядит гипотеза: полуинтервал
(0, 4π−2] — непрерывный спектр оператора T . Для ее подтверждения доста-
точно проверить, что никакая точка полуинтервала не может быть бесконечно-
кратным собственным числом оператора. Автор не знает, как установить этот,
на первый взгляд элементарный, факт. Интересно то, что по разным причинам
ни теория в [4] (см. также монографию [3]) эллиптических краевых задач в
угловых (конических) областях, ни результаты из [14, 15] о поведении на бес-
конечности решений формально самосопряженных краевых задач в угловых
областях с параболическими и периодическими окаймлениями (полуполосы —
частный случай) не позволяют установить конечномерность ядра оператора за-
дачи (3), (4) при µ > π2/4. Таким образом, вопрос о непрерывном спектре
остается открытым. Вместе с тем метод [14, 15] применим к задаче (21) при
любом µ 6∈ [π2/4,+∞), в том числе комплексном. �

4. Дискретный спектр задачи о пограничном слое. Следующее
утверждение показывает, что в случае выпуклого угла дискретный спектр у
задачи (21) отсутствует.

Предложение 6. Если α < π, то справедливо неравенство

‖w;L2(̟)‖2 6 4π−2‖∇ξw;L2(�)‖2, w ∈H , (37)

т. е. σd = ∅ и �d = ∅.

Доказательство. К одномерному неравенству Фридрихса (29), проинте-
грированному по ξ2 ∈ (H,+∞), добавим такое же неравенство для полуполосы,
примыкающей ко второй стороне угла K, а также неравенство

‖w;L2(� )‖2
6 β1‖∇ξw;L2(� )‖2, w ∈ H1(� ), w(x) = 0, x ∈ ∂� ∩ ∂� , (38)

на оставшейся части окаймления — четырехугольнике � . В результате при-
ходим к оценке (37), обеспечивающей отсутствие дискретного спектра. Само
соотношение (38) есть не что иное, как следствие минимального принципа, при-
мененного к оператору смешанной краевой задачи в � , причем на двух его
сторонах назначены условия Неймана, а на двух, отмеченных последними в
формуле (38), — условия Дирихле. Первое собственное число указанной задачи
меньше π2/4 опять-таки благодаря одномерному неравенству Фридрихса. Это
неравенство применяется на отрезках, перпендикулярных катетам (с условия-
ми Дирихле) прямоугольных треугольников �±, на которые биссектриса угла
� рассекает четырехугольник � . �

Для проверки непустоты дискретного спектра воспользуемся вариацион-
ным методом, почерпнутым из разных источников, в частности, [16, 17], и сфор-
мулированным в [18, 19].

Предложение 7. Если α > α∗, где α∗ — решение трансцендентного урав-

нения (9), то σd 6= ∅ и �d 6= ∅.
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Доказательство. Нижняя грань спектра оператора −T (со знаком ми-
нус) вычисляется по формуле (см., например, [7, § 10.2])

−� = inf
w∈H \{0}

−〈T w,w〉
〈w,w〉 = − sup

w∈H \{0}

‖w;L2(̟)‖2

‖∇ξw;L2(�)‖2
.

Таким образом, согласно теореме 3 в случае �d = ∅ величина � совпадает с
верхней гранью 4π−2 существенного спектра самого оператора T , т. е. спра-
ведливо неравенство

‖w;L2(̟)‖2 6 4π−2‖∇ξw;L2(�)‖, w ∈H . (39)

Подставим в соотношение (39) пробную функцию wδ, зависящую от параметра
δ > 0, определенную на половине �+ = {ξ ∈ � : ϕ ∈ (0, α/2)} угла � формулой

wδ(ξ) =

{

cos(πξ2/2) exp(−δξ1) при ξ ∈ ̟+,

exp(−δ|ξ|) при ξ ∈ K+

(40)

и продолженную по четности через биссектрису на вторую половину �−. Ясно,
что wδ ∈H . Поскольку exp(−δξ1) = 1 + O(δ) при ξ ∈ ̟+, ξ1 6 H , имеем

‖wε;L2(̟+)‖2 =

0
∫

−1





+∞
∫

H

(
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(

π

2
ξ2

))2

exp(−2δξ1) dξ1

+

(

H − ξ2 ctg
(α

2

)

)(

cos

(

π

2
ξ2

))2

+ O(δ)



dξ2

=
1

4δ
exp(−2δH) +

1

2

(

H +
1

2
ctg

(α

2

)

)

− 1

π2
ctg

(α

2

)

+ O(δ), (41)

‖∇ξw
ε;L2(̟+)‖2 =

0
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+∞
∫

H
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π2

4
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π

2
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2
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dξ2

=
π2

16δ
exp(−2δH) +

π2

8

(

H +
1

2
ctg

(α

2

)

)

+
1

4
ctg

(α

2

)

+ O(δ),

‖∇ξw
ε;L2(K+)‖2 = δ2

+∞
∫

0

α/2
∫

0

|∇ξρ|2 exp(−2δρ)ρ dρdϕ =
α

8
.

В соотношении (39) большинство членов из правых частей (41) взаимно уничто-
жаются, в частности, те, которые растут при δ → +0. В итоге обнаруживаем,
что это соотношение с пробной функцией (40) принимает вид

2
∣

∣

∣
ctg

α

2

∣

∣

∣
6

α

2
+ cδ. (42)
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Если α∗ ∈ (π, 2π) — корень трансцендентного уравнения (38), то при α > α∗ и
достаточно малом δ > 0 неравенство (42) невозможно. Обнаруженное противо-
речие означает, что предположение � = 4π−2 неверно, т. е. дискретный спектр
�d непустой.

Если α = α∗, то формула (42) не приводит к противоречию. Действуя в
соответствии с [19], изменим пробную функцию и положим

wδ
0(ξ) = wδ(ξ) +

√
δw0(ξ), (43)

где wδ по-прежнему задана формулой (40), а w0 ∈ C∞
c (� ) — произвольная

функция, четная относительно биссектрисы угла � (множество � указано на
рис. 4(b)). Опираясь на выкладки (41), продолжим вычисления и при учете
условия α = α∗, уничтожающего и члены порядка δ0 в неравенстве (39) с проб-
ной функцией (43), приходим к соотношению

2 × 2
√
δ

4

π2

(

cos
(π

2
ξ2

)

, w0

)

�+

6 2 × 2
√
δ
(

∇ξ cos
(π

2
ξ2

)

,∇ξw0

)

�+

+ cδ. (44)

Заметим, что ввиду четности относительно биссектрисы интегралы по �+ и �−

совпадают, поэтому в обеих частях (44) поставлен множитель два; второй такой
множитель унаследован от перекрестных членов при умножении суммы (43)
на нее саму скалярно. Интегрируя по частям и учитывая, что cos(πξ2/2) —
решение уравнения Гельмгольца в полосе R×(−1, 0) с коэффициентом π2/4 и по
предположению функция w0 обращается в нуль на двух сторонах треугольника
�+ = {ξ ∈ � : ξ1 > ξ2 ctg(α/2)}, преобразуем соотношение (44) в такое:

16π−2
√
δ(∂ν cos(πξ2/2), w0)ς 6 4

√
δ((−�ξ − 4π−2) cos(πξ2/2), w0)�+

+ cδ. (45)

При этом ς — сторона треугольника �+, лежащая на биссектрисе угла, а ν —
внешняя нормаль на ней. Поскольку сужение w0|ς произвольно, скалярному
произведению из левой части (45) можно придать любой знак и величину (про-
изводная ∂ν cos(πξ2/2) обращается в нуль всюду на ς только в случае α = π).

Полученное противоречие C
√
δ 6 cδ заканчивает доказательство предложе-

ния. �

Дискретный спектр устойчив по отношению к малым возмущениям опера-
тора (см., например, [13, теорема 10.2.2]), поэтому множество значений пара-
метра α, при которых спектр σd непуст, не может быть замкнутым сегментом.
Таким образом, мажоранта α∗, найденная в предложении 7, заведомо неточная.
Вычисление точной грани α = sup{α ∈ (π, 2π) | σd(α) = ∅} остается открытым
вопросом. Также неясно, совпадает ли эта грань с ᾱ = inf{α ∈ (π, 2π) | σd(α) 6=
∅}. Подчеркнем, что отсутствие ответов на упомянутые вопросы никак не ска-
зывается на основном результате работы.

5. Первичная информация о локализации собственной функции.

Следующая весовая оценка устанавливает свойство локализации некоторых из
собственных функций. Используется весовой множитель

Rε
ϑ(x) =

(

min
{

ε2 + r2
ε , ε

2 + d2
})ϑ/2

, (46)

где ϑ ∈ R, rε — расстояние до вершины Oε угла K
ε, а параметр d > 0 зафик-

сирован так, чтобы внутри 2d-окрестности V ε
2d точки Oε область �ε совпала с

углом K
ε.
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Теорема 8. Пусть uε ∈
◦

H1(�ε) — собственная функция задачи (3), (4),
нормированная условием (7) и отвечающая собственному числу

λε ∈ (0, εm(π2/4 − θ)), (47)

где θ > 0 — некоторая малая фиксированная (не зависящая от ε) величина.

Тогда при любом

ϑ ∈ (−2α−1θ1/2, 2α−1θ1/2) (48)

найдется такое число εθ > 0, что при всяком ε ∈ (0, εθ) выполнено неравенство
∥

∥Rε
ϑ∇xu

ε;L2(�
ε)

∥

∥ +
∥

∥Rε
ϑ−1u

ε;L2(�
ε)

∥

∥ 6 cθε
ϑ+m/2, (49)

где множитель cθ не зависит от uε и ε, а весовые функции определены форму-

лой (46).

Доказательство. Подставим в тождество (5) пробную функцию vε =
Rε

ϑU
ε, где Uε = Rε

ϑu
ε. Несложные преобразования показывают, что

(∇xu
ε,∇xv

ε)�ε =
(

Rε
ϑ∇xu

ε,∇xU
ε
)

�ε +
(

∇xu
ε, uε∇xR

ε
ϑ

)

�ε = (∇xU
ε,∇xU

ε)�ε

−
(

uε∇xR
ε
ρ,∇xU

ε
)

�ε +
(

∇xU
ε, uε∇xR

ε
ϑ

)

�ε −
(

uε∇xR
ε
ϑ, u

ε∇xR
ε
ϑ

)

�ε

= ‖∇xU
ε;L2(�

ε)‖2 −
∥

∥Uε
(

Rε
ϑ

)−1∇xR
ε
ϑ;L2(�

ε)
∥

∥

2
=: J1 − J2. (50)

Правую часть тождества запишем в виде

λε((a + ε−m−2xε)uε, vε)�ε = aλε‖Uε;L2(�
ε)‖2

+ ε−2−mλε‖Uε;L2(ω
ε \ � ε)‖2 + ε−2−mλε‖Uε;L2(�

ε)‖2 =: J3 + J4 + J5, (51)

где � ε = {x : ε−1x ∈ �} — четырехугольник, вырезанный из окаймления ωε

около угловой точки O . На этом четырехугольнике Rε
β(x) 6 cεϑ, а значит,

J5 6 cλεε−2−mε2ϑ‖uε;L2(�
ε)‖2 6 cεm+2ϑ(ε−2−mxεuε, uε)ωε 6 cεm+2ϑ. (52)

Поскольку
‖U ;L2(�

ε)‖ 6 c‖∇xU
ε;L2(�

ε)‖, (53)

имеем
J3 = aλε‖Uε;L2(�

ε)‖2 6 cεm‖∇xU
ε;L2(�

ε)‖2 = cεmJ1. (54)

Кроме того, справедливы формула

∣

∣∇xR
ε
ϑ(x)

∣

∣ =

{

ϑrεR
ε
ϑ−1(x) при rε 6 d,

0 при rε > d
(55)

и весовая оценка

∥

∥r−1
ε Uε;L2

(

�ε ∩ V ε
d

)∥

∥ 6 α2π−2
∥

∥∇xU
ε;L2

(

�ε ∩ V ε
d

)∥

∥, Uε ∈
◦

H
0(�ε). (56)

Она получается интегрированием по rε ∈ (0, d) умноженного на r−1
ε неравенства

α
∫

0

|Uε(rε, ϕε)|2 dϕ 6
α2

π2

α
∫

0

∣

∣

∣

∣

∂Uε

∂ϕε
(rε, ϕε)

∣

∣

∣

∣

2

dϕ, Uε(rε, 0) = Uε(rε, α) = 0. (57)

Таким образом,

J2 6 ϑ2
∥

∥rε
(

ε2 + r2
ε

)−1
Uε;L2

(

�ε ∩ V ε
d

)∥

∥

2

6 ϑ2α2π−2
∥

∥∇xU
ε;L2

(

�ε ∩ V ε
d

)∥

∥

2
6 ϑ2α2π−2J1. (58)
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Наконец, одномерное неравенство Фридрихса (29), примененное к функции
Uε, которая записана на множестве ωε \ � ε при помощи естественных криво-
линейных координат n и s, т. е. ориентированного расстояния до контура � и
длины дуги на нем, обеспечивает соотношение

‖Uε;L2(ω
ε \ � ε)‖2 =

∫

� ′

ε

ε
∫

0

|Uε(n, s)|2(1 + nκ(s)) dnds

6 (1 + κ0ε)

∫

� ′

ε

ε
∫

0

|Uε(n, s)|2 dnds 6
4ε2

π2
(1 + κ0ε)

∫

� ′

ε

ε
∫

0

|∂nUε(n, s)|2 dnds

6
4ε2

π2

1 + κ0ε

1 − κ0ε
‖∇xU

ε;L2(ω
ε \ � ε)‖2 =

4ε2

π2

1 + κ0ε

1 − κ0ε
J1. (59)

Здесь 1 + nκ(s) — якобиан, κ — кривизна дуги � \ O , причем по определению
κ равна нулю в окрестности начала координат, где контур � состоит из двух
отрезков прямых, а κ0 — максимум функции s 7→ |κ(s)|. Числитель 4ε2 возник
благодаря малости длины интервала (0, ε) ∋ n. Теперь в силу предположения
(47) приходим к оценке

λεε−2−m‖Uε;L2(ω
ε \ � ε)‖2 6

1

ε2

(

π2

4
− θ

)

4ε2

π2

1 + κ0ε

1 − κ0ε
‖∇xU

ε;L2(ω
ε \ � ε)‖2

= (1 − 4π−2θ)(1 + Cε)J1. (60)

Полученные оценки (52), (54), (58) и (60) позволяют вывести из равенства
(50), (51), унаследованного от интегрального тождества (5), соотношение

‖∇xU
ε;L2(�

ε)‖2(1 − (1 − 4π−2θ)(1 + Cε) − ϑ2α2π−2 − cεm) 6 cεm+2ϑ.

Если выполнено ограничение (48), то можно выбрать εϑ > ε так, чтобы мно-
житель при ‖∇xU

ε;L2(�
ε)‖2 оказался положительным. В результате при учете

неравенств (53) и (56) обнаруживаем, что

‖∇xU
ε;L2(�

ε)‖2 +
∥

∥

(

ε2 + r2
ε

)−1/2
Uε;L2(�

ε)
∥

∥

2
6 cϑε

m+2ϑ. (61)

Осталось заметить, что в силу формулы (55) и определения Uε = Rε
ϑu

ε квадра-
тичные формы из левых частей (61) и (49) эквивалентны. �

Соотношение (14) в п. 1 обеспечено формулами (61) и (53), но является
более грубым, чем приведенное в теореме 8. Оценку (49) можно уточнить, при-
влекая вместо (56) неравенство с весовым множителем, зависящим от функ-
ции � угловой переменной (ср. лемму 1). Также можно применить нера-
венства Фридрихса с малой постоянной O(ε2) на элементах мелкого, диамет-
ром O(ε), разбиения окаймления, просуммировать их и получить соотношение

ε−1
∥

∥uε
1;L2(�

ε)
∥

∥ 6 c
ϑ+m/2
ϑ . В любом варианте обработанные весовые нормы под-

тверждают эффект локализации первой собственной функции (см. пояснения
в п. 1).

6. Асимптотика собственного числа и собственной функции. Всю-
ду в этом пункте считаем, что дискретный спектр σd вариационной задачи (21)
(или задачи (20) в дифференциальной форме) содержит хотя бы одну точку —
первое собственное число µ1 ∈ (0, π2/4). При α > α∗ это требование выполнено
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согласно предложению 7. По принципу максимума (см., например, [20]) первое
собственное число простое, а соответствующую собственную функцию можно
выбрать положительной в �. Введем обозначение µ∗ = π2/4, если спектр σd

состоит из одной точки, и µ∗ = µ2 > µ1 в противном случае. При этом на
сегменте

[0, (µ1 + µ∗)/2] (62)

имеется только точка µ1 спектра.
Предположим, что λε

p < εmπ2/4 при ε ∈ (0, εp), εp > 0, и тем самым найдем
бесконечно малую последовательность {εj}j∈N, для которой

ε−mλεj
p → µ0

p ∈ (0, π2/4) при j → +∞. (63)

Пусть еще χ — гладкая срезающая функция, равная единице в d-окрестностиVd точки O и нулю вне V2d ⊂ V , т. е. число d > 0 зафиксировано малым.
По собственной функции uε

p, подчиненной условию (7), определим функцию
быстрых переменных (14)

wε
p(ξ) = ε−m/2χ(εξ)uε

p(εξ), (64)

принадлежащуюH ввиду компактности ее носителя и включения uε
p ∈

◦

H1(�ε).
Имеем

∥

∥∇ξw
ε
p;L2(�)

∥

∥

2
= ε−m

∥

∥∇x

(

χuε
p

)

;L2(�
ε)

∥

∥

2

6 cε−m
(∥

∥∇xu
ε
p;L2(�

ε)
∥

∥

2
+

∥

∥uε
p;L2(�

ε \ Vd)∥∥2)

6 cε−m
(

λε
p

∥

∥(a + ε−2−mxε)1/2uε
p;L2(�

ε)
∥

∥

2
+

∥

∥Rε
0u

ε
p;L2(�

ε)
∥

∥

2)
6 c.

При этом учтены интегральное тождество (5), предположение о собственном
числе λε

p и неравенство (49) с допустимым показателем ϑ = 0 (обращаем вни-
мание на то, что Rε

0(x) > c > 0 на �ε \ Vd). Таким образом, разрежая при
необходимости последовательность {εj}j∈N, находим

wεj
p → w0

p слабо в H при j → +∞. (65)

Убедимся в том, что

wεj
p → w0

p сильно в L2(̟) при j → +∞, (66)

может быть, опять после выделения из {εj}j∈N подпоследовательности. К со-
жалению, сходимость (66) не вытекает непосредственно из формулы (65) из-за
отсутствия компактности вложения H ⊂ L2(̟). Воспользуемся теоремой 8 и
заметим, что из оценки (49) c положительным малым показателем ϑ вытекает,
что

∥

∥(1 + |ξ|2)ϑ/2∇ξw
ε
p;L2(�)

∥

∥

2
= ε−2ϑ−m

∥

∥Rε
ϑ∇x

(

χuε
p

)

;L2(�
ε)

∥

∥

2

6 ε−2ϑ−m
(∥

∥Rε
ϑ∇xu

ε
p;L2(�

ε)
∥

∥

2
+

∥

∥Rε
ϑ−1u

ε
p;L2(�

ε)
∥

∥

2)
6 c.

Справедливо неравенство

∥

∥(1 + |ξ|2)ϑ/2∇ξw
ε
p;L2(�)2

∥

∥

2
> c

∥

∥(1 + |ξ|2)ϑ/2R−1wε
p;L2(̟)

∥

∥

2

> c
∥

∥(1 + |ξ|2)ϑ/2wε
p;L2(̟)

∥

∥

2
, c > 0,
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которое проверяется в точности так же, как лемма 1 со следствием 2, где и был
определен весовой множитель R. Таким образом, при некотором ϑ > 0 имеем

∥

∥wε
p − w0

p;L2(̟)
∥

∥ 6 c
(

(1 + h2)−ϑ/2
∥

∥(1 + |ξ|2)ϑ/2
(

wε
p − w0

p

)

;L2(̟ \̟(h))
∥

∥

2

+
∥

∥wε
p − w0

p;L2(̟(h))
∥

∥

2)
;

здесь ̟(h) = {ξ ∈ ̟ : |ξ| < h} — ограниченное множество, для которого вло-
жение H ⊂ L2(̟(h)) компактно. Итак, благодаря множителю (1 + h2)−ϑ/2

(его можно сделать сколь угодно малым, увеличивая параметр h) сходимость
но норме в L2(̟) имеется.

Возьмем какую-либо функцию z ∈ C∞
c (�) и положим vε(x) = εm/2z(ε−1x).

Если параметр ε мал, то vε = 0 вне �ε ∩ V2d, т. е. χvε = vε и vε ∈
◦

H1(�ε).
Интегральное тождество (5) с ингредиентами uε

p, λ
ε
p и χvε умножим на ε−m и

перепишем в виде

0 = ε−m
((

∇xu
ε
p, χ∇xv

ε
)

�ε − λε
p

(

(a + ε−2−mχε)uε
p, χv

ε
)

�ε

)

=
(

∇ξw
ε
p,∇ξz

)

�

− ε−mλε
p

(

wε
p, z

)

̟
− ε−m

(

uε
p∇xχ,∇xv

ε
)

�ε + ε−mλε
pa

(

uε
p, v

ε
)

�ε . (67)

Третье слагаемое справа обращается в нуль ввиду того, что носители функций
|∇xχ| и vε не пересекаются. Последнее слагаемое не превосходит величины

1

4
π2

∥

∥uε
p;L2(�

ε)
∥

∥ε1+m/2‖z;L2(�)‖

и исчезает в пределе при ε → 0 для фиксированной функции z ∈ C∞
c (�), так как

L2(�
ε)-норма собственной функции меньше a−1/2 согласно условиям нормиров-

ки (7) (отбросили слагаемое ε−2−mxε в функции плотности). Теперь вычисляем
предел первых двух слагаемых в правой части (67) при помощи формул (63) и
(65), (66) и приходим к интегральному тождеству

(

∇ξw
0
p,∇ξz

)

�
= µ0

p

(

w0
p, z

)

̟
, z ∈ C∞

c (�).

Заметим, что

∥

∥w0
p;L2(̟)

∥

∥

2
= lim

εj→0

∥

∥wε
p;L2(̟)

∥

∥

2
= lim

εj→0
ε−m−2

∥

∥χuε
p;L2(ω

ε)
∥

∥

2

= 1 − lim
εj→0

(

ε−m−2
∥

∥(1 − χ2)1/2uε
p;L2(ω

ε)
∥

∥

2
+ a

∥

∥uε
p;L2(�

ε)
∥

∥

2)
. (68)

Неравенство (49) с показателем ϑ = 0 устанавливает, что
∥

∥uε
p;L2(�

ε)
∥

∥

2
6 cεm.

Кроме того, обращаясь к формулам (59) и (49), находим

ε−m−2
∥

∥(1 − χ2)1/2uε
p;L2(ω

ε)
∥

∥

2
6 cε−m−2

∥

∥Rε
ϑu

ε
p;L2(ω

ε)
∥

∥

2

= cε−m−2
∥

∥Uε
p ;L2(ω

ε)
∥

∥

2
6 cε−m

∥

∥∇xU
ε
p ;L2(ω

ε)
∥

∥

2
6 cε2ϑ, ϑ > 0.

Итак, последний предел в соотношении (68) равен нулю, т. е.
∥

∥w0
p;L2(̟)

∥

∥ = 1,

а значит, µ0
p и τ0

p =
(

µ0
p

)−1
— собственные числа задачи (5) и оператора T

соответственно. Тем самым доказана следующая

Лемма 9. Если λε
p < εmπ2/4, то вдоль некоторой бесконечно малой после-

довательности {εj}j∈N имеет место сходимость (63), где µ0
p — собственное число
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задачи (13), а отвечающая ему собственная функция находится по формулам

(64)–(66) и удовлетворяет равенству
∥

∥w0
p;L2(̟)

∥

∥ = 1.

Введем гильбертово пространство H ε =
◦

H1(�ε) со скалярным произведе-
нием

〈uε, vε〉ε = (∇xu
ε,∇xv

ε)�ε + εm((a + ε−m−2xε)uε, vε)�ε (69)

и оператор T ε, непрерывный и симметрический, т. е. самосопряженный:

〈T εuε, vε〉ε =
(

(a + ε−2−mxε)uε
p, u

ε
q

)

�ε , uε, vε ∈H ε. (70)

К тому же он компактный ввиду ограниченности области �ε. Его дискретный
спектр формирует бесконечно малую последовательность τε1 > τε2 > τε3 > . . . >

τεp > . . . → +0, в которую собственные числа включены при учете кратностей.
Вариационная задача (5) эквивалентна абстрактному уравнениюT εuε = τεuε в H ε (71)

с новым спектральным параметром

τε = (εm + λε)−1. (72)

Для вывода формул (71) и (72) нужно прибавить к обеим частям тождества (5)
выражение εm((a+ε−m−2xε)uε, vε)�ε и разделить результат на εm+λε. Свойства
оператора позволяют применить классическую лемму о «почти собственных»
числах и векторах (см. [21; 13, гл. 6] и др.), которая в достаточной для ближай-
шей цели общности выглядит так:

T ε ∈ (0,+∞), Uε ∈H ε, ‖Uε;H ε‖ = 1, ‖T εUε − T εUε;H ε‖ = δε ∈ (0, T ε)

⇒
∣

∣T ε − τεj
∣

∣ 6 δε при некотором j ∈ N. (73)

ПоложимU ε
1 (x) = ε−m/2χ(x)w1(ε

−1x), Uε
1 =

∥

∥U ε
1 ;H ε

∥

∥

−1U ε
1 , T ε

1 = ε−m(1 + µ1)
−1,
(74)

где µ1 и w1 ∈ H — первые собственные число и функция задачи (21), а χ —
срезка, введенная перед формулой (67). Очередная лемма позволит оценить
нормы, фигурирующие в посылке импликации (73).

Лемма 10. Если w ∈H — собственная функция задачи (14), отвечающая

ее собственному числу µ ∈ (0, π2/4) и нормированная условием

‖w;L2(̟)‖ = µ−1/2‖∇ξw;L2(�)‖ = 1, (75)

то при любом

ϑ ∈ (0,
√

1 − 4π−2µ) (76)

выполнено неравенство

∥

∥

(

1+ρ2
1

)ϑ/2∇ξw;L2(�)
∥

∥+
∥

∥

(

1+ρ2
1

)ϑ/2R−1uε;L2(�)
∥

∥+
∥

∥

(

1+ρ2
1

)ϑ/2
w;L2(̟)

∥

∥ 6 c,
(77)

где ρ1(ξ) — расстояние от точки ξ до вершины O1 угла �.

Доказательство в значительной степени повторяет проверку утвержде-
ния теоремы 8. Подставим в тождество (5) пробную функцию z = RℓWℓ, где
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Wℓ = Rℓw, Rℓ(ξ) = min
{(

1 + ρ2
1

)ϑ/2
, (1 + ℓ2)ϑ/2

}

(новое обозначение). Анало-
гично (50) получаем, что

‖∇ξWℓ;L2(�)‖2 −
∥

∥WℓR
−1
ℓ ∇ξRℓ;L2(�)

∥

∥

2 − µ‖Wℓ;L2(̟ \ � )‖2 = µ‖Wℓ;L2(̟)‖2.

Поскольку |Rℓ(ξ)
−1∇ξRℓ(ξ)| 6 ϑρ1

(

1 + ρ2
1

)−1
6 ϑρ−1

1 , первое вычитаемое слева
обрабатывается при помощи неравенства (57). Второе вычитаемое можно оце-
нить согласно одномерному неравенству Фридрихса (29) (ср. доказательство
теоремы 3). В итоге получаем, что

‖∇ξWℓ;L2(�)‖2(1 − ϑ2 − 4π−2µ) 6 µ‖Wℓ;L2(̟)‖2.

По понятной причине правая часть остается ограниченной при ℓ → +∞. Выпол-
нив предельный переход в правой части и заметив, что в условиях леммы мно-
житель 1−ϑ2−4π−2µ положителен, заканчиваем проверку неравенства (77). �

Перейдем к вычислению норм. Прежде всего заметим, что
∥

∥U ε
1 ;H ε

∥

∥

2
> ‖∇x(χw1);L2(�

2)‖2 >
1

2

∫

�

|∇ξw1(ξ)|2 dξ

− 1

2

∫

�

(1 − χ(εξ)2)|∇ξw1(ξ)|2 dξ − ε2

∫

�

|∇xχ(x)|2x=ε−1 |w1(ξ)|2 dξ >
1

2
− cε2ϑ.

(78)

Здесь ϑ > 0 — показатель (76) из леммы 10, причем при оценивании воспользо-
вались тем, что благодаря присутствию срезок носители двух последних подын-
тегральных выражений расположены в множестве {ξ ∈ � : |ξ| > 2d/ε}, где

весовые множители
(

1 + ρ2
1

)ϑ/2
и

(

1 + ρ2
1

)ϑ/2R(ξ) больше соответственно cεϑ и

cεϑ−1, c > 0. Итак, при малом ε справедливо неравенство
∥

∥U ε
1 ;H ε

∥

∥

2
> 1/4. (79)

Теперь обработаем величину δε1 из правой части (73). Благодаря условиям
нормировки (75) при учете определений (69), (70) получаем

∥

∥T εUε
1 − T ε

1U
ε
1 ;H ε

∥

∥ = ε−m(1 + µ1)
−1

∥

∥U ε
1 ;H ε

∥

∥

−1

× sup
∣

∣εm(1 + µ1)
〈T εU ε

1 , v
ε
〉

ε
−

〈U ε
1 , vε

〉

ε

∣

∣ = ε−m(1 + µ1)
−1

∥

∥U ε
1 ;H ε

∥

∥

−1

× sup
∣

∣

(

∇xU ε
1 ,∇xv

ε
)

�ε − εmµ1

(

(a + ε−2−mxε)U ε
1 , vε

)

�ε

∣

∣. (80)

При этом супремум вычисляется по таким vε ∈ H ε, что ‖vε;H ε‖ = 1. В фор-
муле
(

∇xU ε
1 ,∇xv

ε
)

�ε = (∇xw1,∇x(χvε))�ε − (w1∇xχ, v
ε)�ε − (∇xw1, v

ε∇xχ)�ε (81)

модули последних двух скалярных произведений не превосходят величины

c‖vε;H1(�ε)‖
( ∫

ξ∈�,ε|ξ|∈[d,2d]

(|∇xw1(ξ)|2 + ε2|w1(ξ)|2) dξ
)1/2

6 cεϑ.

Как и в соотношении (78), использованы весовые множители, разрешенные лем-
мой 10. Кроме того, аналогично предыдущему находим

∣

∣εmµ1

(

(a + ε−2−mxε)U ε
1 , vε

)

�ε − µ1ε
−2(w1, χv

ε)ωε

∣

∣ = εmµ1a|(w1, χv
ε)�ε |

6 cεm‖vε;L2(�
ε)‖

(

ε2(1 + 4d2ε−2)1−ϑ

∫

ξ∈�,ε|ξ|∈[0,2d]

(1 + ρ1)
ϑR(ξ)−2|w1(ξ)|2 dξ

)1/2

6 cε−m+ϑ. (82)
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Принимая во внимание интегральное тождество (13) с пробной функцией z =
χvε, обнаруживаем, что

(∇xw1,∇x(χvε))�ε = µ1ε
−2(w1, χv

ε)ωε ,

а значит, члены, оставшиеся необработанными в формулах (81) и (82), взаимно
уничтожаются при подстановке в последнее выражение из (80). В итоге бла-
годаря неравенству (79) выводим соотношение δε1 6 cεm+ϑ. Таким образом,
согласно утверждению (73) существует собственное число τεp(ε) оператора T ε,
для которого выполнено неравенство

∣

∣τεp(ε) − T ε
1

∣

∣ 6 c′ϑε
−m+ϑ, (83)

где показатель ϑ удовлетворяет требованию (76). Вспоминая равенства (72) и
(74), выводим из формулы (83) соотношение, связывающее собственные числа
задач (3), (4) и (20):

∣

∣ε−mλε
1 − µ1

∣

∣ 6 cϑε
ϑ. (84)

Обращаем внимание на то, что по сравнению с (83) в формуле (84) фигу-
рирует не какое-то собственное число λε

p(ε), а именно первое λε
1. Эта подмена

сделана при помощи следующих соображений. Предположим, что нашлась бес-
конечно малая последовательность {εj}j∈N, для которой при ε = εj на сегменте

[0, εm(µ1 + µ∗)/2] (85)

имеется два собственных числа λε
1 и λε

2, а соответствующие собственные функ-
ции uε

1 и uε
2 подчинены условию (7). Тогда по лемме 9 пределы µ0

1 и µ0
2, рассчи-

танные по формуле (63), принадлежат сегменту (62) и являются собственными
числами задачи (20), а значит, µ0

1 = µ0
2 = µ1, так как на указанном сегменте

есть только одно собственное число и к тому же оно простое. Таким образом,
пределы w0

1 и w0
2 (см. сходимости (65) и (66)) попадают в одномерное подпро-

странство, натянутое на w1, что противоречит установленным ранее фактам:
∥

∥w0
1 ;H ∥

∥ =
∥

∥w0
2 ;H ∥

∥ = 1 и
(

Xw0
1, w

0
2

)

̟
= 0 (условие ортогональности унаследо-

вано от условия (7) при p = 1, q = 2).
Поскольку установлено, что на интервале (85) имеется лишь одно простое

собственное число λε
1, уже упоминавшаяся и использованная лемма о почти

собственных числах и векторах [21] доставляет асимптотическую формулу для
собственной функции

∥

∥uε
1 − ε−m/2χw1;H ∥

∥ 6 Cϑε
ϑ, (86)

где uε
1 и w1 нормированы равенствами (7) и (75) соответственно.
Сформулируем финальную теорему об асимптотике.

Теорема 11. Пусть дискретный спектр σd задачи (13) непуст и содержит

точку µ1, первое собственное число. Тогда для любого показателя ϑ, подчи-

ненного требованию (76) с µ = µ1, найдутся такие положительные величины

εϑ и cϑ, Cϑ, что при ε ∈ (0, εϑ) для первого члена λε
1 последовательности (6)

собственных чисел задачи (3), (4) и для соответствующей собственной функции

uε
1 верны соотношения (84) и (86).

7. Вопросы, оставшиеся без ответов. Помимо неясностей со строением
спектра задачи (13), отмеченных в замечании 5 и конце п. 4, осталась несосчи-
танной полная кратность дискретного спектра. Вместе с тем если на проме-
жутке (0, π2/4) расположены несколько собственных чисел µ1, . . ., µJ ∈ σd, то
прежние выкладки и рассуждения позволяют заключить, что для собственных
чисел λε

1, . . ., λ
ε
J задачи (3), (4) (или (5)) верна формула lim ε−mλε

j = µj .
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(b)(a)

Рис. 5. Углы с сужающимся и расширяющимся

(параболическим) окаймлениями.

Несложные изменения и обоб-
щения подхода из п. 3 приводят к
следующим выводам: спектр зада-
чи (20) полностью дискретный, если
окаймление утончается при ρ → ∞
(рис. 5(a)), и полностью существен-
ный, если утолщается (рис. 5(b)). В
последнем случае угол претерпева-
ет «параболическое возмущение»

(ср. [15] и замечание 5) и, кроме того, σe = [0,+∞). Отметим, что из ре-
зультатов [22] о компактности вложения класса Соболева H1 в класс Лебега L2

на бесконечных пикообразных областях вытекает, что в случае сверхэкспонен-
циального утончения окаймления ̟ на бесконечности спектр аналогичной (20)
задачи Неймана в составной области � = K∪̟ (рис. 5(a)) оказывается дискрет-
ным, но в случае степенного и экспоненциального убывания или роста ширины
спектр все-таки существенный.

При µ ∈ σe для корректной постановки задачу (20) следует дополнить под-
ходящими условиями излучения, которые обычно используют асимптотические
разложения решений на бесконечности (см., например, [23; 3, гл. 5]). Как уже
упоминалось в замечании 5, ни теория из [4, 6], ни подход в [14, 15] не предо-
ставляют такие разложения в случае попадания параметра µ на существенный
спектр.

Автору неизвестны какие-либо результаты о спектре задачи Дирихле (20)
в многомерном конусе с инородным покрытием постоянной толщины.

Нетрудно убедиться в том, что замена на гладком контуре � ε условий Ди-
рихле (4) краевыми условиями Неймана

∂νu
ε(x) = 0, x ∈ � ε, (87)

где ∂ν — производная вдоль внешней нормали, все собственные числа задачи
(3), (87) удовлетворяют соотношению

lim
ε→+0

λε
p = 0, p ∈ N. (88)

Более того, установлена (см., например, [24]) следующая формула:

lim
ε→+0

ε−m−1λε
p = βp, p ∈ N. (89)

Здесь 0 = β1 < β2 6 · · · 6 βp 6 · · · — собственные числа спектральной задачи
Стеклова

−�xv(x) = 0, x ∈ �, ∂νv(x) = βv(x), x ∈ � ε.

Формулу (88) нельзя считать асимптотической: в ней все собственные числа
«склеиваются» в пределе. С другой стороны, формула (89) асимптотическая,
поскольку она сортирует величины λε

p в соответствии с их поведением при
ε → +0. Точно так же не является асимптотической и формула (8), справед-
ливая для всех элементов последовательности (6) в случае гладкого контура,
но формула lim ε−mλε

1 = µ1 в области �ε с угловой точкой раствором α > α∗

выделяет единственное (первое) собственное число λε
1.

Весьма возможно, что соотношение (8) выполнено в том случае, если пуст
дискретный спектр задачи (20), однако соответствующее утверждение не дока-
зано. Нет ни одной публикации о локализации собственных функций задачи
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Неймана. Отсутствие результатов о поведении на бесконечности решений зада-
чи (20) при µ = π2/4 не позволят даже построить асимптотику решений задачи
(3), (4) в прямоугольнике � с тонким окаймлением ωε.

Если допустить окаймления переменной ширины, в частности, нерегуляр-
ные, то добиться появления дискретного спектра нетрудно при любом растворе
α угла K: достаточно присоединить к окаймлению ̟ круг B̺ большого, но
фиксированного (не зависящего от ε) радиуса ̺, который при замене коорди-
нат ξ 7→ x превращается в малое возмущение угловой точки, изображенное на
рис. 2(b). Принцип сравнения (см., например, [25]) позволяет без труда уста-
новить, что при большом ̺ задача (21) в новой угловой области �̺ = � ∪ B̺

обязательно имеет собственное число µ1 ∈ (0, π2/4), т. е. ее дискретный спектр
непуст. В частности, и при гладком контуре � задаче (3), (4) с нерегулярно воз-
мущенным окаймлением свойственна локализация первой собственной функ-
ции. При этом окаймление необходимо увеличивать: уменьшение множества
ωε (ср. скругление угла на рис. 2(a)) не способствует появлению дискретного
спектра у задачи о пограничном слое. Последний вывод опять-таки делается
на основе принципа сравнения.
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