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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ГРУППЫ, НАСЫЩЕННЫЕ

ПРЯМЫМИ ПРОИЗВЕДЕНИЯМИ

КОНЕЧНЫХ ПРОСТЫХ ГРУПП
Д. В. Лыткина

Аннотация. Доказана локальная конечность периодической группы G, насыщен-
ной прямыми произведениями элементарной абелевой 2-группы фиксированного
порядка и простой группы L2(q) при условии, что G содержит элемент порядка 4.

Ключевые слова: группа, насыщенная группа из заданного множества, простая
группа, периодическая группа.

Пусть M — множество групп. Группа G называется насыщенной группа-
ми из M, если любая конечная подгруппа группы G содержится в подгруппе,
изоморфной элементу из M. Структура периодических групп, насыщенных
различными множествами групп, изучалась в [1–12].

Теорема 1. Пусть m ≥ 0 целое, G — периодическая группа, насыщен-
ная группами вида E × R, где E — элементарная абелева группа порядка 2m
и R ' L2(q) для некоторого q. Если G содержит элемент порядка 4, то G яв-
ляется прямым произведением элементарной абелевой подгруппы порядка 2m
и подгруппы, изоморфной L2(Q) для некоторого локально конечного поля Q
нечетной характеристики.

На самом деле теорема 1 является частным случаем следующего результа-
та.

Теорема 2. Пусть m ≥ 0 целое, G — периодическая группа такая, что
каждая конечная подгруппа группы G четного порядка содержится в подгруппе
вида F = E×R, где E — элементарная абелева группа порядка 2m и R ' L2(q)
для некоторого q. Если G содержит элемент порядка 4, то G является прямым
произведением элементарной абелевой подгруппы порядка 2m и подгруппы, изо-
морфной группе L2(Q), где Q — локально конечное поле нечетной характери-
стики.

Доказательство теоремы 2 использует строение 2-групп, каждая конечная
подгруппа которых изоморфна подгруппе прямого произведения группы диэдра
и элементарной абелевой группы.

Теорема 3. Пусть каждая конечная подгруппа 2-группы T изоморфна
подгруппе прямого произведения группы диэдра и элементарной абелевой груп-
пы. Тогда T изоморфна одной из следующих групп:

(a) элементарной абелевой 2-группе;
(b) прямому произведению элементарной абелевой 2-группы и циклической

2-группы;
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(c) прямому произведению элементарной абелевой 2-группы и группы C =〈
ci, i = 1, 2, . . . | c21 = 1, c2i+1 = ci, i = 1, 2, . . .

〉
;

(d) прямому произведению элементарной абелевой 2-группы и диэдральной
2-группы;

(e) прямому произведению элементарной абелевой 2-группы и группы D =〈
C, d | d2 = 1, cdi = c−1

i

〉
.

В частности, T локально конечна.

Предварительные сведения

Лемма 1. Пусть L ' L2(q), где q нечетно, V — нециклическая подгруппа
порядка 4 группы L и B — подгруппа L, содержащая V и изоморфная A4.

(a) Если q ≥ 11, то L = 〈B,CL(u)〉 для произвольной инволюции u ∈ L.
(b) Если q равно 7 или 9, то L = 〈NL(V ), CL(u)〉 для любой инволюции

u ∈ NL(V ) \B.
(c) Для любой инволюции u ∈ L группа CL(u) есть группа диэдра, содер-

жащая силовскую 2-подгруппу группы L.
(d) Если A — максимальная элементарная абелева 2-подгруппа группы L,

то |A| = 4 и либо A — силовская 2-подгруппа группы L и NL(A) ' A4, либо
NL(A) ' S4.

Доказательство следует из классификации подгрупп группы L2(q) (см.
[13, II.8.27]).

Лемма 2 (В. П. Шунков). Если периодическая группа G содержит конеч-
ную силовскую 2-подгруппу, то все силовские 2-подгруппы группы G сопряже-
ны.

Доказательство см. в [10, предложение 6].

Лемма 3. Пусть G — объединение возрастающей цепочки L1 < L2 < . . .
групп, каждая из которых изоморфна L2(q) для некоторого нечетного q. Тогда
G ' L2(Q), где Q — локально конечное поле нечетной характеристики.

Доказательство. Это частный случай результата А. В. Боровика [14]
(доказан без использования классификации конечных простых групп).

Лемма 4. Периодическая группа, содержащая инволюцию с конечным
централизатором, локально конечна.

Доказательство. Результат леммы является частью знаменитой теоре-
мы В. П. Шункова [15].

2-Группы

Пусть выполнены условия теоремы 3. Если x2 = 1 для всех x ∈ T , то
выполнен п. (a) теоремы 3, поэтому можно считать, что T содержит элемент
порядка 4. В процессе доказательства теоремы 3 мы часто будем использовать
без упоминания следующие очевидные свойства конечных подгрупп группы T .

Лемма 5. Пусть P — прямое произведение элементарной абелевой группы
и группы диэдра.

(a) Если a ∈ P и порядок a больше двух, то at = a±1 для любого t ∈ P ;
более того, если at = a−1, то t — инволюция. В частности, 〈a〉 E P .

(b) Если a, b ∈ P и порядки a и b больше двух, то ab = ba, 〈a〉 и 〈b〉 содержат
общую инволюцию и 〈a, b〉 = 〈c〉 × 〈d〉 для некоторого c и d, где d2 = 1.
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Лемма 6. Пусть a ∈ T — элемент порядка 4 и z = a2. Тогда все инволюции
t ∈ T перестановочны с z и нормализуют 〈a〉.

Доказательство. Предположим противное. Выберем t так, что tz 6= zt и
порядок 2r элемента tz как можно меньший. Очевидно, что r ≥ 2. Если r ≥ 3,
то (tz)2 = tztz = ztz — произведение инволюции t1 = zt и z таких, что порядок
t1z равен 2r−1 ≥ 2 и, следовательно, t1z 6= zt1, что противоречит выбору t.

Таким образом, порядок tz равен 4. Пусть u = (tz)2. Ясно, что z 6= u ∈
CT (z). Поскольку u〈z〉 и a〈z〉 — инволюции в CT (z)/〈z〉, подгруппа 〈u, a〉 конеч-
на. По предположению au = a±1 и, следовательно, a нормализует Z = 〈u, z〉.
С другой стороны, Z — подгруппа индекса два в 〈z, t〉, поэтому tz тоже нор-
мализует Z. Значит, aZ, tzZ — инволюции из NT (Z)/Z и, следовательно,
〈a, tz〉 = 〈a, t〉 конечна, откуда 〈a〉 является t-инвариантной и tz = zt; проти-
воречие. Лемма доказана.

Лемма 7. Если a — элемент порядка 2s ≥ 4 из T , то at = a±1 для любой
инволюции t ∈ T .

Доказательство. Используем индукцию по s. Если s = 2, то заключение
следует из леммы 6. Пусть s > 2. По индукции t нормализует a2 и, значит, t,
a — инволюции по модулю 〈a2〉. Таким образом, 〈t, a〉 конечна, откуда at = a±1.
Лемма доказана.

Пусть A = 〈x ∈ T | x2 6= 1〉.

Лемма 8. Подгруппа A коммутативна.

Доказательство. Пусть x ∈ T , y ∈ T — элементы порядка 2r ≥ 4 и 2s ≥ 4
соответственно. Докажем индукцией по r + s, что xy = yx. Предположим
вначале, что r + s = 4. По лемме 7 y2 нормализует 〈x〉 и x2 нормализует 〈y〉.
Отсюда следует, что B = 〈x2, y2〉 / 〈x, y〉, и так как xB, yB — инволюции в
〈x, y〉/B, то 〈x, y〉 конечна. По предположению 〈x, y〉 абелева.

Теперь предположим, что r ≥ s и r ≥ 3. По индукции x2y = yx2. Если
s ≥ 3, то аналогично y2x = xy2. В частности, B = 〈x2, y2〉 / 〈x, y〉, Bx, By —
инволюции в группеNT (B)/B, поэтому 〈x, y〉 конечна и, следовательно, абелева.

Если s = 2, то y2xy2 = x±1 по лемме 7. В частности, [x, y2] ∈ 〈x2, y2〉, и,
значит, 〈x2, y2〉 / 〈x, y〉. Как и раньше, 〈x, y〉 конечна и, следовательно, абелева.
Лемма доказана.

Лемма 9. A — прямое произведение элементарной абелевой группы и
группы, которая либо является циклической, либо изоморфна C.

Доказательство. Пусть a ∈ A — элемент порядка 4, z = a2 и B = {x ∈
A | x2 = 1}. Тогда B — элементарная абелева группа и z ∈ B. Пусть M —
максимальная подгруппа группы B, не содержащая z. Тогда B = M × 〈z〉.
Пусть A = A/M .

Докажем, что z̄ = zM — единственная инволюция в A. Действительно,
если xA — инволюция в A, то 〈x, a〉 = 〈a〉 × 〈d〉, где d ∈ M и, следователь-
но, 〈x, a〉M/M = 〈a〉M/M — циклическая группа с единственной инволюцией,
равной zM .

Итак, A — (локально) циклическая 2-группа. Если A конечна, то пусть
A = 〈c̄〉. Если c̄ = cM , то z — единственная инволюция в 〈c〉. Таким образом,
〈c〉 ∩M = 1 и A = 〈c〉 ×M , что и требовалось.
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Пусть A бесконечна. Тогда A ' C и A =
∞⋃
i=1

Ai, где Ai = 〈x̄i〉, x̄1 6= 1, x̄2
1 = 1,

x̄2
i = x̄i для i ≥ 1. Пусть x̄i = xiM , xi ∈ A, и ci = x2

i+1. Так как x2
i+2 = xi+1d,

d ∈ M , то c2i+1 = x4
i+2 = x2

i+1 = ci и пересечение Ĉ = 〈ci | i = 1, 2, . . . 〉 с
M тривиально. С другой стороны, Mc/M содержит x̄i для всех i = 1, 2, . . . ,
поэтому Mc/M = A = A/M , т. е. A = M × Ĉ. Лемма доказана.

Если A = G, то в силу леммы 9 G удовлетворяет п. (b) или п. (c).
Предположим, что A 6= G, и пусть t ∈ G\A. По определению A элемент t —

инволюция. По лемме 6 t централизует каждую инволюцию из A и at = a±1 для
любого элемента a порядка, не меньшего 4. Если at = a, то at имеет порядок
как минимум 4 и, следовательно, at ∈ A, что противоречит выбору t. Таким
образом, at = a−1, и, значит, t инвертирует каждый элемент из A с помощью
сопряжения.

Если 〈A, t〉 = G, то, очевидно, выполняются п. (d) или п. (e), поэтому будем
считать, что G \ 〈A, t〉 включает элемент t1. Как и ранее, t1 — инволюция, и
at1 = a−1 для любого a ∈ A. Таким образом, tt1 6∈ A, откуда a−1 = att1 = a
для любого a ∈ A. Поскольку A не элементарная, это невозможно. Теорема
доказана.

Доказательство теоремы 2

Пусть G удовлетворяет условиям теоремы 2.
Определим N как множество всех подгрупп F группы G вида F = E × R,

где E — элементарная абелева группа порядка 2m и R ' L2(q) для некоторого
q. Ясно, что E = Z(F ) и R = [F, F ] определены однозначно, поэтому для F ∈ N
положим E(F ) = Z(F ) и R(F ) = [F, F ]. Для конечной подгруппы K группы G
определим N(K) как множество всех элементов множества N, содержащих K.

Пусть X — множество элементов порядка 4 группы G. Для x ∈ X опреде-
лим A (x) как множество всех подгрупп A группы G таких, что A — максималь-
ная абелева подгруппа некоторой F ∈ N(〈x〉). Пусть A =

⋃
{A (x) | x ∈ X}.

Для A ∈ A положим E(A) = Z(NG(A)), B(A) = [NG(A), NG(A)] и V (A) =
O2(B(A)).

Лемма 10. Пусть A ∈ A . Тогда
(a) CG(A) = A и NG(A) = E(A) × S(A), где S(A) ' S4. В частности,

E(A) — элементарная абелева группа порядка 2m, B(A) = [S(A), S(A)] ' A4,
A = E(A) × V (A), |A| = 2m+2 и A — максимальная элементарная абелева под-
группа группы G.

(b) Если A ∈ A (x), где x ∈ X и A ≤ F ∈ N(〈x〉), то E(A) = Z(F ), NG(A) ≤
F , B(A) ≤ R(F ) и NG(A) = NF (V ).

Доказательство. (a) Пусть b ∈ CG(A), B = 〈b, A〉. Если F1 ∈ N(B),
то CF1(A) элементарная абелева, поэтому b2 = 1. Значит, CG(A) — элемен-
тарная абелева 2-группа, которую в силу леммы 1(d) нормализует элемент y
порядка 4 из NF (A). Пусть c ∈ CG(A). Тогда C = 〈A, c, y〉 — конечная 2-
группа. Если F2 ∈ N(C), то F2 содержит элемент порядка 4, откуда следует, что
R(F2) ' L2(q), где q нечетно. Из леммы 1(d) вытекает, что порядок каждой мак-
симальной элементарной абелевой 2-подгруппы группы F2 равен 2m+2, поэтому
A — максимальная элементарная абелева 2-подгруппа группы F2 и c ∈ A. Та-
ким образом, CG(A) = A конечна и NG(A) тоже конечна. Пусть F3 ∈ N(NG(A)).
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Так как NG(A) содержит элемент порядка 4, то R(F3) ' L2(q), где q нечетно, и
NG(A) = NF3(A) ' NF (A) по лемме 1(d). Значит, NG(A) = NF (A).

(b) Пусть A ≤ F ∈ N(〈x〉) для некоторого x ∈ X. Тогда F = Z(F ) × R,
где R ' L2(q), q нечетно, и NF (A) = NG(A) = E(A) × NR(A ∩ R). Из Z(F ) ≤
Z(NG(A)) = E(A) и |Z(F )| = |E(A)| = 2m следует, что Z(F ) = E(A). Лемма
доказана.

Лемма 11. Если E — элементарная абелева подгруппа из G и NG(E) со-
держит некоторый x ∈ X, то E конечна и |E| ≤ 2m+2.

Доказательство. Предположим противное. Пусть E0 — подгруппа груп-
пы E порядка 2m+3. Очевидно, E1 = 〈E0, x〉 конечна. Выберем F ∈ N(E1). То-
гда R(F ) ' L2(q), где q нечетно, и, следовательно, любая элементарная абелева
подгруппа группы F имеет порядок не больше 2m+2. Это противоречит выбору
E0. Лемма доказана.

Лемма 12. Пусть x ∈ X и C = CG(x). Тогда C — абелева группа, изо-
морфная прямому произведению элементарной абелевой группы порядка 2m и
(локально) циклической группы, NG(〈x〉) = C〈t〉, где t — инволюция, инверти-
рующая каждый элемент из C посредством сопряжения, и NG(〈x〉) содержит
силовскую 2-подгруппу группы G.

Доказательство. Выберем две инволюции a, b ∈ C. Тогда B = 〈a, b, x〉 —
конечная группа и B ≤ F ∈ N(B). Ясно, что x2 ∈ R = R(F ) и R содержит
элемент порядка 4. По лемме 1(c) R0 = CR(x2) — диэдральная группа, CF (x2) =
E(F )×R0 и CF (x) = E(F )× U , где U — циклическая группа индекса 2 в R0.

В частности, ab = ba. Это означает, что подгруппа H, порожденная всеми
инволюциями из C, является элементарной абелевой нормальной подгруппой
группы C. Так как x ∈ NG(H), подгруппа H конечна по лемме 11.

По теореме 3 силовская 2-подгруппа S группы C совпадает с H0 × Q, где
H0 — подгруппа группы H индекса 2, Q содержит единственную инволюцию
и каждая собственная подгруппа группы Q конечна. В частности, Q локально
циклическая.

Докажем, что S = O2(C). Действительно, в противном случае O2(C) конеч-
на и существует n ≥ 2 такой, что C \ O2(C) содержит элемент y порядка 2n+1,
где y2 ∈ O2(C). Для любого c ∈ C элементы y и yc являются инволюциями
по модулю O2(C) и, значит, K = 〈x, y, yc, O2(C)〉 — конечная подгруппа. Если
F ∈ N(K), то K содержится в CF (x), которая коммутативна. Следовательно,
〈yc | c ∈ C〉 — абелева 2-группа и y ∈ O2(C); противоречие.

Таким образом, S / C и C/S не содержит инволюций. Поскольку x ∈
F ∈ N(K), существует инволюция t, для которой xt = x−1 и, следовательно,
NG(〈x〉) = C〈t〉.

Предположим, что для c ∈ C подгруппа S〈c〉 t-инвариантна. Поскольку S
локально конечна, K = 〈c, ct, x, t〉 конечна. Если F ∈ N(K), то c, ct ∈ CF (x) и
из строения F следует, что ct = c−1. В частности, t действует без неподвижных
точек на C/S сопряжением в G. Хорошо известно, что в этом случае C/S
коммутативна, S〈c〉 t-инвариантна для любого c ∈ C (см., например, лемму 2 в
[16]) и, значит, ct = c−1. Отсюда следует, что C абелева и, в частности, локально
конечна.

Пусть P — подгруппа, состоящая из всех элементов нечетного порядка из C.
Для доказательства леммы достаточно показать, что P локально циклическая.
Пусть K — конечное множество элементов из P . Тогда M = 〈K〉 — конечная
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подгруппа нечетного порядка, а M — подгруппа централизатора CN (x), где
N ∈ N(〈x,K〉). В силу леммы 1(c) K циклическая. Лемма доказана.

Лемма 13. Пусть x ∈ X и z = x2. Тогда CG(z) = NG(〈x〉).
Доказательство. Очевидно, NG(〈x〉) ≤ CG(z). Предположим, что c ∈

CG(z)\NG(〈x〉). Тогда 〈xc〉 6= 〈x〉. Поскольку xc и x — инволюции по модулю 〈z〉,
подгруппа 〈xc, x〉 конечна и, следовательно, содержится в элементе множества
N. По лемме 1(c) xc и x перестановочны. Это означает, что K = 〈xr | r ∈ 〈c〉〉 —
абелева c-инвариантная подгруппа и, значит, M = 〈K, c〉 = 〈x, c〉 — конечная
подгруппа в CG(z). Как и выше, по лемме 1(c) 〈x〉 E M и, следовательно,
〈xc〉 = 〈x〉. Лемма доказана.

Лемма 14. Пусть x, y ∈ X и x2y2 = y2x2. Тогда либо x2 = y2, либо
〈x, y〉 ' S4 × E, где E — элементарная абелева группа порядка n ≤ 4.

Доказательство. Положим K = 〈x2, y2〉 и предположим, что x2 6= y2.
По лемме 13 CG(K) ≤ NG(〈x〉) ∩ NG(〈y〉). В частности, y2 нормализует 〈x〉, и,
следовательно, x нормализует K. Аналогично y нормализует K. Поскольку x
и y — инволюции по модулю K, то U = 〈x, y〉 — конечная разрешимая группа.
Пусть F ∈ N(U). Тогда K ≤ R = R(F ) и U ≤ NF (K) = E(F ) ×NR(K). Таким
образом, без потери общности можно считать, что K = V и V × E(F ) ∈ A .
Заключение теперь следует из леммы 10.

Лемма 15. Пусть A ∈ A , u, v — инволюции группы A, u 6= v и существуют
элементы x, y ∈ X такие, что x2 = u, y2 = v. Тогда 〈u, v〉 = V , где V = V (A),
CG(V ) = A и NG(V ) = NG(A).

Доказательство. По лемме 13 A ≤ CG(〈u, v〉) ≤ NG(〈x〉) ∩ NG(〈y〉). По-
скольку по лемме 12 квадрат каждого элемента порядка 4 из NG(〈x〉) совпадает
с u и аналогичное утверждение справедливо дляNG(〈y〉), CG(〈u, v〉) не содержит
элемента порядка 4, откуда A — силовская 2-подгруппа группы CG(〈u, v〉). Сно-
ва по лемме 12 A/CG(〈u, v〉). Если c — элемент нечетного порядка из CG(〈u, v〉),
то по леммам 13 и 12 c ∈ CG(〈x, y〉) и, значит, K = 〈c, x, y〉 — конечная подгруп-
па. Пусть F ∈ N(K). Тогда 〈c, u, v〉 ≤ R = R(F ), c ∈ CR(〈u, v〉) = 〈u, v〉, откуда
c = 1. Таким образом, CG(〈u, v〉) = A, 〈x, y〉 ≤ NG(A) и 〈u, v〉 = V . Лемма
доказана.

Лемма 16. Пусть W ≤ A ∈ A , |W | = 4 и NG(W )/CG(W ) содержит эле-
мент порядка 3. Тогда W = V (A).

Доказательство. Положим C = CG(W ), N = NG(W ). По лемме 10
CG(A) = A, и так как W ≤ A ≤ C, то A — максимальная элементарная абелева
подгруппа группы C. Пусть T — силовская 2-подгруппа группы C, содержа-
щая A. Если T — элементарная абелева, то T = A по лемме 10 и, следовательно,
по лемме 2 любая силовская 2-подгруппа группы C сопряжена с T . В силу заме-
чания Фраттини N = CNN (A), откуда NN (A)\C содержит элемент n нечетного
порядка. По лемме 10 W = [W,n] ≤ [A,n] = V и, значит, W = V .

Таким образом, T содержит элемент порядка 4. ПустьS — множество всех
силовских 2-подгрупп группы C, содержащих элемент порядка 4. Докажем, что
любой элемент множества S сопряжен с T в C.

По теореме 3 для каждого T1 ∈ S существует единственная инволюция
i(T1) ∈ T1 такая, что i(T1) = j2 для некоторого j ∈ T1. Пусть T1 ∈ S , u = i(T )
и v = i(T1). Без потери общности можно считать, что 〈u, v〉 — 2-группа.
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Если u = v, то T , T1 — силовские 2-подгруппы группы CG(u) ∩ C. По-
скольку CG(u) в силу лемм 13 и 12 является расширением абелевой 2-группы
посредством группы, силовская подгруппа которой имеет порядок 2, то T и T1
сопряжены в C.

Если u 6= v и uv = vu, то существуют a, b ∈ CG(W ) такие, что a2 = u, b2 = v
и по лемме 14 〈a, b〉 ' S4 × B, где B — элементарная абелева группа. Таким
образом, существует элемент r порядка 3 в CG(W ) такой, что u = vr. В силу
предыдущего абзаца T и T1 сопряжены в C.

Если uv 6= vu, то пусть T2 — силовская 2-подгруппа группы C, содержащая
〈u, v〉. Ясно, что T2 содержит элемент порядка 4, i = i(T2) ∈ 〈u, v〉 и i ∈ Z(〈u, v〉).
В силу предыдущего абзаца T2 сопряжена как с T , так и с T1. Следовательно,
T1 сопряжена с T .

По замечанию Фраттини N = CNN (T ). В частности, NN (T ) содержит
элемент n нечетного порядка, который нормализует, но не централизует W .
Так как T локально конечна в силу теоремы 3, T 〈n〉 тоже локально конечна,
откуда K = 〈y, n,W 〉, где элемент y порядка 4 из T конечен. Зафиксируем
F ∈ N(K). Очевидно, что W 〈n〉 ≤ R = R(F ), и поскольку R содержит элемент
порядка 4, для любой инволюции w ∈W существует r ∈ R, для которого r2 = w.
По лемме 15, W = V . Лемма доказана.

Пусть A ∈ A и u — инволюция из B(A). Определим F = F (A) как множе-
ство всех подгрупп F ≤ G, удовлетворяющих следующим условиям: F = E×L,
где E — элементарная абелева группа порядка 2m, L ' L2(q) для некоторого
нечетного q ≥ 11, F содержит A и элемент порядка 4, квадрат которого равен u.

Лемма 17. Если F, F1 ∈ F , то F1 ≤ F тогда и только тогда, когда |CF1(u)|
делит |CF (u)|.

Доказательство. Если F1 ≤ F , то, очевидно, |CF1(u)| делит |CF (u)|.
Предположим, что |CF1(u)| делит |CF (u)|. Из лемм 13 и 12 следует, что CF1(u) ≤
CF (u). По лемме 10 B(A) ≤ F1 ∩ F2. В силу леммы 1(a) F = 〈B(A), CF (u)〉 ≥
〈B(A), CF1(u)〉 = F1. Лемма доказана.

Лемма 18. F (A) непусто для любого A ∈ A .
Доказательство. Предположим противное, и пусть u — инволюция из

V (A). По леммам 13 и 12 CG(u) = AU , где U — локально циклическая груп-
па, содержащая элемент порядка 4. Если U порядка 4, то в силу леммы 4
G локально конечна и, более того, конечна, что противоречит предположению
теоремы. Пусть U0 — подгруппа группы U такая, что |U0| > 4 и F ∈ N(AU0).
Тогда u ∈ R(F ) и CR(u) содержит подгруппу, изоморфную U0. Таким образом,
R(F ) ' L2(q), где q ≥ 11. Отсюда F ∈ F (A). Лемма доказана.

Лемма 19. Пусть U = 〈F | F ∈ F (A)〉. Тогда U = Z × L, где L ' L2(Q),
Q — локально конечное поле нечетной характеристики, централизатор каждой
инволюции из L содержится в U и CG(L) = Z.

Доказательство. В силу лемм 13 и 12 C = CG(u) — произведение A и
нормальной локально циклической группы, являющейся объединением возрас-
тающей цепочки конечных циклических подгрупп. Поскольку |CR(F )(u)| > 8
для любого F ∈ F (A), существует конечная подгруппа C0 группы C, содер-
жащая A, такая, что |C0 : A| > 4. Пусть C0 < C1 < · · · — цепочка подгрупп,
объединение которых равно C, и F0 ∈ N(C0). Тогда F ∈ F и CF0(u) ≥ C0.
Предположим, что определены Fi ∈ F такие, что CFi(u) ≥ Ci. Пусть Fi+1 ∈
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N(〈CFi(u), Ci+1〉). Тогда Fi+1 ∈ F и по лемме 17 Fi ≤ Fi+1. Если Ri = [Fi, Fi],
i = 0, 1, . . . , то R0 ≤ R1 ≤ · · · — возрастающая цепочка подгрупп, каждая из

которых изоморфна L2(q) для некоторого нечетного q. По лемме 3 L =
∞⋃
i=1

Ri

изоморфна L2(Q) для некоторого локально конечного поля нечетной характе-
ристики.

Очевидно, что U1 =
∞⋃
i=1

Fi совпадает с Z×L. Если теперь F ∈ F , то |CF (u)|

делит |CFi(u)| для некоторого i = 0, 1, . . . и в силу леммы 17 F ≤ Fi ≤ U1.
Следовательно, U ≤ U1, и, значит, U = U1.

Поскольку все инволюции из L сопряжены с u в L, то U содержит все
централизаторы инволюций из L.

Последнее утверждение леммы следует из лемм 15 и 10.

Зафиксируем до конца доказательства некоторую A ∈ A .

Лемма 20. Если L ∩ Lg, где g ∈ G, содержит инволюцию, то Lg = L.

Доказательство. Предположим, что v — инволюция из L ∩ Lg. Тогда
vg
−1 ∈ L, и так как все инволюции из L сопряжены, существует l ∈ L такой,

что vg
−1l = v и, следовательно, l−1g ∈ CG(v). Таким образом, по лемме 19

l−1g ∈ U ≤ NG(L) и g ∈ NG(L). Лемма доказана.

До конца доказательства сохраним обозначения из леммы 19.

Лемма 21. Если F ∈ N(A), то F ≤ U .

Доказательство. Пусть F = E × R, где E — элементарная абелева 2-
группа и R ' L2(q) для некоторого q. По лемме 10 q нечетно и E = Z(NF (A)) ≤
Z(NG(A)) = Z ≤ U . Из |E| = |Z| следует, что E = Z. Если q 6= 5, то в силу
леммы 1 R = 〈CR(t) | t — инволюция из NR(A)〉 ≤ L, откуда F ≤ U . Тогда
q = 5 и NR(A) ' A4. Пусть r — элемент порядка 3 в NR(A), t — инволюция
из R такая, что rt = r−1, и s — инволюция из NL(A) такая, что rs = r−1.
Ясно, что t 6= s, ts ∈ CG(r) и 〈ts〉 6= 〈r〉. Подгруппа 〈r, t, s, Z〉 конечна, т. е.
содержится в подгруппе F1 = E1 ×R1, где E1 — элементарная абелева порядка
2m и R1 ' L2(q) для некоторого q. Заметим, что 〈r, s, Z〉 ≤ F и r, s ∈ L.

Пусть A1 — максимальная элементарная абелева 2-подгруппа группы F1,
содержащая 〈Z, s〉. Так как A1 ≤ CG(s) ≤ U , порядок A1 равен 2m+2, в частно-
сти, q нечетно. Пусть x ∈ L и x2 = s. Тогда 〈A1, x〉 ≤ CG(s), откуда A1 ≤ NG(x),
[A1, x] ≤ 〈s〉 ≤ A1 и x ∈ NG(A1). По лемме 10 CG(A1) = A1 и NG(A1) ' Z1 ×B,
где Z1 — элементарная абелева 2-группа, B ' S4. Очевидно, что

s = x2 ∈ [B,B] ≤ [F1, F1] = [R1, R1] = R1.

Если V1 = A1 ∩R1, то V1 ≤ L, NG(A1) ≤ F и, значит, E1 ≤ U .
Пусть K = L∩R1. Тогда K ≥ 〈NR1(U1), r〉, откуда K 6' A4. Предположим,

что K 6= R1. Если x ∈ R1 \K, то K ∩Kx = L ∩ Lx ∩ R1, и поскольку Lx 6= L,
то K ∩ Kx не содержит инволюции для любого x ∈ R1 \ K и, следовательно,
K сильно вложена в R1. Это невозможно, поэтому R1 ≤ L. Но тогда t ∈ U и
R = 〈CR(V ), t〉 ≤ U . Лемма доказана.

Лемма 22. Если v — инволюция в группе L и F — конечная подгруппа,
содержащая 〈Z, v〉, то F ≤ U .
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Доказательство. Без потери общности можно считать, что F ∈ N(〈Z, v〉).
Пусть E = E(F ), R = R(F ) и A1 = E × V1, где V1 = A1 ∩ R — максималь-
ная элементарная абелева подгруппа группы F . Тогда v ∈ L ∩ R, V1 ≤ L,
E = Z(NF (A1)) = Z(NG(A1)) = Z. По лемме 21 F ≤ U . Лемма доказана.

Лемма 23. Пусть Z = E(A). Тогда NG(Z) = Z × L.
Доказательство. В силу леммы 19 достаточно доказать, что L / NG(Z).

Предположим противное. Пусть g ∈ NG(Z) \NG(L). Тогда Lg ∩ L не содержит
инволюций. Значит, 〈Z, u, ug〉 — конечная подгруппа, содержащая 〈Z, u〉. По
лемме 22 ug ∈ U и, значит, ug ∈ L. Это противоречие завершает доказательство
леммы.

Лемма 24. L E G, G = U .
Доказательство. В противном случае существует g ∈ G такой, что ug 6∈

L и 〈u, ug〉 — конечная подгруппа, лежащая в F ∈ N(〈u, ug〉).
Пусть F = E × R, где E = E(F ), R = R(F ) и A1 — максимальная абелева

подгруппа группы F , содержащая u. Тогда

A1 ≤ CG(u) ≤ U, [NG(A1), NG(A1)] = [NF (A1), NF (A1)] ≤ F ∩ L

и
E = Z(NF (A1)) ≤ Z(NG(A1)) ≤ Z(U).

Отсюда E = Z и F ∈ N(A). По лемме 21 F ≤ U , ug ∈ L; противоречие. Это
завершает доказательство леммы и теоремы 2.
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