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Аннотация. Рассматриваются непрерывные функции, заданные на границе огра-
ниченной области D в Cn, n > 1, и обладающие одномерным свойством голоморф-
ного продолжения вдоль семейств комплексных прямых. Исследуется вопрос о
существовании голоморфного продолжения таких функций в область D в зависи-
мости от размерности и расположения семейств комплексных прямых.

Ключевые слова: голоморфное продолжение, интеграл Бохнера — Мартинелли,
гармоническая функция.

nce of holomorphic continuation of such functions in a domain D depending on
dimension and location of the families.

Введение

Статья содержит некоторые результаты, связанные с голоморфным про-
должением функций f , заданных на границе ограниченной области D ⊂ Cn,
n > 1, в эту область. Речь пойдет о функциях с одномерным свойством голо-
морфного продолжения вдоль комплексных прямых.

На комплексной плоскости C результаты о функциях с одномерным свой-
ством голоморфного продолжения тривиальны. Поэтому наши результаты су-
щественно многомерны.

Первый результат, относящийся к нашей теме, получен М. Л. Аграновским
и Р. Э. Вальским в [1], изучившими функции с одномерным свойством голо-
морфного продолжения в шаре. Доказательство основывалось на свойствах
группы автоморфизмов шара.

Стаутом в [2], использовавшим комплексное преобразование Радона, теоре-
ма Аграновского и Вальского была перенесена на произвольные ограниченные
области с гладкой границей. Альтернативное доказательство теоремы Стаута
получено А. М. Кытмановым (см. [3]), применившим интеграл Бохнера — Мар-
тинелли. Идея использования интегральных представлений (Бохнера — Марти-
нелли, Коши — Фантаппье, логарифмического вычета) оказалась полезной при
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изучении функций с одномерным свойством голоморфного продолжения (см.
обзор в [4]).

Вопрос о нахождении различных семейств комплексных прямых, доста-
точных для голоморфного продолжения, поставлен в [5]. Ясно, что семейство
комплексных прямых, проходящих через одну точку, не является достаточным.
Как показано в [6], семейство всех комплексных прямых, проходящих через ко-
нечное число точек, также, вообще говоря, не является достаточным. Таким
образом, простых аналогов теоремы Гартогса ожидать не следует.

В работе [6] доказано, что семейство комплексных прямых, пересекающее
росток порождающего многообразия γ, является достаточным для голоморф-
ного продолжения. Различные другие семейства приведены в работах [7–10].
Отметим здесь работы [8, 10], в которых показано, что семейство комплексных
прямых, проходящих через некоторым образом расположенное конечное чис-
ло точек, является достаточным для голоморфного продолжения. Правда, это
утверждается только для вещественно аналитических функций, заданных на
границе шара.

В данной статье рассмотрены семейства комплексных прямых, проходящих
через росток комплексной гиперповерхности, росток порождающего многооб-
разия на комплексной гиперповерхности и росток вещественно аналитического
многообразия вещественной размерности n − 1. В частности, в C2 это может
быть любая вещественно аналитическая кривая.

1. Предварительные результаты

Рассмотрим ограниченную односвязную область D ⊂ Cn со связной гра-
ницей ∂D класса C 2. Точки пространства Cn будем обозначать через z =
(z1, . . . , zn), w = (w1, . . . , wn) и т. д. Для точек z, w ∈ Cn введем соответственно
скалярное произведение и модуль

〈z, w〉 =
n∑

k=1

zkwk, |z| =
√
〈z, z̄〉

(z̄ — это вектор, сопряженный к z).
Пусть Γ — росток комплексного многообразия размерности n − 1 в Cn,

лежащий вне D (черта над множеством D означает замыкание множества D).
Делая сдвиг и унитарное преобразование, можно считать, что 0 ∈ Γ , 0 /∈ D и в
некоторой окрестности U точки 0 комплексная гиперповерхность Γ имеет вид

Γ = {z ∈ U : zn = ϕ(z′), z′ = (z1, . . . , zn−1)},

где ϕ— голоморфная функция в окрестности нуля в Cn−1 и ϕ(0) = 0, ∂ϕ
∂zk

(0) = 0,
k = 1, . . . , n− 1.

В дальнейшем будем считать, что существует направление b0 6= 0 такое,
что

〈b0, ζ̄〉 6= 0 для всех ζ ∈ D. (1)

Обозначим через LΓ множество комплексных прямых вида

l = {ζ ∈ Cn : ζj = zj + bjt, j = 1, . . . , n, t ∈ C}, (2)

проходящих через точку z ∈ Γ в направлении вектора b ∈ CPn−1 (направление
b определяется с точностью до умножения на комплексное число λ 6= 0).
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По теореме Сарда для почти всех z ∈ Cn и почти всех b ∈ CPn−1 пересече-
ние ∂D ∩ l представляет собой набор конечного числа кусочно гладких кривых
(за исключением вырожденного случая, когда ∂D ∩ l = ∅).

Будем говорить, что функция f ∈ C (∂D) обладает одномерным свойством
голоморфного продолжения вдоль комплексных прямых l ∈ LΓ вида (2), если
для любой прямой l ∈ LΓ такой, что ∂D ∩ l 6= ∅, существует функция fl со
следующими свойствами:

1) fl ∈ C (D ∩ l),
2) fl = f на множестве ∂D ∩ l,
3) функция fl голоморфна во внутренних (относительно топологии l) точ-

ках множества D ∩ l.
Рассмотрим ядро Бохнера — Мартинелли

U(ζ, z) =
(n− 1)!
(2πi)n

n∑
k=1

(−1)k−1 ζ̄k − z̄k
|ζ − z|2n

dζ̄[k] ∧ dζ,

где dζ = dζ1∧· · ·∧dζn, а dζ̄[k] получается из dζ̄ выбрасыванием дифференциала
dζ̄k.

Для функции f ∈ C (∂D) определим интеграл (типа) Бохнера — Мартинел-
ли

F (z) =
∫

∂Dζ

f(ζ)U(ζ, z), z /∈ ∂D. (3)

Функция F (z) является гармонической вне ∂D и стремится к нулю при |z| → ∞.
Сформулируем лемму 1 из работы [6].

Лемма 1 [6]. Если для точки z0 ∈ Cn \D и для всех комплексных прямых,
проходящих через точку z0, функция f(z) обладает одномерным свойством го-
ломорфного продолжения, то F (z0) = 0 и ее производные по z любого порядка
α = (α1, . . . , αn) равны нулю, т. е.

∂αF

∂zα
(z0) =

∂‖α‖F

∂zα1
1 . . . ∂zαnn

(z0) = 0,

где ‖α‖ = α1 + · · ·+ αn.
Из леммы 1 получаем

Предложение 1. Если функция f ∈ C (∂D) обладает свойством одномер-
ного голоморфного продолжения вдоль комплексных прямых из семейства LΓ ,
то для любого мультииндекса α выполняется

F |Γ = 0,
∂αF

∂zα

∣∣∣∣
Γ

= 0. (4)

Рассмотрим ядро вида

UC(ζ, z, w) =
(n− 1)!
(2πi)n

n∑
k=1

(−1)k−1 ζ̄k − wk(
n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)
)n dζ̄[k] ∧ dζ

и интеграл

Φ(z, w) =
∫

∂Dζ

f(ζ)UC(ζ, z, w). (5)

Ясно, что функция Φ(z, w) является голоморфной в окрестности точки (0, 0) ∈
C2n, поскольку 0 /∈ D.
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Лемма 2. Пусть областьD односвязна и удовлетворяет условию (1). Тогда
существует неограниченное открытое и связное множествоΩ ⊂ C2n, (0, 0) ∈ Ω, в
которой функция Φ(z, w) определена и голоморфна, а также существуют ε > 0,
R > 0 такие, что точки вида (tb, w) принадлежат Ω при |w| < ε, |b − b0| < ε и
|t| > R (t ∈ C).

Доказательство. Рассмотрим знаменатель ядра UC(ζ, tb0, w):

ψ = 〈ζ − tb0, ζ̄ − w〉 = |ζ|2 − 〈ζ, w〉 − t〈b0, ζ̄〉+ t〈b0, w〉.

Найдем условия, при которых ψ 6= 0. Пусть

max
D

|ζ| = M, min
D

|ζ| = m > 0, min
D

|〈b0, ζ̄〉| = c > 0.

Тогда при |w| < ε имеем

|〈b0, w〉| 6 |b0| · |w| 6 ε|b0|, |〈ζ, w〉| 6 Mε.

Приравнивая ψ к нулю, получим

t =
|ζ|2 − 〈ζ, w〉

〈b0, ζ̄〉 − 〈b0, w〉
. (6)

Оценим числитель в (6) для ζ ∈ D:

||ζ|2 − 〈ζ, w〉| > |ζ|2 − |〈ζ, w〉| > m2 −Mε > 0

при ε < m2

M . Оценим также знаменатель в (6) для ζ ∈ D:

|〈b0, ζ̄〉 − 〈b0, w〉| > |〈b0, ζ̄〉| − |〈b0, w〉| > c− |b0|ε > 0

при ε < c
|b0| .

Таким образом, при |w| 6 ε (где ε удовлетворяет обоим неравенствам) образ
D при отображении |ζ|2−〈ζ,w〉

〈b0,ζ̄〉−〈b0,w〉 есть некоторый компакт Kb0,ε на комплексной
плоскости C, не содержащий точку 0. Так как D односвязна, дополнение Kb0,ε

связно, т. е. 0 лежит в неограниченной компоненте дополнения.
Следовательно, при t /∈ Kb0,ε функция ψ ненулевая. В частности, это так

при t = 0, |w| 6 ε и при |t| > R, где R достаточно велико. Ясно, что для всех
b с |b − b0| < ε эти рассуждения остаются верными при уменьшении, если это
нужно, ε. Так что существование области Ω обеспечено. �

Из леммы 2 и вида ядра UC(ζ, z, w) следует, что функция Φ(z, w) и все ее
производные стремятся к нулю при |z| → ∞, |w| → ∞ и (z, w) ∈ �. Отметим,
что Φ(z, z̄) = F (z) и ∂αΦ

∂zα

∣∣
w=z̄ = ∂αF

∂zα .
Введем дифференциальный оператор в C2n:

�C = �C(z, w) =
n∑

k=1

∂2

∂zk∂wk
.

При w = z̄ получим оператор Лапласа � =
n∑

k=1

∂2

∂zk∂z̄k
.

Обозначим через ΓC комплексное многообразие в C2n вида

ΓC = {(z, w) ∈ U × U : zn = ϕ(z′), wn = ϕ(w′)}.

Выбирая U достаточно малой, можно считать, что функция Φ(z, w) определена
и голоморфна в U × U . При w = z̄ получим, что ΓC = Γ или ΓC|w=z̄ = Γ .
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Предложение 2. Если для функции F (z) справедливы равенства (4), то
для функции Φ(z, w) верны соотношения

Φ|ΓC = 0,
∂αΦ

∂zα

∣∣∣∣
ΓC

= 0 (7)

для всех мультииндексов α.

Доказательство. Многообразие M = {(z, w) ∈ C2n : w = z̄} является
порождающим в C2n, т. е. для каждой точки (z, w) ∈M комплексная линейная
оболочка касательного пространства Tz(M) совпадает с касательным простран-
ством Tz(C2n). Действительно, записав M в виде

{(z, w) : Re(zj − wj) = 0, Re(i(zj + wj)) = 0, j = 1, . . . , n}

и сделав невырожденное комплексное линейное преобразование z̃j = zj − wj ,
w̃j = i(zj + wj), j = 1, . . . , n, многообразие M перепишем в виде

M = {(z̃, w̃) : Re z̃j = 0, Re w̃j = 0, j = 1, . . . , n}.

Так что в новых координатах M , очевидно, порождающее в C2n. Так как
при голоморфных преобразованиях свойство порождаемости не изменяется, M
порождающее и в старых координатах. Тогда очевидно, что подмногообра-
зие {(z, w) ∈ M : zn = 0, wn = 0} является порождающим в многообразии
{(z, w) ∈ C2n : zn = 0, wn = 0}. Следовательно, многообразие Γ , записанное в
виде

{(z, w) ∈M ∩ (U × U) : zn = ϕ(z′), wn = ϕ(w′)},

является порождающим в ΓC. Здесь опять пользуемся утверждением, что при
голоморфных преобразованиях свойство порождаемости не изменяется.

Для доказательства предложения остается воспользоваться утверждением,
что порождающее многообразие является множеством единственности для го-
ломорфных функций [11, предложение]. �

Лемма 3. Ядро UC(ζ, z, w) удовлетворяет соотношению

�C(z, w)UC(ζ, z, w) = 0

вне нулей знаменателя этого ядра.

Доказательство. Достаточно проверить это равенство для функции ви-

да 1/
(

n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)
)n−1

. Поскольку

∂

∂wk

(
1(

n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)

)n−1

)
=

(n− 1)(ζk − zk)(
n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)
)n ,
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то

∂2

∂zk∂wk

(
1(

n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)
)n−1

)
=

∂

∂zk

(
(n− 1)(ζk − zk)(

n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)
)n
)

= (1−n)

(
n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)
)n

− n(ζk − zk)(ζ̄k − wk)
(

n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)
)n−1

(
n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)
)2n

=
(1− n)

(
n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)− n(ζk − zk)(ζ̄k − wk)
)

(
n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)
)n+1 .

Следовательно,

�C

(
1(

n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)
)n−1

)

=
(1− n)n

(
n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)−
n∑

k=1
(ζk − zk)(ζ̄k − wk)

)
(

n∑
j=1

(ζj − zj)(ζ̄j − wj)
)n+1 = 0. �

Лемма 4. Функция Φ(z, w) в своей области определения удовлетворяет
равенству �CΦ(z, w) = 0.

Лемма 5. Для голоморфных функций h и g в C2n справедливо соотноше-
ние

�C(h · g) = h�Cg + g�Ch+
n∑

k=1

∂h

∂zk

∂g

∂wk
+

n∑
k=1

∂h

∂wk

∂g

∂zk
.

Сделаем голоморфную замену переменных в окрестности точки (0, 0) ∈
C2n: 

z1 = u1,

. . . . . . . . . . . . . . . .

zn−1 = un−1,

zn = un + ϕ(u′),


w1 = v1,

. . . . . . . . . . . . . . . .

wn−1 = vn−1,

wn = vn + ϕ(v̄′).
Пусть U∗ — образ окрестности U при такой замене.

Обратная замена переменных выглядит следующим образом:
u1 = z1,

. . . . . . . . . . . . . . . .

un−1 = zn−1,

un = zn − ϕ(z′),


v1 = w1,

. . . . . . . . . . . . . . . . .

vn−1 = wn−1,

vn = wn − ϕ(w̄′).
При этой замене ΓC перейдет в часть плоскости

Γ ∗
C = {(u, v) ∈ U∗ × U∗ : un = 0, vn = 0}.
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При v = ū плоскость Γ ∗
C перейдет в часть гиперплоскости

Γ ∗ = {u ∈ U∗ : un = 0}.

Лемма 6. Пусть Φ∗(u, v) = Φ(z(u), w(v)). Равенства (7) можно переписать
в виде

Φ∗|Γ∗
C

= 0, (8)

∂αΦ∗

∂uα

∣∣∣∣
Γ∗

C

= 0, (9)

∂α+β′Φ∗

∂uα∂vβ′

∣∣∣∣
Γ∗

C

= 0 (10)

для всех мультииндексов α и мультииндексов β′ вида β′ = (β1, . . . , βn−1, 0).
Доказательство. Равенство (8) очевидно. Поскольку производные функ-

ции Φ∗ по переменным uj , j = 1, . . . , n, выражаются только через производные
функции Φ по zk, k = 1, . . . , n, из (7) получаем равенство (9). Из равенств (8),
(9) и вида плоскости Γ ∗

C следует равенство (10). �

Рассмотрим разложение функции Φ∗(u, v) в ряд Тейлора по переменной vn
в точке vn = 0:

Φ∗(u, v) =
∞∑
k=0

1
k!
∂kΦ∗(u, v′, 0)

∂vkn
vkn. (11)

Лемма 7. Пусть для функции Φ∗(u, v) выполнены условия (8)–(10), тогда
в ряде (11) коэффициент Φ∗(u, v′, 0) нулевой, поэтому Φ∗(u, v) = vnΨ(u, v).

Доказательство. Разложим функцию Φ∗(u, v) в ряд Тейлора в окрест-
ности точки (0, 0) по переменным u и v:

Φ∗(u, v) =
∑

‖α‖>0, ‖β‖>0

cα,βu
αvβ ,

где uα = uα1
1 . . . uαnn , vβ = vβ1

1 . . . vβnn . Покажем, что в этом ряде отсутствуют мо-
номы вида cα,β′uαvβ

′
, где β′ = (β1, . . . , βn−1, 0). Действительно, если cα,β′ 6= 0,

то, применяя к функции Φ∗(u, v) дифференциальный оператор ∂α+β′

∂uα∂vβ′
и под-

ставляя un = 0, vn = 0, получим степенной ряд по переменным u′, v′ с не
равным нулю свободным членом. Это противоречит равенствам (8)–(10). �

2. Достаточные семейства, связанные
с комплексной гиперповерхностью

Теорема 1. Если функция Φ(z, w) удовлетворяет условиям (7), то Φ(z, w)
≡ 0 в окрестности точки (0, 0).

Доказательство. Перейдем от (u, v) к старым переменным z и w. По
лемме 7 получим разложение

Φ(z, w) =
n∑

k=1

1
k!
∂kΦ∗

∂vkn
(u, v′, 0)vkn =

n∑
k=1

1
k!

(wn − ϕ(w′))k
∂kΦ

∂wk
n

(
z, w′, ϕ(w′)), (12)

поскольку ∂Φ∗

∂vn
= ∂Φ

∂wn
. Применив к равенству (12) оператор �C, получим

0 =
∞∑
k=1

1
k!
�C

[
(wn − ϕ(w′))k

∂kΦ

∂wk
n

(z, w′, ϕ(w′))
]
.
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После применения оператора �C полученный ряд перегруппируем по степеням
(wn − ϕ(w′))k, тогда

0 =
∞∑
k=0

(wn − ϕ(w′))kck(z, w′).

В силу единственности разложения в такой ряд все ck(z, w′) тождественно рав-
ны нулю. Единственность разложения в данный ряд следует из того, что в
новых переменных u, v получаем степенной ряд по vn, разложение в который
обладает свойством единственности.

Вычислим последовательно �C от (wn − ϕ(w′))k ∂
kΦ

∂wkn
начиная с k = 1. По

лемме 5 имеем

�C

[
(wn − ϕ(w′))

∂Φ

∂wn
(z, w′, ϕ(w′))

]
= (wn − ϕ(w′))�C

(
∂Φ

∂wn

)
+

∂

∂zn

(
∂Φ

∂wn

)
−

n−1∑
k=1

∂ϕ

∂wk

∂

∂zk

(
∂Φ

∂wn

)
.

Отсюда

c0(z, w′) =

(
∂

∂zn
−

n−1∑
k=1

∂ϕ

∂wk

∂

∂zk

)(
∂Φ

∂wn

)
≡ 0. (13)

Таким образом, при фиксированном w′ производные по направлению вектора
s =

(
− ∂ϕ
∂w1

, . . . ,− ∂ϕ
∂wn−1

, 1
)

от функции ∂Φ
∂wn

(z, w′, ϕ(w′)) тождественно равны

нулю. Зафиксируем точку (z0, w′0, ϕ(w′0)) в областиΩ из леммы 2 такую, чтобы
комплексная прямая{

z : zj = z0
j −

∂ϕ

∂wj
t, j = 1, . . . , n− 1, zn = z0

n + t, t ∈ C
}

не пересекала D при достаточно малом |w|. Этого можно добиться, взяв |z0|
достаточно большим (см. лемму 2).

В силу равенства (13) на комплексной прямой

lz0,s =
{

(z, w′0, ϕ(w′0)) ∈ Cn × U : zj = z0
j −

∂ϕ

∂wj
t,

j = 1, . . . , n− 1, zn = z0
n + t, t ∈ C

}
имеем

∂

∂s

(
∂Φ

∂wn

)
=

d

dt

(
∂Φ

∂wn

)
= 0

при достаточно малых по модулю t. Область Ω выбрана в лемме 2 так, что
функция Φ(z, w) голоморфна в Ω, т. е. знаменатель ядра UC(ζ, z, w) не обраща-
ется в нуль для всех ζ ∈ D и всех (z, w) ∈ Ω.

Рассмотрим этот знаменатель на прямой lz0,s. Имеем
n−1∑
j=1

(ζj − zj)
(
ζ̄j − w0

j

)
+ (ζn − zn)(ζ̄n − ϕ(w′0))

=
n−1∑
j=1

(
ζj − z0

j

)(
ζ̄j − w0

j

)
+
(
ζn − z0

n

)
(ζ̄n − ϕ(w′0))

+ t

(
ζ̄n − ϕ(w′0)−

n−1∑
j=1

∂ϕ

∂wj

(
ζ̄j − w0

j

))
.
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Далее,
n−1∑
j=1

(
ζj − z0

j

)(
ζ̄j − w0

j

)
+
(
ζn − z0

n

)
(ζ̄n − ϕ(w′0)) 6= 0

для всех ζ ∈ D. Так что значения этого выражения на комплексной плоскости
при ζ ∈ D и w′ из некоторой компактной окрестности точки 0 ∈ Cn образуют
компактное множество, не содержащее нуля. Можно считать (делая сдвиг по
z), что z0 = 0.

При z0 = 0, w′0 = 0 будет

t

(
ζ̄n − ϕ(w′0)−

n−1∑
j=1

∂ϕ

∂wj

(
ζ̄j − w0

j

))
= tζ̄n.

Так как ζ̄n 6= 0 на D, значения выражения

ζ̄n − ϕ(w′0)−
n−1∑
j=1

∂ϕ

∂wj

(
ζ̄j − w0

j

)
на комплексной плоскости C при ζ ∈ D и z, w′ из некоторой компактной окрест-
ности точки (0, 0) также образуют компактное множество, не содержащее 0. По-
этому знаменатель ядра UC(ζ, z, w) на прямой lz0,s может обратиться в 0 лишь
для t, лежащих на некотором компакте комплексной плоскости, не содержа-
щем нуля. Таким образом, вне этого компакта знаменатель не равен нулю, и,
значит, функция Φ(z, w) голоморфна на комплексной прямой lz0,s, за исклю-
чением некоторого компакта Kz0,s, не содержащего нуля. Так как дополнение
этого компакта связно, то (0, 0) лежит в неограниченной компоненте множества
голоморфности Φ(z, w′, 0) для всех z и w′ из некоторой окрестности точки (0, 0).

Следовательно, d
dt

(
∂Φ
∂wn

)
= 0 в C \Kz0,s. Поэтому ∂Φ

∂wn

∣∣
C\Kz0,s

= const. Из

вида (5) функции Φ(z, w) получим, что Φ|C\Kz0,s
→ 0 и ∂Φ

∂wn

∣∣
C\Kz0,s

→ 0 при

|t| → ∞. Поэтому ∂Φ
∂wn

∣∣
C\Kz0,s

= 0, а следовательно, ∂Φ
∂wn

∣∣
C\Kz0,s

≡ 0 для всех

z0 и w′ из некоторой окрестности точки 0. Из леммы 2 следует, что функция
∂Φ
∂wn

(z, w′, 0) нулевая в неограниченной компоненте своей области определения.
Поэтому ряд (12) начинается с k = 2. Применяя такие же рассуждения для

выражения �C
[
(wn − ϕ(w′))2 ∂

2Φ
∂w2

n

]
, получим, что ∂2Φ

∂w2
n

∣∣
C\Kz0,s

≡ 0, и т. д. �

Следствие 1. Пусть функция F (z) удовлетворяет условиям (4). Тогда
F (z) ≡ 0 в окрестности точки нуль.

Теорема 2. Пусть f ∈ C (∂D) и для ее интеграла Бохнера — Мартинелли
F (z) выполняются условия (4). Тогда f голоморфно продолжается в область D.

Доказательство вытекает из следствия 1 и следствия 15.5 в [12].

Теорема 3. Пусть D — односвязная ограниченная область и выполнено
условие (1). Если функция f ∈ C (∂D) обладает свойством одномерного голо-
морфного продолжения вдоль комплексных прямых из семейства LΓ , то функ-
ция f голоморфно продолжается в область D.

Доказательство следует из предложения 1 и теоремы 2.
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Если Γ является ростком комплексной гиперповерхности в Cn, то условие
(1) становится лишним. Действительно, пусть Γ̃ — комплексная гиперповерх-
ность (комплексное многообразие размерности (n−1)) в Cn и Γ = Γ̃∩U . Поверх-
ность Γ̃ является связным неограниченным множеством в Cn. По-прежнему Γ
не пересекает D, но Γ̃ может пересекать D. Тогда Γ̃ ∩D — относительно ком-
пактное открытое множество на Γ̃ . Пусть Γ̃ \ (Γ̃ ∩ D) связно. Предположим,
что функция f ∈ C (∂D) обладает одномерным свойством голоморфного про-
должения вдоль комплексных прямых l ∈ LΓ . Тогда для интеграла Бохнера —
Мартинелли F выполнено предложение 1, т. е. верны равенства (4). В силу
вещественной аналитичности данного интеграла это условие будет выполнено
и на всем множестве Γ̃ \ (Γ̃ ∩D). Поскольку оно не ограничено, найдутся точка
z0 ∈ Γ̃ и направление b0 такие, что 〈b0, ζ̄ − z̄0〉 6= 0 для всех ζ ∈ D. Таким
образом, приходим к нашим первоначальным условиям на область D, и росток
Γ̃ уже в окрестности точки z0. Тем самым справедлива

Теорема 4. ПустьD — односвязная ограниченная область со связной глад-
кой границей, Γ̃ — комплексная гиперповерхность в Cn с условием, что мно-
жество Γ̃ \ (Γ̃ ∩ D) связно и Γ = Γ̃ ∩ U не пересекает D. Если функция f
принадлежит C (∂D) и обладает свойством одномерного голоморфного продол-
жения вдоль комплексных прямых из семейства LΓ , то функция f голоморфно
продолжается в область D.

Условие (1) возникло не только из-за метода доказательства. Приведем
следующий

Пример 1. Пусть B = {(z, w) ∈ C2 : |z|2 + |w|2 < 1} — единичный шар,
Γ = {(z, w) ∈ C2 : w = 0} — комплексное многообразие. Оно совпадает со своей
комплексной касательной плоскостью в каждой своей точке и пересекает B.

Рассмотрим комплексные прямые, пересекающие Γ :

la = {(z, w) ∈ C2 : z = a+ bt, w = ct, t ∈ C}. (14)

Эти прямые проходят через точку (a, 0) ∈ Γ . При |a| < 1 точка (a, 0) принадле-
жит B, при |a| > 1 точка (a, 0) не принадлежит B. Без ограничения общности
можно считать, что |b|2 + |c|2 = 1.

Пересечение la ∩ ∂B образует окружность

|t|2 + ab̄t̄+ ābt = 1− |a|2, или |t+ ab̄|2 = 1− |c|2|a|2. (15)

Это множество la ∩ ∂B непусто, если |a|2|c|2 < 1. Таким образом, на la ∩ ∂B
выполнено условие

t̄ =
1− |a|2 − ābt

t+ ab̄
. (16)

Пусть

fa(z, w) = (1− āz)
wk+2

w
, k ∈ Z, k > 0.

Эта функция на ∂B является гладкой функцией класса C k, поскольку отно-
шение w

w ограничено, функция w2

w непрерывна, а wk+2

w — функция гладкости
C k.

На множестве la ∩ ∂B функция fa равна

1− ā(a+ bt)
1− |a|2 − ābt

· (t+ ab̄) · (ct)k+2 = (t+ ab̄) · (ct)k+2.
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Таким образом, сужение функции fa голоморфно продолжается на множество
la ∩B для всех комплексных прямых la, проходящих через точку (a, 0) и пере-
секающих B.

Рассматривая произвольное конечное множество точек (am, 0) с |am| > 1,
m = 1, . . . , N , и функцию

f(z, w) =
wk+2

w
·

N∏
m=1

(1− āmz),

получим, что f обладает одномерным свойством голоморфного продолжения
вдоль всех комплексных прямых lam , пересекающих B. Тем не менее f не про-
должается голоморфно в шар B с границы ∂B, поскольку очевидно, что f не
является CR-функцией на ∂B.

Для комплексных гиперповерхностей, лежащих в области, теоремы 3 и 4,
вообще говоря, неверны.

Пример 2. Рассмотрим в шаре B часть комплексного многообразия Γ1 =
{(z, w) ∈ B : w = 0}. Как показал Глобевник, функция f1 = wk+2

w (k ∈ Z,
k > 0) обладает одномерным свойством голоморфного продолжения с ∂B вдоль
комплексных прямых из семейства LΓ1 , гладкая на ∂B, но не продолжается
голоморфно в B.

Действительно, так как для комплексных прямых вида (14) на ∂B выпол-
нено равенство (16), функция f1 на ∂B примет вид

f1 =
(t+ ab̄)

1− |a|2 − ābt
· (ct)k+2.

Знаменатель данной дроби обращается в нуль в точке t0 = 1−|a|2
āb . Подставляя

эту точку в выражение (15), получим

(1− |a|2)2

|a|2|b|2
+ 1− |a|2 > 0 при |a| < 1.

Поэтому точка прямой la, соответствующая t0, лежит вне шара B. Так что
функция f1 голоморфно продолжается в la ∩B.

3. Достаточные семейства, связанные
с порождающим многообразием

Пусть γ ⊂ Γ , 0 ∈ γ и γ является порождающим многообразием класса
C∞ в Γ , т. е. для каждой точки z ∈ Γ комплексная линейная оболочка ка-
сательного пространства Tz(γ) совпадает с касательным пространством Tz(Γ ).
Отметим, что действительная размерность γ не меньше n−1. Обозначим через
Lγ множество комплексных прямых, пересекающих γ.

Теорема 5. Пусть D и Γ удовлетворяют условиям теоремы 3 или теоре-
мы 4. Если функция f принадлежит C (∂D) и обладает свойством одномерного
голоморфного продолжения вдоль комплексных прямых из семейства Lγ , то f
голоморфно продолжается в область D.

Доказательство. Пусть F (z) — интеграл вида (3), тогда по лемме 1 вы-
полняются равенства

F (z) = 0,
∂αF

∂zα
(z) = 0 (17)
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для всех z ∈ γ и мультииндексов α. Делая опять замену переменных
z1 = u1,

. . . . . . . . . . . . . . . .

zn−1 = un−1,

zn = un + ϕ(u′),

получим, что Γ перейдет в Γ ∗ = {u ∈ Cn : un = 0}, а γ — в порождающее много-
образие γ∗ ⊂ Γ ∗. Поскольку производные по u выражаются через производные
такого же порядка по z, из условия (17) следует, что

F ∗(u) = 0,
∂αF ∗

∂uα
(u) = 0, u ∈ γ∗,

где F ∗ = F (z(u)).
Приведем лемму 2 из [4].

Лемма 8. Если вещественно аналитическая функция F , заданная в окрест-
ности U порождающего многообразия γ, удовлетворяет условиям (17), то она
равна нулю в U .

Применим эту лемму к функциям F ∗(u′, 0) и ∂αnF∗

∂uαn (u′, 0), равным нулю
на γ∗. Тогда ∂αF∗

∂uα (u) = 0 на Γ ∗. Делая в этих равенствах обратную замену,
получим, что для функции F выполняются условия (17) для z ∈ Γ .

Для завершения доказательства теоремы 5 остается применить теорему 3
или теорему 4. �

Рассмотрим γ — росток вещественно аналитического многообразия веще-
ственной размерности n− 1 в Cn \D. Можно считать, что 0 ∈ γ и в некоторой
окрестности U точки 0 многообразие γ имеет вид

γ = {z ∈ U : zj = ψj(t1, . . . , tn−1), t = (t1, . . . , tn−1) ∈ V, j = 1, . . . , n}. (18)

Функции ψj(t) вещественно аналитические в окрестности V точки 0 ∈ Rn−1,
ψj(0) = 0, j = 1, . . . , n, и ранг матрицы Якоби равен n− 1, т. е.

rang
∂(ψ1, . . . , ψn)
∂(t1, . . . , tn−1)

= n− 1. (19)

Функции ψj(t) в окрестности V разлагаются в ряд Тейлора

ψj(t) =
∑

‖β‖>0

cβt
β , j = 1, . . . , n,

где β = (β1, . . . , βn−1), tβ = tβ1
1 . . . t

βn−1
n−1 .

Рассмотрим комплексификацию Γ многообразия γ, тогда Γ имеет вид

Γ = {z ∈ U : zj = ψ̃j(t1, . . . , tn−1), t = (t1, . . . , tn−1) ∈ Cn−1, j = 1, . . . , n},

где ψ̃j(t) =
∑

‖β‖>0
cβtβ , t ∈ Cn−1, j = 1, . . . , n. Условие (19) показывает, что Γ —

комплексное аналитическое многообразие размерности (n− 1) в U .
Покажем, что γ является порождающим многообразием в Γ . Действитель-

но, касательная плоскость Tz0(γ) в точке z0 ∈ γ имеет вид

Tz0(γ) =

{
z ∈ Cn : zj = z0

j +
n−1∑
k=1

∂ψj
∂tk

(t0)
(
tk − t0k

)
, t ∈ Rn−1, j = 1, . . . , n

}
,
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где ψj(t0) = z0
j , j = 1, . . . , n. Рассмотрим комплексную линейную оболочку

Tz0(γ), которая, очевидно, будет иметь вид{
z ∈ Cn : zj = z0

j +
n−1∑
k=1

∂ψ̃j
∂tk

(t0)
(
tk − t0k

)
, t ∈ Cn−1, j = 1, . . . , n

}
.

Данное множество есть в точности Tz0(Γ ). Поэтому γ является порождающим
многообразием в Γ .

Будем, как и прежде, считать, что для области D выполнено условие (1).

Следствие 2. Пусть функция f ∈ C (∂D) обладает свойством одномер-
ного голоморфного продолжения вдоль комплексных прямых из семейства Lγ ,
где γ — росток вещественно аналитического многообразия вида (18). Тогда
функция f голоморфно продолжается в область D.

Рассмотрим l0 — комплексную прямую, проходящую через точку 0 и пере-
секающую область D. В l0 возьмем росток C∞ кривой τ , содержащей точку
нуль. Тогда τ является порождающим многообразием в l0.

Теорема 6. Пусть область D ⊂ Cn строго выпуклая с границей класса
C∞, и пусть функция f ∈ C∞(∂D) обладает свойством одномерного голоморф-
ного продолжения вдоль комплексных прямых из семейства Lτ . Тогда функция
f голоморфно продолжается в область D.

Доказательство. Рассмотрим комплексную двумерную плоскость Πζ0 ,
содержащую l0 и проходящую через точку ζ0 ∈ ∂D. Пересечение D ∩ Πζ0 яв-
ляется строго выпуклой областью в C2 с границей класса C∞. Для области
D ∩ Πζ0 выполнены условия теоремы 5, поэтому функция f голоморфно про-
должается с ∂D ∩ Πζ0 в D ∩ Πζ0 до функции F (z). Эта функция однозначно
определена в D, поскольку пересечение двух разных плоскостей Πζ0 и Πw0 сов-
падает с l0. Продолжение с ∂D ∩ l0 в D ∩ l0 дается интегралом Коши. Более
того, функция F (z) является функцией класса C∞ в области D, так как ее го-
ломорфное продолжение с ∂D∩Πζ0 дается интегралом Бохнера — Мартинелли,
бесконечно гладко зависящим от параметра. Выберем точку z0 ∈ D ∩ l0, тогда
функция F (z) голоморфна в D ∩ l, где l — произвольная комплексная прямая,
проходящая через точку z0. Поскольку прямые l и l0 определяют некоторую
двумерную плоскость Π, функция F (z) голоморфна в D ∩Π. По теореме Фо-
релли [13, теорема 4.4.5] функция F (z) голоморфна в некоторой окрестности
точки z0. Следовательно, по теореме Гартогса о продолжении [14, теорема 1, п.
26] функция F (z) голоморфна в области D. �
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