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Аннотация. Исследуются π′-свойства конечной группы, обладающей π-холловой
подгруппой, которая перестановочна с некоторыми силовскими подгруппами груп-
пы или с некоторыми минимальными ненильпотентными подгруппами.
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Введение

Рассматриваются только конечные группы. Напомним используемые обо-
значения и определения [1–4]. Пусть π — некоторое множество простых чисел,
π′ — дополнение к π в множестве всех простых чисел. Подгруппу, порядок ко-
торой делится только на простые числа из π, а ее индекс в группе — только на
простые числа из π′, называют π-холловой. Группа G обладает свойством Eπ,
если в G имеется π-холлова подгруппа. Если при этом любые две π-холловы
подгруппы сопряжены, то группа G обладает свойством Cπ. Если группа G яв-
ляется Cπ-группой и любая ее π-подгруппа содержится в некоторой π-холловой
подгруппе, то группа G обладает свойством Dπ. Группу со свойством Eπ, Cπ,
Dπ называют соответственно Eπ-, Cπ-, Dπ-группой.

Каждая разрешимая группа является Dπ-группой для любого множества
π ⊆ π(G) [2, теорема 18.2; 3, теорема 4.35]. Каждая неразрешимая группа
не является E{2,p}-группой для некоторого нечетного простого делителя p ее
порядка [5].

Классическую теорему Шура — Цассензауза (см., например, [3, теоре-
ма 4.32]) можно сформулировать следующим образом: если в группе G име-
ется нормальная π-холлова подгруппа, то G является Dπ′ -группой.

Условие нормальности π-холловой подгруппы в этой теореме отбросить
нельзя. Например, в любой группе существует силовская p-подгруппа для каж-
дого простого p, но существование p′-холловых подгрупп для каждого простого
p равносильно разрешимости группы, [3, следствие теоремы 4.36].

Нормальная подгруппа перестановочна со всеми подгруппами группы. В [6]
Фогель заметил, что если π-холлова подгруппа H группы G перестановочна со
всеми подгруппами из подгруппы K и G = HK, то G будет Eπ′ -группой. Этот
результат развили В. Го, К. П. Шам и А. Н. Скиба [7, 8] за счет предложенного
ими понятия X-перестановочности.

Работа выполнена при поддержке Белорусского республиканского фонда фундаменталь-
ных исследований (договор Ф 10Р–231).
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Пусть X — непустое подмножество группы G. Подгруппы A и B на-
зываются X-перестановочными, если существует элемент x ∈ X такой, что
ABx = BxA. Если X = 1 — единичная подгруппа, то 1-перестановочные под-
группы — это в точности перестановочные подгруппы. В [8] доказана следу-
ющая версия теоремы Шура — Цассенхауза. Пусть A — холлова подгруппа
группы G и X = F (G) — подгруппа Фиттинга G. Предположим, что A X-
перестановочна со всеми подгруппами из некоторого добавления T к A в G.
Предположим также, что или A, или T разрешима. Тогда A дополняема в G и
любые два дополнения сопряжены в G.

Группой Шмидта называют ненильпотентную группу, все собственные под-
группы которой нильпотентны. Известно, что группы Шмидта имеют порядок,
делящийся точно на различные два простых числа, одна из силовских подгрупп
нормальная, а другая — циклическая (см., например, [9]). Конечные группы с
ограничениями на некоторые подгруппы Шмидта исследовались в [10–12].

В настоящей работе изучаются свойства Eπ′ , Cπ′ и Dπ′ группы G при усло-
вии, что существуют π-холлова подгруппа A и подгруппа B такие, что G = AB
и A X-перестановочна с некоторыми силовскими подгруппами из B или с неко-
торыми подгруппами Шмидта из B. Доказываются следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть A, B и X — подгруппы группы G такие, что G = AB,
A — собственная π-холлова подгруппа и X — нормальная подгруппа. Зафикси-
руем простое число q ∈ π(G) \ π. Предположим, что для каждого p ∈ π(G) \ π,
p 6= q, подгруппа A X-перестановочна с любой силовской p-подгруппой из B.
Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если X — Cπ′ -подгруппа, то G является Cπ′ -группой.
2. Если X — Dπ′ -подгруппа, то G является Dπ′ -группой.

Утверждение 1 теоремы 1 доказывается без использования классифика-
ции конечных простых групп. При доказательстве утверждения 2 используется
теорема Е. П. Вдовина и Д. О. Ревина [13] о том, что расширение Dπ-группы
с помощью Dπ-группы является Dπ-группой, опирающаяся на классификацию
конечных простых групп. Частными случаями теоремы 1 являются теорема 4
из [6], теорема 1.2 из [7] и теорема 1.2 и следствие 1.3 из [8]. Отметим, что при
X = 1, а также при X = 1 и B = G оба утверждения теоремы 1 новые.

Теорема 2. Пусть A, B и X — подгруппы группы G такие, что A π-
холлова, G = AB и X нормальна в G. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения.

1. Если X — Cπ′ -подгруппа и A X-перестановочна со всеми p-замкнутыми
pd-подгруппами Шмидта из B для всех p ∈ π, то G является Eπ′ -группой.

2. Если X — Cπ′ -подгруппа, а A нильпотентна и X-перестановочна со всеми
подгруппами Шмидта из B, то G является Cπ′ -группой.

3. ЕслиX —Dπ-подгруппа (Cπ-подгруппа) группыG иAX-перестановочна
со всеми π-подгруппами Шмидта из G, то G является Dπ-группой (Cπ-группой
соответственно).

Доказательство Dπ-свойства в утверждении 3 теоремы 2 опирается на клас-
сификацию конечных простых групп, доказательства остальных утверждений
теорем 2 и 3 классификацию не используют.

Теорема 3. Пусть p — наименьший простой делитель порядка группы G,
A — p′-подгруппа из G и X — нормальная p′-подгруппа группы G. Предполо-
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жим, что G = AB и A X-перестановочна с любой максимальной подгруппой из
каждой силовской p-подгруппы из подгруппы B. Тогда A ⊆ Op′(G).

1. Вспомогательные результаты

Нам потребуются следующие вспомогательные результаты. Вначале отме-
тим следующие очевидные свойства X-перестановочных подгрупп.

Лемма 1. Пусть A, B и X — подгруппы группы G, а N — нормальная в
G подгруппа. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если A X-перестановочна с B, то AN/N XN/N -перестановочна с BN/N .
2. Если A X-перестановочна с B и X — нормальная подгруппа группы G,

то AX/X перестановочна с BX/X.

Лемма 2. Пусть G — группа и N — ее нормальная подгруппа. Тогда
справедливы следующие утверждения.

1. Если N — Cπ-группа, а G/N — Eπ-группа, то G — Eπ-группа.
2. Если N и G/N — Cπ-группы, то G — Cπ-группа.
3. Если N и G/N — Dπ-группы, то G — Dπ-группа.
Доказательство. Утверждения 1 и 2 доказаны С. А. Чунихиным [1] (см.

также [2, теоремы 18.11, 18.12; 14, теорема 5.3.12]). Утверждение 3 доказа-
но Е. П. Вдовиным и Д. О. Ревиным в [13] с использованием классификации
конечных простых групп.

Лемма 3 [4, лемма VI.4.10]. Пусть G — группа, A и B — подгруппы группы
G такие, что ABx = BxA для всех x ∈ G и G 6= AB. Тогда либо AG, либо BG

отлично от G.

Лемма 4. Если π-холлова подгруппа H группы G перестановочна с под-
группой K, то H ∩K является π-холловой подгруппой в K.

Доказательство. По условию HK = KH. Так как |HK| = |H||K|/|H ∩
K|, то |HK : H| = |K : H ∩K|. Из леммы об индексах вытекает, что

|G : H| = |G : HK||HK : H|,

откуда следует, что |HK : H| есть π′-число. Теперь H ∩K является π-подгруп-
пой и ее индекс в K есть π′-число. Поэтому H ∩ K — π-холлова подгруппа
группы K. Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть H, K и N — попарно перестановочные подгруппы группы
G. Если H холлова, то N ∩HK = (N ∩H)(N ∩K).

Доказательство. Положим L = N ∩HK. По тождеству Дедекинда

NK ∩HK = K(N ∩HK) = KL, NH ∩HK = H(N ∩HK) = HL,

поэтому подгруппа L перестановочна с подгруппами H и K. Из равенств

|HK| = |H||K|/|H ∩K|, |KL| = |K||L|/|K ∩ L|

и леммы об индексах следует, что

|HK : K| = |H : H ∩K| = |HK : KL||KL : K| = |HK : KL||L : K ∩ L|.

Значит, π(L : K ∩ L) ⊆ π(H) ∩ π(L), в частности, индекс подгруппы K ∩ L в L
есть π-число. По лемме 4 подгруппа H∩L π-холлова в L, где π = π(H), поэтому
L = (L ∩H)(L ∩K). Заменяя L на N ∩HK, получаем

N ∩HK = (N ∩HK ∩H)(N ∩HK ∩K) = (N ∩H)(N ∩K).
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Лемма доказана.
Условимся называть S〈p,q〉-группой {p, q}-группу Шмидта с нормальной си-

ловской p-подгруппой и циклической силовской q-подгруппой.

Лемма 6 [11, лемма 2]. Если K и D — подгруппы группы G, подгруппа
D нормальна в K и K/D — S〈p,q〉-подгруппа, то минимальное добавление L к
подгруппе D в K обладает следующими свойствами:

1) L — p-замкнутая {p, q}-подгруппа;
2) все собственные нормальные подгруппы в L нильпотентны;
3) L содержит S〈p,q〉-подгруппу [P ]Q такую, что Q не содержится в D и

L = ([P ]Q)L = QL.

Лемма 7 [12, лемма 5]. Пусть подгруппа A группыG перестановочна с под-
группами B1, B2, . . . , Bn. Тогда A перестановочна с подгруппой 〈B1, B2, . . . , Bn〉,
порожденной ими.

Лемма 8 [9, теорема 2.1]. Если в группе G нет p-замкнутых подгрупп
Шмидта, то G p-нильпотентна.

Подгруппа A называется S〈p,q〉-полунормальной в группе G, если существу-
ет подгруппа B такая, что G = AB и либо подгруппа B нильпотентна, либо
подгруппа A перестановочна со всеми S〈p,q〉-подгруппами Шмидта из B. В этой
ситуации подгруппу B назовем S〈p,q〉-добавлением к подгруппе A.

Минимальным S〈p,q〉-добавлением назовем такое S〈p,q〉-добавление K к
S〈p,q〉-полунормальной подгруппе H, для которого HK1 6= G для каждой соб-
ственной подгруппы K1 из K.

Лемма 9. Пусть H — S〈p,q〉-полунормальная подгруппа группы G и K —
ее S〈p,q〉-добавление. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если H ≤ T ≤ G, то H S〈p,q〉-полунормальна в T и T ∩ K является
S〈p,q〉-добавлением к H в T .

2. Если L — S〈p,q〉-подгруппа из K, то H перестановочна со всеми сопря-
женными с L подгруппами группы G.

3. Для любого x ∈ G подгруппа Kx является S〈p,q〉-добавлением к подгруп-
пе H в группе G.

4. Подгруппа Hx является S〈p,q〉-полунормальной в G, а подгруппа Ky —
ее S〈p,q〉-добавление для всех x и y из G.

5. Если N /G, то HN/N — S〈p,q〉-полунормальная подгруппа группы G/N ,
а KN/N — ее S〈p,q〉-добавление.

Доказательство. По определению S〈p,q〉-полунормальной подгруппы под-
группа K либо нильпотентна, либо ненильпотентна. Если она нильпотентна, то
все свойства очевидны. Поэтому в дальнейшем считаем, что K ненильпотентна.

1. По тождеству Дедекинда T = T ∩ HK = H(T ∩ K). Так как H S〈p,q〉-
полунормальна в G и K — ее S〈p,q〉-добавление, то H перестановочна со всеми
S〈p,q〉-подгруппами из пересечения T ∩K.

2. Пусть g = ab, a ∈ K, b ∈ H и L — S〈p,q〉-подгруппа из K. Тогда S〈p,q〉-
подгруппа La содержится в K, поэтому подгруппы H и La перестановочны. Из
равенств

HLg = HLab = (HLa)b = (LaH)b = LabH = LgH

следует, что H перестановочна со всеми сопряженными с L в группе G подгруп-
пами.
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3. По лемме 1.43 из [3] G = HKx для любого x ∈ G. Пусть S — S〈p,q〉-
подгруппа из Kx. Тогда Sx

−1
является S〈p,q〉-подгруппой в K. Поэтому под-

группы H и Sx
−1

перестановочны. По п. 2 подгруппы H и S перестановочны.
Следовательно, Kx — S〈p,q〉-добавление к H в G.

4. Пусть x и y — произвольные элементы группы G. По лемме 1.43 из
[3] G = HxKy. Пусть S — S〈p,q〉-подгруппа из Ky. По п. 3 подгруппа Ky

является S〈p,q〉-добавлением к подгруппе H. Применяя утверждение из п. 2,
получаем, что подгруппы H и Sx

−1
перестановочны: HSx

−1
= Sx

−1
H. Из

последнего равенства следует, что HxS = SHx. Это означает, что Hx — S〈p,q〉-
полунормальная подгруппа в группе G и Ky — ее S〈p,q〉-добавление в G.

5. Ясно, что G/N = (HN/N)(KN/N). Пусть KN/N ненильпотентна и
A/N — S〈p,q〉-подгруппа Шмидта из KN/N . Тогда A ⊆ KN и A = (A ∩K)N .
Пусть L — минимальное добавление к подгруппе N в A такое, что L ⊆ A ∩K.
Тогда L обладает свойствами 1–3 из леммы 6. В частности, L содержит S〈p,q〉-
подгруппу Шмидта [P ]Q такую, что Q не содержится в N и L = ([P ]Q)L = QL.
Так как [P ]Q ⊆ L ⊆ A ∩ K, подгруппа H перестановочна с [P ]Q. По п. 2
подгруппа H перестановочна с ([P ]Q)l для всех l ∈ L. По лемме 7 подгруппа H
перестановочна с ([P ]Q)L = L. Так как A = LN , подгруппа H перестановочна с
подгруппой A. Отсюда следует, что HN/N перестановочна с подгруппой A/N ,
т. е. HN/N — S〈p,q〉-полунормальная подгруппа в G/N . Лемма доказана.

Лемма 10 [4, теорема IV.4.7]. Пусть P — силовская p-подгруппа группы
G и N — нормальная подгруппа в G. Если N ∩P ⊆ �(P ), то N p-нильпотентна.

Лемма 11 [15, теорема А]. Если A — 2-нильпотентная подгруппа группы
G и |G : A| = pα, где p — нечетное простое число, то группа G разрешима.

Лемма 12 [16, теорема 7.2.5]. Если A и B — подгруппы группы G такие,
что G 6= AB и ABx = BxA для всех x ∈ G, то подгруппа AB ∩BA субнормальна
в G.

2. Доказательство теоремы 1

Доказательство теоремы 1 проведем индукцией по порядку группы. Если
|π(G) \ π| = 1, то G является Dπ′ -группой по теореме Силова. Значит, |π(G) \
π| ≥ 2. Проверим, что фактор-группа G/X с подгруппами AX/X, BX/X и
единичной подгруппой X/X удовлетворяет требованиям теоремы. Ясно, что

(AX/X)(BX/X) = G/X

и AX/X — π-холлова подгруппа в G/X. Пусть P1/X — силовская p-подгруппа
из BX/X для p ∈ π(G/X)\π, p 6= q. Понятно, что p ∈ π(G)\π и P1 = (P1∩B)X
по тождеству Дедекинда. Пусть P — силовская p-подгруппа из B, содержа-
щая силовскую p-подгруппу из P1 ∩B. Тогда по свойствам силовских подгрупп
PX/X — силовская p-подгруппа в BX/X. Поскольку P1 = (P1 ∩ B)X ⊆ PX,
то P1/X = PX/X, т. е. P1 = PX. По условию теоремы подгруппы A и P
X-перестановочны. По п. 2 леммы 1 подгруппы AX/X и PX/X перестано-
вочны. Таким образом, фактор-группа G/X удовлетворяет условиям теоремы.
Если X 6= 1, то |G/X| < |G| и по индукции фактор-группа G/X является Cπ′ -
группой в п. 1 доказываемой теоремы и Dπ′ -группой в п. 2. По лемме 2 группа
G является Cπ′ -группой или Dπ′ -группой соответственно.
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Пусть теперь X = 1. В этом случае подгруппа A перестановочна с любой
силовской p-подгруппой P1 из B для каждого p ∈ π(G) \ π, p 6= q. Зафиксируем
силовскую p-подгруппу P в группе G. По теореме Силова P = P x

1 для некото-
рого x ∈ G. Но AP1 = P1A по условию. Так как G = AB, то x = ba, b ∈ B,
a ∈ A, и

AP = AP x
1 = AP ba

1 = A
(
P b

1
)a =

(
AP b

1
)a =

(
P b

1A
)a = P ba

1 A = PA.

Таким образом, в группе G подгруппа A перестановочна со всеми силовскими
p-подгруппами группы G для каждого p ∈ π(G) \ π, p 6= q.

Поскольку |π(G) \ π| ≥ 2, то AGp 6= G для каждого p ∈ π(G) \ π, p 6= q, и
каждой силовской p-подгруппы Gp. Так как AGx

p = Gx
pA для каждого x ∈ G,

по лемме 3 группа G непроста.
Пусть K — минимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда A∩K =

A1 является π-холловой подгруппой в K. Пусть P1 — произвольная силовская
p-подгруппа из K, p ∈ π(K)\π, p 6= q. По теореме Силова P1 ⊆ P для некоторой
силовской p-подгруппы P из G. Применим лемму 5 к подгруппам A, P и K. По
этой лемме

K ∩AP = (K ∩A)(K ∩ P ) = A1P1

и подгруппа A1 перестановочна со всеми силовскими p-подгруппами из K. По
индукции подгруппа K будет Cπ′ -группой в п. 1 доказываемой теоремы или Dπ′ -
группой в п. 2. Так как фактор-группа G/K также по индукции является Cπ′ -
группой в п. 1 доказываемой теоремы или Dπ′ -группой в п. 2, по лемме 2 сама
группа G является Cπ′ -группой или Dπ′ -группой соответственно. Теорема 1
доказана.

В случае, когда B = G и X = 1, из теоремы 1 вытекает

Следствие 1.1. Пусть A — собственная π-холлова подгруппа группы G.
Зафиксируем простое число q ∈ π(G) \ π. Предположим, что для каждого
p ∈ π(G)\π, p 6= q, подгруппа A перестановочна с любой силовской p-подгруппой
из G. Тогда G является Cπ′ -группой (Dπ′ -группой, если использовать класси-
фикацию конечных простых групп).

Подгруппа A называется полунормальной в группе G, если существует под-
группа B такая, что G = AB и AB1 — собственная в G подгруппа для каж-
дой собственной подгруппы B1 из B. Ясно, что если подгруппа A является π-
холловой полунормальной подгруппой, то выполняются требования теоремы 1.
Поэтому из теоремы 1 вытекает

Следствие 1.2. Пусть A — полунормальная π-холлова подгруппа группы
G. Тогда G является Cπ′ -группой (Dπ′ -группой, если использовать классифи-
кацию конечных простых групп).

Напомним, что через S(G) обозначается наибольшая нормальная разреши-
мая подгруппа группы G.

Следствие 1.3. Пусть в группе G существуют 2-нильпотентная π-холлова
подгруппа A нечетного индекса и подгруппа B такие, что G = AB. Зафикси-
руем простое число q ∈ π(G) \ π. Предположим, что для каждого p ∈ π(G) \ π,
p 6= q, подгруппа A S(G)-перестановочна с любой силовской p-подгруппой из B.
Тогда группа G разрешима.



О π′-свойствах конечной группы 303

Доказательство. В силу теоремы 1 можно подгруппу B считать π′-хол-
ловой подгруппой группы G, а в силу леммы 11 — непримарной. Предполо-
жим, что N = S(G) 6= 1, и проверим, что фактор-группа G/N с подгруппа-
ми AN/N , BN/N и S(G/N) = 1 удовлетворяет условию теоремы. Ясно, что
(AN/N)(BN/N) = G/N , AN/N — 2-нильпотентная π-холлова подгруппа нечет-
ного индекса в G/N . Пусть X/N — произвольная силовская p-подгруппа из
BN/N , p 6= q. Тогда X = (X ∩ B)N по тождеству Дедекинда и X = PN для
некоторой силовской p-подгруппы P из B. По условию теоремы подгруппы A
и P N -перестановочны, а по лемме 1 подгруппы AN/N и PN/N = X/N пере-
становочны. Теперь к фактор-группе G/N применима индукция, поэтому G/N
разрешима. Отсюда следует, что G разрешима.

Пусть теперь S(G) = 1. В этом случае подгруппа A перестановочна с любой
силовской p-подгруппой из B, p 6= q. По лемме 11 для любой силовской p-
подгруппы P из B, p 6= q, произведение AP является разрешимой подгруппой.
Поэтому следует считать, что AP — собственная подгруппа группы G. Если
ba — произвольный элемент группы G, b ∈ B, a ∈ A, то

AP ba = (AP b)a = (P bA)a = P baA,

и применима лемма 12. По этой лемме подгруппа D = AP ∩PA субнормальна в
G. Подгруппа D разрешима, поскольку D ⊆ AP ⊆ AP . По утверждению 7.7.1
из [2] подгруппа DG является разрешимой нормальной в G, поэтому 1 = D =
AP ∩ PA и

[A,P ] ⊆ [AP , PA] ⊆ AP ∩ PA = 1.

Значит, подгруппа A централизует каждую силовскую p-подгруппу из B, p 6= q,
стало быть, подгруппа ABq′ = A × Bq′ — 2-нильпотентная подгруппа и |G :
ABq′ | = qβ . По лемме 11 группа G разрешима. Следствие доказано.

3. Доказательство теоремы 2

1. Без ущерба для доказательства можно считать, что B является мини-
мальной подгруппой, для которой G = AB. Вначале проверим, что фактор-
группа G/X с подгруппами AX/X, BX/X и единичной подгруппой X/X удо-
влетворяет требованиям теоремы. Ясно, что

(AX/X)(BX/X) = G/X

и AX/X — π-холлова подгруппа в G/X. Пусть S1/X — p-замкнутая pd-под-
группа Шмидта из BX/X, p ∈ π(AX/X). Тогда S1 = (S1 ∩ B)X и по лемме 6
существует минимальное добавление L ≤ S1 ∩ B к подгруппе X в группе S1
такое, что L содержит p-замкнутую pd-подгруппу Шмидта S и SL = L. По
условию подгруппа A X-перестановочна с подгруппой Sl для каждого l ∈ L, а
по лемме 1 подгруппа AX/X перестановочна с подгруппой SlX/X. По лемме 7
подгруппа AX/X перестановочна с подгруппой 〈SlX/X | l ∈ L〉, порожденной
подгруппами SlX/X для всех l ∈ L. Поскольку

〈SlX/X | l ∈ L〉 = LX/X = S1/X,

AX/X перестановочна со всеми p-замкнутыми pd-подгруппами Шмидта из
BX/X для всех p ∈ π(AX/X).

Таким образом, фактор-группа G/X удовлетворяет условиям теоремы. Ес-
ли X 6= 1, то |G/X| < |G| и по индукции фактор-группа G/X является Eπ′ -
группой. По лемме 2 группа G является Eπ′ -группой.
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Итак, в дальнейшем считаем, что X = 1. В этом случае подгруппа A будет
S〈p,q〉-полунормальной подгруппой для всех p ∈ π.

Если A ∩ B = 1, то из равенства |G| = |A||B| следует, что B — π′-холлова
подгруппа в G. Поэтому будем считать, что D = A ∩B 6= 1. Зафиксируем про-
стое число p ∈ π(D) ⊆ π. Если подгруппа B p-нильпотентна, то G = AB1, где
B1 — p′-холлова подгруппа из B; противоречие с минимальностью B. Поэтому
B не p-нильпотентна и по лемме 8 в ней существует S〈p,q〉-подгруппа S = [P ]Q
для некоторого простого q. По условию подгруппа A перестановочна с S. По
утверждению 2 леммы 9 подгруппа A перестановочна с Sg для любого g ∈ G, а
по лемме 4 A∩ Sg π-холлова в Sg. Так как Sg — группа Шмидта с нормальной
силовской p-подгруппой P g, p ∈ π, то P g ⊆ A ∩ Sg и N = PG ⊆ A. Теперь N —
π-подгруппа группы G.

Рассмотрим фактор-группу G/N . Подгруппа A/N является π-холловой
подгруппой, и G/N = (A/N)(BN/N). Из утверждения 5 леммы 9 следует, что
подгруппа A/N перестановочна со всеми S〈p,q〉-подгруппами из BN/N для каж-
дого p ∈ π. Поэтому к фактор-группе G/N применима индукция. По индукции
в G/N существует π′-холлова подгруппа H/N . Так как (|N |, |H/N |) = 1, по тео-
реме Шура — Цассенхауза [3, теорема 4.32] в подгруппе H имеется π′-холлова
подгруппа B1. По лемме об индексах

|G : B1| = |G : B||B : B1|,

поэтому |G : B1| — π-число. Следовательно, B1 — π′-холлова подгруппа группы
G и G является Eπ′ -группой. Утверждение 1 теоремы 2 доказано.

2. Воспользуемся индукцией по порядку группы G. Без ущерба для до-
казательства можно считать, что B является минимальной подгруппой, для
которой G = AB. Вначале проверим, что фактор-группа G/X с подгруппа-
ми AX/X, BX/X и единичной подгруппой X/X удовлетворяет требованиям
теоремы. Ясно, что

(AX/X)(BX/X) = G/X

и AX/X — нильпотентная π-холлова подгруппа в G/X. Пусть S1/X — под-
группа Шмидта из BX/X. Тогда S1 = (S1 ∩ B)X и по лемме 6 существует
минимальное добавление L ≤ S1 ∩ B к подгруппе X в группе S1 такое, что
L содержит подгруппу Шмидта S и SL = L. По условию подгруппа A X-
перестановочна с подгруппой Sl для каждого l ∈ L, а по лемме 1 подгруппа
AX/X перестановочна с подгруппой SlX/X. По лемме 7 подгруппа AX/X пе-
рестановочна с подгруппой 〈SlX/X | l ∈ L〉, порожденной подгруппами SlX/X
для всех l ∈ L. Поскольку

〈SlX/X | l ∈ L〉 = LX/X = S1/X,

то AX/X перестановочна со всеми подгруппами Шмидта из BX/X.
Таким образом, фактор-группа G/X удовлетворяет условиям теоремы. Ес-

ли X 6= 1, то |G/X| < |G| и по индукции фактор-группа G/X является Cπ′ -
группой. По лемме 2 группа G будет Cπ′ -группой.

Итак, в дальнейшем считаем, что X = 1. В этом случае подгруппа A будет
S〈p,q〉-полунормальной подгруппой для всех p ∈ π(B).

Предположим, что G — непростая группа, и пусть N — нетривиальная
нормальная подгруппа группы G. Если B нильпотентна, то G разрешима по
теореме Виландта — Кегеля и G — Cπ′ -группа. Пусть B ненильпотентна. Со-
гласно лемме 5 N = (N ∩ A)(N ∩ B). Если N ∩ A = 1, то N ⊆ B и N —
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π′-подгруппа, значит, N — Cπ′ -группа. Если N ∩ B = 1, то N ⊆ A и N —
π-подгруппа, поэтому Nπ′ = 1 и N — Cπ′ -группа.

Предположим, что N ∩ A 6= 1 6= N ∩ B, и проверим, что подгруппа N
удовлетворяет условиям теоремы. По лемме 4 N ∩A нильпотентна и π-холлова
в N . Если N ∩ B нильпотентна, то N разрешима и N — Cπ′ -группа. Если
подгруппа N ∩ B ненильпотентна, то N ∩ B содержит подгруппу Шмидта S.
Проверим равенство (N ∩ A)S = NS ∩ AS. Если a ∈ N ∩ A, b ∈ S, то ab ∈ NS
и ab ∈ AS. Значит, ab ∈ NS ∩ AS и (N ∩ A)S ⊆ NS ∩ AS. Обратно, пусть
ks ∈ NS ∩ AS, где k ∈ N , k ∈ A, s ∈ S. Тогда k ∈ N ∩ A, ks ∈ (N ∩ A)S и
верно включение NS ∩ AS ⊆ (N ∩ A)S. Аналогично доказывается равенство
SN ∩ SA = S(N ∩A). Таким образом,

(N ∩A)S = NS ∩AS = SN ∩ SA = S(N ∩A).

Значит, условия теоремы наследуются нормальными подгруппами группы G.
По индукции N — Cπ′ -группа.

Рассмотрим фактор-группу G/N . Ясно, что

G/N = (AN/N)(BN/N)

и AN/N — нильпотентная π-холлова подгруппа в G/N . Если BN/N нильпо-
тентна, то G/N разрешима и G/N — Cπ′ -группа. Пусть BN/N ненильпотентна
и S1/N — подгруппа Шмидта из BN/N . Тогда S1 ⊆ BN и S1 = (S1 ∩ B)N .
Пусть L — минимальное добавление к подгруппе N в A такое, что L ⊆ S1 ∩B.
Тогда по лемме 6 L содержит подгруппу Шмидта [P ]Q такую, что L = ([P ]Q)L.
Так как L ⊆ B, то ([P ]Q)l ⊆ B для всех l ∈ L, а по условию теоремы под-
группа A перестановочна с ([P ]Q)l для всех l ∈ L. По лемме 7 подгруппа A
перестановочна с ([P ]Q)L = L. Из равенства S1 = LN следует, что подгруппа A
перестановочна с подгруппой S1. Значит, нильпотентная π-холлова подгруппа
AN/N перестановочна с подгруппой Шмидта S1/N . Следовательно, условия
теоремы наследуются фактор-группами G/N . По индукции G/N — Cπ′ -группа.
Теперь по лемме 2 G — Cπ′ -группа.

Остался случай, когда G — простая группа. Так как B ненильпотентна,
в ней существует подгруппа Шмидта S. По условию теоремы AS = SA. По
утверждению 2 леммы 9 подгруппа A перестановочна с подгруппами Sx для
всех x ∈ G. Если AS 6= G, то по лемме 3 либо AG 6= G, либо SG 6= G. Получили
противоречие с простотой G. Значит, AS = G, и простая группа G является
произведением нильпотентной подгруппы A и подгруппы Шмидта S. Тогда по
теореме 2.8 из [17] группа G изоморфна одной из групп: PSL(2, 5), PSL(2, 7),
SL(2, 2n), 2n− 1 и n — простые числа. Факторизации этих групп известны (см.
теорему 0.7 в [17]), в результате приходим к следующим утверждениям:

G ' PSL(2, 5), A ' Z5, B ' A4;
G ' PSL(2, 7), A ' D8, B ' [Z7]Z3;
G ' SL(2, 2n), n ≥ 3, 2n − 1 и n — простые числа, A ' Z2n+1, B '

[E2n ]Z2n−1.
В первом случае π = {5}, π′ ∩ π(G) = {2, 3}. Во втором случае π = {2},

π′ ∩ π(G) = {3, 7}. В третьем случае π = π(2n + 1), π′ ∩ π(G) = {2} ∪ π(2n − 1).
Для каждого случая G является Cπ′ . Утверждение 2 теоремы 2 доказано.

3. Воспользуемся индукцией по порядку группы G. Если подгруппа A
нильпотентна, то по теореме III.5.6 из [4] G — Dπ-группа. Пусть A нениль-
потентна. Вначале проверим, что фактор-группа G/X с подгруппой AX/X и
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единичной подгруппой X/X удовлетворяет требованиям теоремы. Ясно, что
AX/X — π-холлова подгруппа в G/X. Пусть S1/X — π-подгруппа Шмидта в
G/X. Тогда по лемме 6 существует минимальное добавление L ≤ S1 к подгруп-
пе X в группе S1 такое, что L содержит π-подгруппу Шмидта S и SL = L. По
условию подгруппа A X-перестановочна с подгруппой Sl для каждого l ∈ L, а
по лемме 1 подгруппа AX/X перестановочна с подгруппой SlX/X. По лемме 7
подгруппа AX/X перестановочна с подгруппой 〈SlX/X | l ∈ L〉, порожденной
подгруппами SlX/X для всех l ∈ L. Поскольку

〈SlX/X | l ∈ L〉 = LX/X = S1/X,

то AX/X перестановочна со всеми π-подгруппами Шмидта из G/X. Таким
образом, фактор-группа G/X удовлетворяет условиям теоремы. Если X 6= 1,
то |G/X| < |G| и по индукции фактор-группа G/X является Dπ-группой (Cπ-
группой). По лемме 2 группа G являетсяDπ-группой (Cπ-группой соответствен-
но).

Итак, в дальнейшем считаем. что X = 1. В этом случае подгруппа A
перестановочна со всеми π-подгруппами Шмидта из G.

Пусть A ненильпотентна и S — подгруппа Шмидта из A. Если существует
x ∈ G такой, что Sx не содержится в A, то ASx — подгруппа группы G по
условию. Так как A — π-холлова, то ASx = A и SG = 〈Sx | x ∈ G〉 ⊆ A. Поэтому
AG =

⋂
g∈G

Ag содержит все подгруппы Шмидта из A. Предположим, что A/AG

ненильпотентна, и пусть T/AG — подгруппа Шмидта из A/AG. По лемме 6
минимальное добавление к подгруппе AG в T содержит подгруппу Шмидта,
которая не содержится в AG; противоречие. Значит, в A/AG нет подгрупп
Шмидта, поэтому A/AG нильпотентна. По теореме III.5.6 из [4] G/AG — Dπ-
группа, а по лемме 2 G является Dπ-группой. Теорема доказана.

При X = 1 из теоремы 2 вытекает

Следствие 2.1. Пусть в группе G существует π-холлова подгруппа A, и
пусть B — подгруппа такая, что G = AB. Тогда справедливы следующие утвер-
ждения.

1. Если A перестановочна со всеми p-замкнутыми pd-подгруппами Шмидта
из B для всех p ∈ π, то G является Eπ′ -группой.

2. Если A нильпотентна и перестановочна со всеми подгруппами Шмидта
из B, то G является Cπ′ -группой.

3. Если A перестановочна со всеми π-подгруппами Шмидта из G, то G
является Dπ-группой.

Отметим, что в такой формулировке утверждение 3 не использует класси-
фикацию конечных простых групп. На заключительном этапе доказательства
надо вместо леммы 2 использовать следующий результат С. А. Чунихина: рас-
ширение π-группы с помощью Dπ-группы является Dπ-группой [1] (см. также
[18, теорема 2∗]).

Пример 1. Группа PSL(2, 11) = ([Z11Z5])A4 с {5, 11}-холловой подгруппой
A = [Z11]Z5 и подгруппой B = A4 удовлетворяет условию 1 теоремы 2, но не
является C{5,11}′ -группой. Знакопеременная группа A5 = Z5A4 с {5}-холловой
подгруппой A = Z5 и подгруппой B = A4 удовлетворяет условию 2 теоремы 2,
но не является D{5}′ -группой.
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Эти примеры указывают на то, что в п. 1 теоремы 2 группа G может быть
не Cπ′ -группой, а в п. 2 — не Dπ′ -группой. Но если 2 ∈ π, то по теореме Гросса
[19] группа G в п. 1 теоремы 2 будет Cπ′ -группой.

4. Доказательство теоремы 3

Воспользуемся индукцией по порядку группы G. Ясно, что X ⊆ Op′(G).
Предположим, что K = Op′(G) 6= 1. В фактор-группе G/K подгруппа AK/K
является p′-подгруппой и G/K = (AK/K)(BK/K). Пусть M/K — максималь-
ная подгруппа из силовской p-подгруппы T/K из подгруппы BK/K. Ясно, что
T = PK для некоторой силовской p-подгруппы P из B. Тогда M = (P ∩M)K =
MpK, где Mp — силовская p-подгруппа из M , содержащаяся в P ∩M . Неслож-
ные вычисления показывают, что |P : Mp| = p, т. е. Mp — максимальная под-
группа в P . По условию теоремы подгруппы A и Mp X-перестановочны. Отсю-
да следует, что подгруппы AK/K и M/K перестановочны. Тем самым доказа-
но, что условия теоремы наследуются фактор-группой G/K и ее p′-подгруппой
AK/K. По индукции AK/K ⊆ Op′(G/K). Но Op′(G/K) = Op′(G)/K, поскольку
K — p′-подгруппа. Поэтому A ⊆ Op′(G) и теорема справедлива.

Тем самым следует считать, что Op′(G) = 1 и X = 1. В силу теоремы IV.2.8
из [4] силовская p-подгруппа из G нециклическая. Зафиксируем силовскую
p-подгруппу P из B и все ее максимальные подгруппы P1, . . . , Pn. По теоре-
ме III.8.3 из [4] n ≥ 2. По условию теоремы APi — подгруппа группы G. По
лемме 7 подгруппа A перестановочна с 〈P1, P2〉 = P , т. е. AP также подгруп-
па в группе G. Теперь |AP : APi| = p и APi — нормальная в AP подгруппа

для каждого i = 1, . . . , n. Поэтому подгруппа D =
n⋂
i=1

(APi) нормальна в AP и

D ∩ P = P0 — силовская p-подгруппа в D. Ясно, что

�(P ) =
n⋂
i=1

(Pi) ⊆
n⋂
i=1

(APi) ∩ P,

стало быть, �(P ) ⊆ P0. Применяя лемму 5 к подгруппам A,P1, P2 в группе AP ,
получаем, что

P1 ∩AP2 = (P1 ∩A)(P1 ∩ P2) = P1 ∩ P2.

Поэтому
AP1 ∩AP2 = A(P1 ∩AP2) = A(P1 ∩ P2).

Отсюда следует, что

D =
n⋂
i=1

(APi) = A

(
n⋂
i=1

(Pi)

)
= A�(P ),

т. е. �(P ) = P0 — силовская p-подгруппа в D. По лемме 10 подгруппа D p-
нильпотентна, т. е. подгруппа A нормальна в D. Так как A p′-холлова в AP ,
A ⊆ D ⊆ AP и D нормальна в AP , то A нормальна в AP и P ⊆ NG(A). Но P —
произвольная силовская p-подгруппа из B, поэтому

PB = 〈P b | b ∈ B〉 ⊆ NG(A).

Если теперь x = ba — произвольный элемент из группы G, b ∈ B, a ∈ A, то

P x = (P b)a ⊆ NG(A)a = NG(A),
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т. е. PG ⊆ NG(A). Если NG(A) = G, то теорема справедлива. Значит, следует
считать, что NG(A) 6= G, а PG — собственная нормальная подгруппа группы
G, причем

[PG, A] ⊆ PG ∩A ⊆ Op′(PG) = 1.

В частности, PGA = PG × A. Если C = CG(PG) 6= 1, то к C применима
индукция. Действительно, A ⊆ C, а по тождеству Дедекинда C = A(C∩B). Так
как подгруппа A централизует PG, то A перестановочна с любой максимальной
подгруппой из каждой силовской p-подгруппы из C ∩ B. По индукции A ⊆
Op′(C) ⊆ Op′(G) = 1.

Значит, следует считать, что C = G. Но в этом случае PG содержится в
центре группы G, поэтому группа G p-нильпотентна. Теорема 3 доказана.

При B = G получаем

Следствие 3.1. Пусть p — наименьший простой делитель порядка группы
G и A — p′-подгруппа из G. Если A перестановочна с любой максимальной
подгруппой из каждой силовской p-подгруппы группы G, то A ⊆ Op′(G).

Следствие 3.2. Пусть в группе G существует π-холлова подгруппа A
нечетного порядка. Если существует подгруппаB такая, чтоG = AB и подгруп-
па A перестановочна с любой максимальной подгруппой из каждой силовской
2-подгруппы из B, то группа G π-разрешима.

Доказательство. Зафиксируем силовскую 2-подгруппу P в группе G.
Пусть P1 — силовская 2-подгруппа из B. Ясно, что P1 является силовской
в G, поэтому P = P x

1 для некоторого x ∈ G. Но AM1 = M1A для каждой
максимальной подгруппы M1 из P1 по условию. Так как G = AB, то x = ba,
b ∈ B, a ∈ A, и

AMx
1 = AM ba

1 = A
(
M b

1
)a =

(
AM b

1
)a =

(
M b

1A
)a = M ba

1 A = Mx
1A.

Если подгруппа M1 пробегает все максимальные подгруппы из P1, то Mx
1 исчер-

пает все максимальные подгруппы из P . Таким образом, в группе G подгруппа
A перестановочна со всеми силовскими максимальными подгруппами из силов-
ской подгруппы P . Так как P — произвольная силовская 2-подгруппа группыG,
выполняются условия теоремы 3. Поэтому группа G π-разрешима. Следствие
доказано.

Пример 2. Рассмотрим группу G = ([Z7]Z3) × G2, A = Z3. Подгруппа
A удовлетворяет условию теоремы 3 для p = 2, и B = Z7 × G2. Ясно, что
A ⊆ O(G), но A не содержится в O3(G) = 1. Следовательно, в условиях теоремы
утверждение «AG — π(A)-подгруппа» доказать нельзя.
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