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АНАЛОГ ТОЖДЕСТВА ВАЛЬДА

ДЛЯ СЛУЧАЙНЫХ БЛУЖДАНИЙ

С БЕСКОНЕЧНЫМ СРЕДНИМ

Д. А. Коршунов

Аннотация. Выводится аналог классического тождества Вальда ESτ = EτEξ в
случае бесконечного среднего одного слагаемого. Находятся условия на τ , при
которых Emin(Sτ , x) ∼ EτEmin(ξ, x) при x→∞.
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Пусть ξ, ξ1, ξ2, . . . — независимые одинаково распределенные случайные ве-
личины со значениями в R. Положим Sn = ξ1 + · · ·+ ξn. Пусть τ — случайная
величина, принимающая значения в {1, 2, . . . }. Хорошо известно тождество
Вальда

ESτ = EτEξ, (1)

если Eτ и E|ξ| конечны, а τ таково, что для любого n

событие {τ ≤ n} не зависит от величины ξn+1. (2)

Соответствующие теоремы для моментов достижения множеств и, более общо,
для некоторых моментов остановки впервые доказал Вальд в [1–3] и улучшил
Волфовиц [4] (см. также [5, гл. XII и XVIII]). Общий результат был сформули-
рован и доказан А. Н. Колмогоровым и Ю. В. Прохоровым в [6] при условии
типа (2) (см. также [7, гл. 4]).

В настоящей заметке рассматривается случай бесконечного среднего E|ξ| =
∞. В этом случае как левая, так и правая части равенства (1) могут либо
быть неопределенными, либо принимать бесконечное значение одного из знаков.
Поэтому мы интересуемся асимптотическим поведением величины E{Sτ ;−y ≤
Sτ ≤ x} при x, y →∞.

Для произвольной величины X обозначим положительную часть max(0, X)
через X+ и отрицательную max(0,−X) — через X−, так что X = X+ − X−.
Обозначим функцию урезанного среднего значения положительной части ξ че-
рез

m+(x) = Emin(ξ+, x) =
x∫

0

P{ξ > y} dy,
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x > 0, а отрицательной части ξ — через

m−(x) = Emin(ξ−, x) =
0∫

−x

P{ξ < y}dy.

Первое наблюдение состоит в том, что положительную часть суммы можно
оценить суммой положительных частей слагаемых:

S+
τ ≤ ξ+

1 + . . .+ ξ+
τ ,

что вместе с вогнутостью функции y → min(y, x) влечет неравенство

min(S+
τ , x) ≤ min(ξ+

1 , x) + . . .+ min(ξ+
τ , x).

Поскольку min(ξ+, x) имеет конечное среднее, отсюда и из (1) вытекает оценка
сверху

Emin(S+
τ , x) ≤ Eτm+(x). (3)

Симметрично Emin(S−τ , x) ≤ Eτm−(x). Эти оценки подсказывают нам возмож-
ную форму ответа и для асимптотики Emin(S+

τ , x). Однако мы предполагаем
дополнительно, что Sn →∞ при n→∞ с вероятностью 1; в ситуации E|ξ| = ∞
для этого необходимо и достаточно (см. следствие 1 в [8]), чтобы

0∫
−∞

|y|
m+(−y)

P{ξ ∈ dy} <∞. (4)

Это условие означает, грубо говоря, что правый хвост распределения ξ тяже-
лее левого хвоста. В частности, m+(x) → ∞ при x → ∞, т. е. Eξ+ = ∞.
Справедлива следующая

Теорема 1. Пусть τ не зависит от будущего в том смысле, что для любого
n

σ(ξ1, . . . , ξn, I{τ ≤ n}) не зависит от σ(ξn+1, ξn+2, . . . ). (5)

Если выполнено условие (4), то при x→∞

Emin(S+
τ , x) ∼ Eτm+(x), Emin(S−τ , x) ≤ Eτm−(x) = o(m+(x)).

Условие (5) влечет, в частности, условие (2). Если случайная величина τ
не зависит от последовательности {ξn}, то условие (5) выполнено. Оно также
выполнено, если τ является моментом остановки для последовательности {ξn},
т. е. если для любого n событие τ ≤ n измеримо относительно σ(ξ1, . . . , ξn).

Доказательство. Ввиду (3) для доказательства первой эквивалентности
достаточно проверить, что

lim inf
x→∞

Emin(S+
τ , x)

m+(x)
≥ Eτ. (6)

Доказательство следует идее «одного большого скачка», известной из теории
субэкпоненциальных распределений. Фиксируем N и A; в дальнейшем будет
осуществлен переход N , A→∞. Справедливо неравенство

Emin(S+
τ , x) ≥

∞∑
n=1

min(n,N)∑
j=1

E{min(S+
n , x); τ = n, ξj > A,

|ξk| ≤ A для любого k < j}.
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Так как совместное наступление событий {ξj > A, |ξk| ≤ A для любого k < j} и
{Sk − Sj ≥ −A для любого k > j} влечет S+

n ≥ ξ+
j −NA, то

Emin(S+
τ , x) ≥

∞∑
n=1

min(n,N)∑
j=1

E{min(ξ+
j −NA, x); τ = n, ξj > A,

|ξk| ≤ A для любого k < j, inf
k>j

(Sk − Sj) ≥ −A}.

В силу ограниченности величины min(ξ+ −NA, x) снизу и сверху можно поме-
нять порядок суммирования и получить неравенство

Emin(Sτ , x) ≥
N∑
j=1

E{min(ξ+
j −NA, x); τ ≥ j, ξj > A,

|ξk| ≤ A для любого k < j, inf
k>j

(Sk − Sj) ≥ −A} ≡ �.

Поскольку {τ ≥ j} = {τ ≤ j − 1}, ввиду условия (5)

� =
N∑
j=1

P{τ ≥ j, |ξk| ≤ A для любого k < j}E{min(ξj , x); ξj > A}

×P{ inf
k>j

(Sk − Sj) ≥ −A}.

В силу условия (4), эквивалентного сходимости Sn → ∞, inf
k≥1

Sk является соб-

ственной случайной величиной. Поэтому для любого ε > 0 найдется A такое,
что

P{ inf
k≥1

Sk ≥ −A} ≥ 1− ε.

Тогда

� ≥ (1− ε)E{min(ξ+, x); ξ > A}
N∑
j=1

P{τ ≥ j, |ξk| ≤ A для любого k < j}.

Следовательно,

lim inf
x→∞

Emin(S+
τ , x)

m+(x)
≥ (1− ε)

N∑
j=1

P{τ ≥ j, |ξk| ≤ A для любого k < j}.

Устремляя A к ∞, приходим к оценке

lim inf
x→∞

Emin(S+
τ , x)

m+(x)
≥ (1− ε)

N∑
j=1

P{τ ≥ j}.

В силу произвольности выбора ε > 0 и N отсюда вытекает нижняя оценка (6).
Первая эквивалентность теоремы доказана.

Во втором утверждении теоремы осталось доказать лишь соотношение
m−(x) = o(m+(x)) при x→∞. Действительно,

m−(x)
m+(x)

=
xP{ξ < −x}

m+(x)
+

0∫
−x

|y|
m+(x)

P{ξ ∈ dy}.
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Поскольку функция x/m+(x) не убывает (см., например, [9]), первое слагаемое
в правой части не превосходит

−x∫
−∞

|y|P{ξ ∈ dy}
m+(−y)

.

Второе слагаемое в правой части не превосходит

−A∫
−x

|y|
m+(−y)

P{ξ ∈ dy}+
0∫

−A

|y|
m+(x)

P{ξ ∈ dy}

для любого A < x. Следовательно,

lim sup
x→∞

m−(x)
m+(x)

≤
−A∫
−∞

|y|
m+(−y)

P{ξ ∈ dy},

что завершает доказательство ввиду условия (4) и произвольности выбора A.
Обозначим момент первого достижения случайным блужданием криволи-

нейной границы a(n) ≥ 0 через η = min{n ≥ 1 : Sn ≥ a(n)}, а перескок — через
χ = Sη − a(η).

Теорема 2. Пусть Eξ+ = ∞ и выполнено условие (4). Если a(n) ≤ cn для
некоторого c > 0, то Eη <∞ и

Emin(Sη, x) ∼ Emin(χ, x) ∼ Eηm+(x) при x→∞.

Частный случай этой теоремы для a(n) ≡ 0 был доказан другим методом в
[9, лемма 1] (см. также [10, лемма 2]).

Доказательство. В силу условия (4) с вероятностью 1 имеет место схо-
димость Sn−cn→∞. Следовательно, минимум случайного блуждания Sn−cn
конечен с вероятностью 1, что эквивалентно конечности среднего значения пер-
вого момента выхода на положительную полуось. Следовательно, Eη < ∞.
Кроме того, величина η удовлетворяет условию (5), так как является моментом
остановки. Поэтому из теоремы 1 вытекает, что

Emin(Sη, x) ∼ Eηm+(x) при x→∞.

Поскольку χ ≤ Sη,
Emin(χ, x) ≤ Eηm+(x)

в силу (3). С другой стороны, неравенства min(χ, x) ≥ min(Sη, x)− a(η), a(η) ≤
b+ cη и конечность среднего η влекут оценку снизу

Emin(χ, x) ≥ Emin(Sη, x)− b− cEη ∼ Eηm+(x).

Теорема доказана.

Автор признателен рецензенту за полезные замечания, особенно по поводу
теоремы 2.
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