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О ПРИМЕНЕНИИ МЕТОДОВ ГРУППОВОГО

АНАЛИЗА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ДЛЯ НЕКОТОРЫХ СИСТЕМ C1–ГЛАДКИХ

НЕКОММУТИРУЮЩИХ ВЕКТОРНЫХ ПОЛЕЙ

А. В. Грешнов

Аннотация. Для канонических базисных C1-гладких векторных полей {X̃i}, удо-
влетворяющих определенным ограничениям на их коммутаторы методами группо-
вого анализа дифференциальных уравнений доказана теорема о существовании их
локальной однородной нильпотентной аппроксимации в начале координат. Изу-
чены свойства квазиметрик, индуцированных некоторыми системами векторных
полей, связанных с {X̃i}.
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Введение

На области U ⊂ RN рассмотрим систему гладких векторных полей {Xj}
такую, что значения рассматриваемых векторных полей линейно независимы в
каждой точке g ∈ U и каждому векторному полю Xj сопоставлено натураль-
ное число degXj ≥ 1 (степень векторного поля) так, что «коммутирование»
векторных полей (самое большее) «складывает» их степени, т. е.

[Xi, Xj ] =
∑
k

Ck
ijXk, (0.1)

где Ck
ij — непрерывные на U функции такие, что Ck

ij = 0 для degXi + degXj <
degXk (см. [1]). Совокупность всех пар (i, degXi) назовем градуировкой систе-
мы векторных полей {Xj}, а число M = max

i=1,...,N
degXi — глубиной градуировки.

В работе [2], в частности, доказано, что в случае достаточно гладких векторных
полей {Xj} векторные поля �g

1/εε
degXiXi, i = 1, . . . , N , где �g

τ = θg ◦ δτ ◦ θ−1
g —

неоднородный оператор растяжения, согласованный с градуировкой системы
векторных полей (определение отображения δτ см. в § 2), а θg — отображе-
ние, порождающее (локально) систему координат 1-го рода, связанную с {Xj},
сходятся равномерно при ε → 0 в некоторой окрестности Og точки g ∈ U к
векторным полям X̂g

i , i = 1, . . . , N , таким, что значения векторных полей X̂g
i ,
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i = 1, . . . , N , линейно независимы в каждой точке u ∈ Og, и совокупность век-
торных полей

{
X̂g

i

}
удовлетворяют следующей таблице коммутаторов:

[X̂g
i , X̂

g
j ] =

∑
k

δijkĈ
g
ijkX̂

g
k , Ĉg

ijk = Ck
ij(g) = const, (0.2)

где δijk = 1 в случае degXi + degXj = degXk и δijk = 0 во всех осталь-
ных случаях. Система векторных полей

{
X̂g

i

}
называется локальной нильпо-

тентной однородной аппроксимацией системы векторных полей {Xi} в точке g
(ср. с [3, § 5]). Нильпотентная однородная аппроксимация для некоммутирую-
щих векторных полей полезна во многих вопросах анализа и геометрии (см., на-
пример, [3–9]). Различные нильпотентные аппроксимации использовались при
изучении гипоэллиптических уравнений в частных производных и в нелинейной
теории оптимального управления, начиная с работ Родшильд и Стейна [10] и
Гудмена [11]. Для достаточно гладких векторных полей {Xi}, удовлетворяю-
щих (0.1), существование нильпотентной аппроксимации и ее свойства изуча-
лись в [2–5]. Отметим, что техника работ [2–5, 7, 8] фактически основана на
использовании разложений в ряды Кэмпбелла — Хаусдорфа в различных си-
стемах координат. Однако если гладкость векторных полей {Xi} всего лишь
C1, а глубина градуировки достаточно велика, то метод разложения в ряды
ничего не дает. Естественно, возникает вопрос о том, можно ли в данной ситуа-
ции доказать существование однородной нильпотентной аппроксимации и если
да, то какими аналитическими методами. Основные трудности, которые здесь
возникают, состоят в следующем:

(a) найдется ли в окрестности точки g ∈ U система координат Fg (подходя-
щая система координат) такая, что векторные поля �̃g

1/εε
degXiXi, i = 1, . . . , N ,

�̃g
τ = Fg ◦ δτ ◦ F−1

g , сходятся равномерно к некоторым векторным полям X̂g
i ,

i = 1, . . . , N ,
(b) будут ли векторные поля X̂g

i , i = 1, . . . , N , порождать нильпотентную
алгебру Ли,

(c) каковы структурные константы этой алгебры Ли, как они связаны с
функциями Ck

ij .
Задача о существовании однородной нильпотентной аппроксимации для

C1-гладких векторных полей, удовлетворяющих (0.1), рассматривалась в из-
вестной работе М. Громова [1] на пространствах Карно — Каратеодори. Там
же предложен способ решения этой задачи, однако при его реализации дополни-
тельно предполагалось, что для системы координат 2-го рода Eg, индуцирован-
ной «исходной» системой векторных полей {Xi}i=1,...,N , выполняется формула[(
E−1
g

)
∗Xi,

(
E−1
g

)
∗Xj

]
=
(
E−1
g

)
∗[Xi, Xj ] (все необходимые детали читатель мо-

жет найти в [1, § 1]). В настоящей работе доказано, что если C1-гладкие век-
торные поля {X̃i}, удовлетворяющие табл. (0.1), являются каноническими, то
векторные поля (δ1/ε)∗εdeg eiX̃i сходятся равномерно в некоторой окрестности
начала обычных евклидовых координат к некоторым аналитическим канониче-
ским векторным полям X̂i, компоненты координатной записи которых являют-
ся полиномами, имеющими соответствующую степень однородности, порожда-
ющим нильпотентную алгебру (теорема 2.1, следствия 2.1–2.5). Это является
основным результатом данной работы. Способ доказательства теоремы 2.1 не
использует методы из [1], он основан на некоторых приемах группового анализа
дифференциальных уравнений из [12, гл. 4], адаптированных к настоящей си-
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туации. А именно, мы изучаем свойства решений систем некоторых обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, зависящих от малого параметра ε, являю-
щихся аналогом известных уравнений Маурера — Картана. При этом отметим,
что соответствующие доказательства из [12] используют существование груп-
пового ассоциативного ядра, которого в нашей ситуации может и не быть, так
как функции Ck

ij не тождественно постоянны. Отметим, что если «исходные»
векторные поля класса C2 (C1,1), то это сразу влечет выполнение соответствую-
щих тождеств Якоби всюду (почти всюду), см. утверждение 1.2 (следствие 1.1),
откуда сразу следует, что векторные поля {X̂i} образуют нильпотентную ал-
гебру Ли, градуировка которой совпадает с градуировкой исходных векторных
полей.

В § 3 получены следствия из теоремы 2.1. В § 4 мы рассматриваем неко-
торые анизотропные метрические пространства, включающие в себя квазипро-
странства Карно — Каратеодори из [2, 7], где предполагалось, что гладкость
векторных полей не ниже, чем M + 1. Для таких пространств установлены
некоторые свойства их квазиметрик (анизотропных римановых метрик), обоб-
щающие соответствующие результаты из [2, 7].

В качестве простейшего примера системы канонических векторных полей
можно рассмотреть произвольный набор векторных полей

{(
θ−1
g

)
∗Xi

}
, где глад-

кие векторные поля Xi, i = 1, . . . , N , таковы, что их значения линейно незави-
симы в каждой точке области определения, а θg — отображение, индуцирующее
систему координат 1-го рода, связанную с {Xi}, в некоторой окрестности точ-
ки g, принадлежащей области определения {Xi}. Другие примеры канониче-
ских векторных полей можно получить как решения системы уравнений (2.11)
(следствие 2.4). Канонические векторные поля имеют важное значение в тео-
рии групп Ли (см., например, [12, 13]). Также отметим, что переход от «про-
извольных» векторных полей к их канонической реализации (c использованием
соответствующего отображения, индуцирующего нормальные координаты) да-
ет значительные преимущества при конкретных вычислениях (см. [2–9]). В
последнее время интерес к нильпотентным каноническим алгебрам Ли и со-
ответствующим им нильпотентным каноническим группам Ли стимулировался
интенсивным развитием теории квазиконформных отображений и связанных
с ними субэллиптических уравнений на неголономных многообразиях (см., на-
пример, [14–17]).

В заключение отметим, что интерес к рассматриваемым в настоящей работе
вопросам о «минимальных показателях гладкости» является весьма закономер-
ным с точки зрения развития анализа и теории дифференциальных уравнений
в неголономной геометрии. В связи с этим отметим недавнюю работу [18], где
изучается понятие коммутатора для липшицевых векторных полей.

Автор выражает глубокую благодарность рецензенту за критику предыду-
щего варианта работы, которая несомненно помогла автору, профессору Г. В. Де-
миденко за консультации по вопросам теории обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений, профессору С. К. Водопьянову за интерес к результатам автора.

§ 1. Предварительные определения,
обозначения и сведения

В статье угловые скобки 〈 〉 будут использованы для обозначения образов
при линейных и полилинейных отображениях; |(x1, . . . , xN )|∞ = max

i=1,...,N
|xi|; ∂ —

символ производной по аргументу, указанному либо в индексе (∂x), либо после
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символа отображения (∂f(x)); δij — символы Кронекера; ei — единичный век-
тор евклидова пространства RN , имеющий в координатной записи на i-м месте
единицу и на остальных местах — нули.

Пусть на некоторой ограниченной области U ⊂ RN заданы C1-гладкие ба-
зисные векторные поля X1,. . . ,XN , т. е. такие, что rank(X1, . . . , XN )(g) = N
для каждой точки g ∈ U . Обозначим через A = A(x) : U → RN отображение
(матрицу размера N × N), i-й столбец которого совпадает с вектор-столбцом
Xi для каждого i = 1, . . . , N ; также пусть V (x) = A−1(x). Из теоремы о суще-
ствовании и единственности решений обыкновенных дифференциальных урав-
нений [19, 20] следует, что найдется такое число T > 0, что для каждого вектора
(x1, . . . , xN ), |(x1, . . . , xN )|∞ < T , решение задачи Коши

ẋ(s) =
N∑
i=1

xiXi(x(s)), s ∈ [0, 1], x(0) = g,

существует и единственно. Для каждой точки g ∈ U определим отображение
θg : Be(0, T ) → Og, действующее по формуле

θg : (x1, . . . , xN ) → exp

(
N∑
j=1

xjXj

)
(g), θg(0, . . . , 0) = g,

здесь exp
(

N∑
j=1

xjXj

)
(g) — конец интегральной линии векторного поля

N∑
j=1

xjXj

единичной длины, Be(0, T ) ⊂ RN — шар в соответствующей евклидовой метри-
ке ρ.

Лемма 1.1. 1. Существует положительное число κg такое, что отображе-
ние θg является C1-гладким диффеоморфизмом на Be(0, κg).

2. Отображение θg C1-гладко зависит от g.
Доказательство. C1-гладкость отображения вытекает из теоремы о глад-

кой зависимости решений обыкновенных дифференциальных уравнений от па-
раметров. Кроме того,

∂θg(x1, . . . , xN )
∂(x1, . . . , xN )

∣∣
(x1,...,xN )=(0,...,0) = (X1, . . . , XN )(g),

что оканчивает доказательство п. 1. П. 2 следует из теоремы о непрерывной (в
данном случае C1-гладкой) зависимости решений обыкновенных дифференци-
альных уравнений с C1-гладкой правой частью от начальных данных [20].

Лемма 1.2. Существует область O ⊂ U такая, что O ⊂ θg(Be(0, κ)) для
каждой точки g ∈ O, κ = inf{κg | g ∈ O}.

Доказательство. В силу теорем непрерывной зависимости решений
обыкновенных дифференциальных уравнений от начальных данных и парамет-
ров [20] κg непрерывно зависит от точки g. Поэтому для достаточно малой
окрестности U1 точки g найдется число κ > 0 такое, что κ ≤ κu для любого
u ∈ U1. Обозначим

ru = sup{r | Be(u, r) ⊂ θu(Be(0, κ))}/2.

Ввиду теорем о непрерывной зависимости решений обыкновенных дифферен-
циальных уравнений от начальных данных и параметров [20] ru непрерывно
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зависит от точки u ∈ U1. Поэтому найдется число r′ > 0 такое, что r′ ≤ ru
для любого u ∈ U1. Рассмотрим евклидов шар Be(g, r′/4). Очевидно, что
Be(g, r′/4) ⊂ Be(u, r′) для любого u ∈ Be(g, r′/4). Тогда в качестве O можно
взять Be(g, r′/4).

Лемма 1.3. Найдутся число κ̃ > 0 и область Õ ⊂ O такие, что для любых
векторов a = (a1, . . . , aN ), b = (b1, . . . , bN ), max{|a|, |b|} < κ̃, и w ∈ Õ найдется
единственный вектор c = c(a, b) = (c1, . . . , cN ) такой, что

exp

(
N∑
i=1

biXi

)
◦ exp

(
N∑
i=1

aiXi

)
(w) = exp

(
N∑
i=1

ciXi

)
(w) ⊂ O.

Доказательство. Выберем точку g ∈ O. Тогда найдется число κ′g > 0
такое, что θg(Be(0, κ′g)) ⊂ O. Из леммы 1.1 следует, что найдется такое положи-
тельное число κ ≤ κ′g, что θu(Be(0, κ′g)) ⊂ O для любого u ∈ θg(Be(0, κ)), откуда
вытекает, что θu(Be(0, κ)) ⊂ O для любого u ∈ θg(Be(0, κ)). Далее рассмотрим
произвольную точку u ∈ θg(Be(0, κ)). По лемме 1.1 найдется число λu такое,
что θv(Be(0, κ)) ⊂ O для любой точки v ∈ θu(Be(0, λu)). Согласно лемме 1.1
существуют положительные числа κ′, λ такие, что κ′ < κ, λ < λu, и для лю-
бой точки v ∈ θu(Be(0, λ)), где u ∈ θg(Be(0, κ′)), выполняется θv(Be(0, κ)) ⊂ O.
Тогда мы можем полагать, что κ̃ = min{λ, κ′}, Õ = θg(Be(0, κ̃)).

Зафиксируем точку g ∈ O и вместе с ней отображение θg. Отметим следу-
ющее хорошо известное свойство:

(
θ−1
g

)
∗A(g) = I, где I : RN → RN — тожде-

ственное отображение. Кроме того,

ps = θ−1
g

(
exp

(
s

N∑
i=1

piXi

)
(g)

)
, s ∈ [s1, s2],

где p = (p1, . . . , pN ) и число |p||s1 − s2| достаточно мало.

Определение 1.1. Набор базисных векторных полей {X̃i}i=1,...,N , опре-
деленных в некоторой окрестности начала координат O, будем называть кано-
ническим, если для каждого вектора p ∈ RN , tp ∈ O, t ∈ R+, выполняются
тождества A(pt)〈p〉 = p, V (pt)〈p〉 = p.

Утверждение 1.1. Набор C1-гладких базисных векторных полей
{X̃i}i=1,...,N является каноническим тогда и только тогда, когда для любого

вектора p ∈ RN выполняется exp
(
s

N∑
i=1

piX̃i

)
(0) = sp, где число |p|s достаточно

мало.
Доказательство. (⇒) Следствие теоремы о существовании и единствен-

ности обыкновенных дифференциальных уравнений [20]. (⇐) Продифференци-

руем по параметру s тождество exp
(
s

N∑
i=1

piX̃i

)
(0) = sp в некоторой точке s1, в

результате получим

d exp
(
s

N∑
i=1

piX̃i

)(
exp(s1

N∑
i=1

piX̃i)(0)
)

ds

∣∣∣∣∣
s=0

=A

(
exp

(
s1

N∑
i=1

piX̃i

)
(0)

)
〈p〉 = A(ps1)〈p〉 = p,
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откуда в силу определения отображения V вытекает V (ps1)〈p〉 = p.

Утверждение 1.2. Пусть базисные векторные поля, удовлетворяющие
табл. (0.1), принадлежат классу C2. Тогда совокупность функций Ck

ij , для ко-
торых выполняется degXk = degXi + degXj , удовлетворяют тождеству Якоби
в U .

Доказательство. Имеем

[Xl, [Xi, Xj ]] + [Xi, [Xj , Xl]] + [Xj , [Xl, Xi]] = 0,

[Xl, [Xi, Xj ]] = [Xl,
∑

degXk≤degXi+degXj

Ck
ijXk] =

∑
degXk≤degXi+degXj

Ck
ij [Xl, Xk]

+
∑

degXk≤degXi+degXj

(XlC
k
ij)Xk,

[Xi, [Xj , Xl]] = [Xi,
∑

degXk≤degXj+degXl

Ck
jlXk] =

∑
degXk≤degXj+degXl

Ck
jl[Xi, Xk]

+
∑

degXk≤degXj+degXl

(XiC
k
jl)Xk,

[Xj , [Xl, Xi]] = [Xj ,
∑

degXk≤degXl+degXi

Ck
liXk] =

∑
degXk≤degXl+degXi

Ck
li[Xj , Xk]

+
∑

degXk≤degXl+degXi

(XjC
k
li)Xk.

Используя вышеприведенные равенства и табл. (0.1), получаем утверждение 1.2.

Следствие 1.1. Пусть векторные поля, удовлетворяющие табл. (0.1), при-
надлежат классу C1,1. Тогда совокупность функций Ck

ij таких, что degXk =
degXi + degXj , удовлетворяют тождеству Якоби почти всюду в O.

§ 2. Однородная аппроксимация
для C1-гладких канонических векторных полей

В этом параграфе будем рассматривать канонические C1-гладкие базисные
векторные поля {X̃i}, i = 1, . . . , N , определенные в некоторой окрестности нача-
ла координат O ⊂ RN . Здесь, как и выше, A = A(x) : U → RN — отображение,
i-й столбец которого совпадает с вектор-столбцом X̃i для каждого i = 1, . . . , N
и V (x) = A−1(x).

Рассмотрим (ср. с [12, гл. IV]) билинейное кососимметрическое отображение
Cx〈h, k〉 : O × O → O, действующее по формуле

Cx〈h, k〉 = ∂V (x)〈A(x)〈h〉, A(x)〈k〉〉 − ∂V (x)〈A(x)〈k〉, A(x)〈h〉〉, x ∈ O. (2.1)

Заменяя в (2.1) (h, k) на (V (x)〈h〉, V (x)〈k〉), получаем

Cx〈V (x)〈k〉, V (x)〈h〉〉 = ∂V (x)〈h, k〉 − ∂V (x)〈k, h〉.

Используя формулу ∂V (x)〈h, k〉 = −V (x)〈∂A(x)〈h, V (x)〈k〉〉〉, выводимую при
помощи дифференцирования тождества A(x)V (x) = I, приходим к равенству

A(x)〈Cx〈k, h〉〉 = ∂A(x)〈A(x)〈k〉, h〉 − ∂A(x)〈A(x)〈h〉, k〉. (2.2)
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Правая часть (2.2) есть не что иное, как [A(x)〈h〉, A(x)〈k〉]. Тождества (2.2)
представляют собой аналог уравнений Маурера — Картана (см. [12]).

Пусть оператор Cx действует следующим образом: векторам ei соответ-
ствуют натуральные числа deg ei, 1 ≤ deg ei < N , такие, что deg e1 = 1,
deg ei ≤ deg ej в случае i ≤ j, при этом

Cx〈ei, ej〉 =
∑

deg ek≤deg ei+deg ej

Ck
ij(x)ek (2.3)

для некоторых непрерывных на O функций Ck
ij(x) и Ck

ij(x) = 0 в случаях deg ei+
deg ej < deg ek. Отметим, что из кососимметричности Cx следует Ck

ij(x) =
−Ck

ji(x). Используя (2.2), (2.3), получаем

[X̃i, X̃j ](x) =
( ∑

deg ek≤deg ei+deg ej

Ck
ijX̃k

)
(x), x ∈ O. (2.4)

Исходя из (2.4), автоматически присваиваем каждому векторному полю X̃j сте-
пень, равную deg ej . Рассмотрим на RN согласованный с градуировкой системы
векторных полей {X̃i} оператор растяжения δτ , действующий по формуле

δτx = (τdeg e1x1, . . . , τ
deg eNxN ) = xτ , x = (x1, . . . , xN ),

и пусть
Boxecc(0, ε) = {u ∈ O | u = δτx, |x|∞ = 1, τ < ε}.

Также введем следующие обозначения: hi = max{j | deg ej = i}. Тогда

rank(X̃1, . . . , X̃k)(x) = hi ∀x ∈ O,

где X̃j , j = 1, . . . , k, — все векторные поля, имеющие степень не выше i.

Теорема 2.1. Пусть C1-гладкий базисный канонический набор векторных
полей {X̃i}i=1,...,N , определенный в O, удовлетворяет (2.4). Тогда на некотором
множестве Boxecc(0, ε0) ⊂ O выполняется

(δ1/ε)∗ ◦A(δεx) ◦ (δε)∗ ⇒
ε→0

Â(x),

где ε ∈ (0, 1), Â = Â(x) ∈ C∞ — N×N -нижнетреугольная матрица с диагональ-
ными элементами, равными 1.

Доказательство. Пусть w(t) = tV (tx)〈h〉 для некоторого произвольно
выбранного вектора h. Дифференцирование вектор-функции w по t дает выра-
жение

∂tw = t∂V (tx)〈x, h〉+ V (tx)〈h〉.
С другой стороны, имеем тождество x = V (tx)〈x〉, дифференцирование кото-
рого по x на векторе h приводит к равенству h = t∂V (tx)〈h, x〉 + V (tx)〈h〉. В
результате вычитания этого равенства из предыдущего получается

∂tw − h = t∂V (tx)〈x, h〉 − t∂V (tx)〈h, x〉 = tCtx〈V (tx)〈h〉, V (tx)〈x〉〉 = Ctx〈w, x〉.

Таким образом, каждая вектор-функция w удовлетворяет следующему диффе-
ренциальному уравнению:

∂tw = h+ Ctx〈w, x〉, w(0) = 0. (2.5)
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Исследуем свойства решений задачи (2.5). В качестве h рассмотрим вектор
eεj = εdeg ejej для некоторого фиксированного j ∈ {1, . . . , N}. Пусть wε(t) =
tV (txε)〈eεj〉, где wε = (wε,i)i=1,...,N , x ∈ Boxecc(ε0), ε ≤ 1. Положим

wε = (εdeg eiŵε,i)i=1,...,N = δεŵε. (2.6)

Из определения вектор-функции wε вытекает, что

wε,i = εdeg ej tvi(txε) = O(εdeg ej ), i = 1, . . . , N, (2.7)

где vi(txε) — некоторые C1-гладкие функции. Подстановка (2.6) в (2.5) дает

∂twε = δε∂tŵε = eεj + Ctδεx〈δεŵε, δεx〉, ŵε(0) = 0. (2.8)

Если в (2.8) положить ε = 1, то мы получаем задачу (2.5) для h = ej . Расписы-
вая (2.8) покоординатно, для каждого k = 1, . . . , N имеем

εdeg ek∂tŵε,k = εdeg ejδjk +
∑

deg ek≤deg ei+deg el

εdeg ei+deg elCk
il(tδεx)ŵε,ixl. (2.9)

Из (2.9) вытекает, что

∂tŵε = ej + Cε
tx〈ŵε, x〉, ŵε(0) = 0, (2.10)

где оператор Cε
tx определяется при помощи непрерывных функций

Cε
ilk(tx) = εdeg ei+deg el−deg ekCk

il(tδεx).

Заметим, что семейство функций Cε
ilk(tx) равностепенно непрерывно и равно-

мерно ограничено на области определения; при этом, учитывая (2.7), имеем

Cε
ilk(tx) −−−→

ε→0

{
Ck
il(0), deg ei + deg ej = deg ek,

0, deg ei + deg ej > deg ek,

равномерно на области определения. Поэтому если число ε0 достаточно мало, то
из классических теорем о существовании решений обыкновенных дифференци-
альных уравнений (см., например, [19]) вытекает, что для каждого ε существует
решение задачи (2.10) в промежутке [0, 1]. Пусть ŵ0(t) — решение следующей
задачи Коши:

∂tŵ0 = ej + Ĉ0〈ŵ0, x〉, ŵ0(0) = 0, t ∈ [0, 1], (2.11)

где действие оператора Ĉ0 определяется тождествами

Ĉ0〈ei, ej〉 =
∑

deg ei+deg ej=deg ek

Ĉk
ijek, где Ĉk

ij = Ck
ij(0) = const . (2.12)

Решение ŵ0 аналитическое (в силу линейности (2.11) по ŵ0) и единственно (см.
также [12]). Используя теорему Асколи — Арцела (см. [19, теорема 2.4]), при-
ходим к следующей равномерной сходимости:

ŵε(t) ⇒
ε→0

ŵ0(t), t ∈ [0, 1]. (2.13)

Обозначим
(
aj1, . . . , a

j
N

)
(δεx) = X̃j(δεx) = A(δεx)〈ej〉. Докажем следующие

оценки:

ajk(xε) =

{
δjk + cjk(xε, ε) = δjk +O(ε), k ≤ hdeg ej ,

cjk(xε) = O(εdeg ek−deg ej ), k > hdeg ej ,
(2.14)
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где cjk(xε, ε) — C1-гладкие функции. Так как {X̃i}i=1,...,N — набор C1-гладких
базисных векторных полей, имеем wε(1) = V (xε)〈eεj〉 ∈ C1. Интегрируя (2.8), с
учетом (2.7), (2.9) получаем, что

wε,k(1) =

{
εdeg ejδkj + c̃jk(xε) = εdeg ejδkj +O(εdeg ej+1), k ≤ hdeg ej ,

c̃jk(xε) = O(εdeg ek), k > hdeg ej ,
(2.15)

для некоторых C1-гладких на Boxecc(0, ε) функций c̃jk. Заметим, что j-й стол-
бец матрицы V (xε) совпадает с вектором ε− deg ejwε(1). Учитывая (2.15), по-
лучаем, что матрица V (xε) удовлетворяет условиям леммы 3.1 из [7]. Так как
V −1(xε) = A(xε) ∈ C1, равенства (2.14) доказаны. Обозначим символом V̂

матрицу размера N × N , j-й столбец которой совпадает с w0, и Â = V̂ −1. Из
(2.13), (2.15) вытекает, что

(δε−1)∗ ◦ V (δεx) ◦ (δε)∗ ⇒
ε→0

V̂ (x)

равномерно на Boxecc(0, ε0), что равносильно тому, что

(δε−1)∗ ◦A(δεx) ◦ (δε)∗ ⇒
ε→0

Â(x) (2.16)

равномерно на Boxecc(0, ε0). При этом из (2.14) и (2.16) вытекает, что матрица
Â(x) в каждой точке x ∈ Boxecc(0, ε0) будет нижнетреугольной с диагональными
элементами, равными 1, а элементы матрицы будут (локально) аналитическими
функциями. Теорема 2.1 доказана.

Для каждого мультииндекса α обозначим

|α|h = |(α1, . . . , αN )|h =
N∑
i=1

deg eiαi;

также X̂ε
j = εdeg ej X̂j , j = 1, . . . , N .

Следствие 2.1. 1. Имеют место равенства

(δ1/ε)∗X̂ε
j (δεx) = X̂j(x), ε ∈ (0, 1], (2.17)

2. Пусть
(
âj1, . . . , â

j
N

)
(x) = X̂j(x) = Â(x)〈ej〉, x ∈ Boxecc(ε0). Тогда

âjk(x) =


δjk, k ≤ hdegXj ,∑
|α+ej |h=deg ek,

α>0

F̂ k
α,ej · x

α, k > hdeg ej , (2.18)

где F̂ i
α,ej = const.

Доказательство. П. 1 вытекает из (2.16), п. 2 — из п. 1 и аналитичности
функций âjk(x).

Следствие 2.2. Для каждого j = 1, . . . , N

ajk(xε) =


δjk + f jk(xε), k ≤ hdeg ej ,

εdeg ek−deg ej ·
∑
α>0

|α+ej |h=deg ek

F̂ k
α,ej · x

α + f jk(xε), k > hdeg ej ,
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где

f jk(xε) =
{
O(ε), k ≤ hdeg ej ,

o(εdeg ek−deg ej ), k > hdeg ej ,

а величины o(εdeg ek−deg ej ), O(ε) равномерны на Boxecc(0, ε).

Доказательство. Ввиду (2.13), (2.16), (2.18) следствие 2.2 является «по-
координатной» записью сходимостей из теоремы 2.1.

Следствие 2.3. На Boxecc(0, ε0) имеют место следующие равномерные схо-
димости: [

(δε−1)∗X̃ε
i , (δε−1)∗X̃ε

j

]
(x) ⇒

ε→0

( ∑
deg ei+deg ej=deg ek

Ĉk
ijX̂k

)
(x).

Доказательство. Используя теорему 2.1 и (2.4), получаем равномерную
сходимость[

(δε−1)∗X̃ε
i , (δε−1)∗X̃ε

j

]
(x) = (δε−1)∗

[
X̃ε

i , X̃
ε
j

]
(δεx)

= εdeg ei+deg ej−deg ek(δε−1)∗
( ∑

deg ei+deg ej≥deg ek

Ck
ijX̃

ε
k

)
(δεx)

⇒
ε→0

( ∑
deg ei+deg ej=deg ek

Ck
ij(0)X̂k

)
(x).

Следствие 2.4. Набор векторных полей {X̂i}i=1,...,N является канониче-
ским.

Доказательство. Возьмем произвольное векторное поле X̂j . Рассмот-
рим точку γj,s ∈ RN , у которой на j-м месте расположено число s, на оставших-
ся местах — 0. Подставим γj,s вместо x, а прямую tej — вместо ŵ0 в уравнение
из (2.11). Используя Ĉk

ij = −Ĉk
ji (см. (2.3)), приходим к тождеству. Следова-

тельно, по теореме о существовании и единственности решений обыкновенных
дифференциальных уравнений получаем, что в этом случае ŵ0(t) = tej , откуда
ŵ0(1) = ej . Тогда из соображений «линейности» вытекает, что решением задачи

∂tŵ0 = h+ Ĉ0〈ŵ0, x〉, ŵ0(0) = 0, t ∈ [0, 1],

где x = sh, h ∈ RN , является прямая th, т. е. в этом случае ŵ0(1) = h. Таким
образом, V̂ (sh)〈h〉 = h, что эквивалентно Â(sh)〈h〉 = h. Следствие 2.4 доказано.

Пусть Yj =
(
f j1 , . . . , f

j
N

)
, где функции f jk из следствия 2.2, Y ε

j = εdeg ejYj .

Следствие 2.5. 1. Предположим, что имеют место следующие равномер-
ные сходимости:

(δ1/ε)∗
(
[Y ε

i , X̂
ε
j ] + [X̂ε

i , Y
ε
j ] + [Y ε

i , Y
ε
j ]
)
(δεx) ⇒

ε→0
0, i, j = 1, . . . , N,

на Boxecc(0, ε0). Тогда на Boxecc(0, ε0) выполняется

[X̂i, X̂j ](x) =
( ∑

deg ei+deg ej=deg ek

Ĉk
ijX̂k

)
(x). (2.19)
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2. Пусть [X̂i, X̂j ](x) = (p1, . . . , pN )(x), deg ei +deg ej = k. Тогда существуют
константы Gα

l,i,j такие, что

pl(x) =


0, l ≤ hk−1,∑

α≥0
|α|h=deg el−k

Gα
l,i,jx

α, l > hk−1.

3. {X̂i}i=1,...,N порождают нильпотентную алгебру Ли степени M .

Доказательство. 1. Имеем

(δ1/ε)∗
[
X̃ε

i , X̃
ε
j

]
= (δ1/ε)∗

[
X̂ε

i + Y ε
i , X̂

ε
j + Y ε

j

]
= (δ1/ε)∗

[
X̂ε

i , X̂
ε
j

]
+ (δ1/ε)∗

[
X̂ε

i , Y
ε
j

]
+ (δ1/ε)∗

[
Y ε
i , X̂

ε
j

]
+ (δ1/ε)∗

[
Y ε
i , Y

ε
j

]
.

Используя (2.17) и следствие 2.3, получаем п. 1 следствия 2.5.
2. Ввиду (2.17) для любой точки x ∈ Boxecc(0, ε0) имеем

(δ1/ε)∗εdeg ei+deg ej [X̂i, X̂j ](δεx) =
[
(δ1/ε)∗X̂ε

i , (δ1/ε)∗X̂
ε
j

]
(x) = [X̂i, X̂j ](x),

откуда в силу аналитичности векторных полей X̂i X̂j и вытекает п. 2.
3. Используя п. 2, получаем, что любой «коммутатор» длины M , состав-

ленный из векторных полей {X̂i}i=1,...,N , равен 0. (Рассуждения, подобные тем,
которые приведены при доказательстве пп. 2 и 3, можно найти в [3, ч. 5].)

Замечание 2.1. Пусть функции Ck
ij такие, что deg ek = deg ei + deg ej , в

точке 0 удовлетворяют тождествам Якоби, т. е. Ĉs
ijĈ

l
sk+Ĉs

jkĈ
l
si+Ĉs

kiĈ
l
sj = 0. То-

гда из фактов общей теории (см. [12]) вытекает, что набор чисел
{
Ĉk
ij

}
является

структурным тензором некоторой канонической конечномерной нильпотентной
алгебры Ли, базис которой образуют векторные поля {X̂l}, l = 1, . . . , N , удовле-
творяющие «таблице коммутаторов» (2.19). Данной алгебре Ли соответствует
каноническая группа Ли, групповая операция (ассоциативное групповое ядро)
которой стандартным образом определяется при помощи ряда Кэмпбелла —
Хаусдорфа; относительно данной групповой операции векторные поля {X̂l} ле-
воинвариантны.

Замечание 2.2. В [12] при помощи критерия интегрируемости Фробени-
уса доказано, что в случае групп Ли имеем Cx = C, оператор C определяется
тождествами (C〈h, k〉)α = Cα

βγh
βkγ , где Cα

βγ — вещественные числа, называемые
структурными константами группы Ли, C〈h, k〉 = [h, k] и каждому отображению
C соответствует группа Ли, для которой C является ее структурным операто-
ром. Существенным при доказательстве этих утверждений является свойство
ассоциативности группового ядра. Но в нашем случае (ассоциативного) груп-
пового ядра, соответствующего векторным полям X̃i, может и не существовать,
поскольку наш «структурный» оператор Cx (см. (2.1)), вообще говоря, зависит
от точки x (см. (2.1)).

§ 3. Некоторые обобщения

Ниже мы приведем некоторые обобщения теоремы 2.1 в терминах гладкости
векторных полей {X̃i}i=1,...,N и «структурного» оператора Cx (см. (2.1), (2.3)).
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Утверждение 3.1. Пусть {X̃i}i=1,...,N ∈ D1 — базисные канонические
векторные поля такие, что компоненты оператора Cx непрерывны на прямых
линиях, исходящих из начала координат, а также на всех кривых γx(τ) = δτx,
τ ∈ [0, 1], x ∈ Boxecc(ε0). В этом случае теорема 2.1 также имеет место.

Доказательство утверждения 3.1 не отличается от доказательства тео-
ремы 2.1.

Утверждение 3.2. Пусть {X̃i}i=1,...,N ∈ D1 — базисные канонические
векторные поля такие, что компоненты оператора Cx, являющиеся ограничен-
ными некоторой константой K измеримыми в O функциями, непрерывны почти
всюду на прямых линиях, исходящих из начала координат, а также непрерывны
в начале координат по направлениям γx(τ) = δτx, τ ∈ [0, 1], x ∈ Boxecc(ε0). В
этом случае теорема 2.1 также имеет место.

Доказательство. Используя (2.10), (2.11), запишем

(∂tŵε − ∂tŵ0)(t) = Cε
tx〈ŵε, x〉 − Ĉ0〈ŵ0, x〉,

откуда

ŵε(t)− ŵ0(t) =
t∫

0

(
Cε
tx〈ŵε, x〉 − Ĉ0〈ŵ0, x〉

)
dt

=
t∫

0

((
Cε
tx〈ŵε, x〉 − Cε

tx〈ŵ0, x〉
)

+
(
Cε
tx〈ŵ0, x〉 − Ĉ0〈ŵ0, x〉

))
dt. (3.1)

Применяя (3.1), получаем

‖ŵε(t)− ŵ0(t)‖ ≤ K1

t∫
0

‖ŵε(t)− ŵ0(t)‖ dt+K2tλ = v(t), (3.2)

где K1, K2 — константы, зависящие от K, ε0, ‖ŵ0‖, а λ = o(1) при ε → 0.
Учитывая (3.2), рассмотрим следующие соотношения:

v̇(t) = K1‖ŵε(t)− ŵ0(t)‖+K2λ ≤ K1v(t) +K2λ, v(0) = 0. (3.3)

Из (3.3) вытекает, что
d

dt
(e−tK1v(t)) ≤ K2λe

−tK1 ,

откуда в силу того, что v(0) = 0, получаем

0 ≤ e−tK1v(t) ≤
t∫

0

K2λe
−tK1 .

Следовательно, величина v(t), а вместе с ней и ‖ŵε(t)− ŵ0(t)‖ равномерно стре-
мятся к 0 (см. (3.2)), что влечет равномерную сходимость ŵε(t) к ŵ0(t) при
ε → 0. Дальше можно повторить те же рассуждения, что и в теореме 2.1 по-
сле (2.11).
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§ 4. Свойства некоторых анизотропных
метрических пространств

Рассмотрим C1-гладкие базисные векторные поля X1, . . . , XN из § 1, удо-
влетворяющие табл. (0.1). Предположим, что на области U × Be(0, ν), где ν —
некоторое фиксированное число, задано отображение ϑ(g, x), удовлетворяющее
следующим свойствам:

10) при каждом фиксированном g ∈ O отображение ϑ(g, x) = ϑg(x) является
C2-гладким диффеоморфизмом, при этом O ⊂ ϑg(Be(0, ν)),

20) отображение ϑ(g, x) и его частные производные непрерывно зависят
от u,

30) векторные поля
{(
ϑ−1
g

)
∗Xi

}
i=1,...,N канонические на множестве ϑ−1

g O.
Если векторные поля {Xi} класса C2(U), то отображение θg из § 1 являет-

ся примером отображения ϑg, если же векторные поля {Xi} класса C1(U), то
отображение θg в общем случае может и не быть класса C2.

Зафиксируем точку g ∈ O. Символом �g
t , t ≥ 0, обозначим неоднородный

оператор растяжения, действующий по правилу �g
t = ϑg◦δt◦ϑ−1

g , где оператор
δt определен в § 2. Пусть

Boxcc(g, ε) =

{
u ∈ O | u = exp

(
N∑
j=1

ε̂degXixiXi

)
(g), |(x1, . . . , xN )|∞ = 1, ε̂ < ε

}
.

Тогда ввиду определения области O и отображения ϑ(g, x) из теоремы 2.1 вы-
текает

Теорема 4.1. На каждом множестве Boxcc(g, ε0), g ∈ O, векторные поля(
�g

ε−1

)
∗X

ε
i , i = 1, . . . , N,

сходятся равномерно при ε→ 0 к векторным полям X̂g
i , i = 1, . . . , N , локально

порождающим некоторую нильпотентную алгебру Ли степени M , и эти сходи-
мости равномерны относительно g.

Определение 4.1. Пусть A — некоторое множество. Квазиметрикой бу-
дем называть отображение d : A×A→ R+ ∪ 0 (ср. с [21]), обладающее следую-
щими свойствами:

1) d(u, v) ≥ 0, d(u, v) = 0 тогда и только тогда, когда u = v;
2) d(u, v) ≤ K1d(v, u) для некоторой константы K1, не зависящей от выбора

u, v ∈ A;
3) d(u, v) ≤ K2(d(u,w)+d(w, v)) для некоторой константы K2, не зависящей

от выбора u, v, w ∈ A.
Пару (A, d) будем называть квазипространством.

Введем в рассмотрение на O метрическую функцию dcc : O×O → R+∪{0},
действующую по правилу

dcc(u, v) = max{|yj |1/ degXj | j = 1, . . . , N}, u = exp

(
N∑
j=1

yjXj

)
(v), u, v ∈ O.

Из леммы 1.2 вытекает, что функция dcc определена корректно.
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Теорема 4.2. (Õ, dcc) является квазипространством, где область Õ из лем-
мы 1.3.

Доказательство. Очевидно, dcc(u, v) = 0 тогда и только тогда, когда u =

v. Если u = exp
(

N∑
j=1

yjXj

)
(v), то v = exp

(
−

N∑
i=1

yjXj

)
(u), откуда вытекает, что

dcc(u, v) = dcc(v, u). Остается проверить обобщенное неравенство треугольника.
Рассмотрим точки g, u, v ∈ Õ, связанные соотношением

exp

(
N∑
j=1

εdegXjyjXj

)
◦ exp

(
N∑
j=1

εdegXjxjXj

)
(g) = exp

(
N∑
j=1

εdegXjyjXj

)
(u) = v,

где |x|∞ = |y|∞ = 1, y = (y1, . . . , yN ), x = (x1, . . . , xN ). Из определения области

O вытекает, что существует единственное векторное поле
N∑
i=1

pjXj , pj = const,

такое, что v = exp
(

N∑
j=1

pjXj

)
(g). Нам необходимо доказать, что существует

константа Q, не зависящая от точек g, u, v, такая, что

dcc(v, g) ≤ Q(ε+ ε). (4.1)

Учитывая «симметричность» dcc, мы можем считать, не уменьшая общности,
что ε ≤ ε. Рассмотрим отображение ϑg. Обозначим X̃g

i =
(
ϑ−1
g

)
∗Xi, i =

1, . . . , N . Переходя к локальным координатам ϑ−1
g , в силу 10 − 30 в некоторой

окрестности начала координат Boxecc(0, c1ε), где ε ∈ (0, ε0], c1 > 0 — некоторая
константа, не зависящая от ε, будем иметь асимптотические оценки (2.14) для
координат векторных полей X̃g

i . В системе координат ϑ−1
g получаем тождество

exp

(
N∑
j=1

pjX̃
g
j

)
(0) = exp

(
N∑
j=1

εdegXjyjX̃
g
j

)
◦ exp

(
N∑
j=1

εdegXjxjX̃
g
j

)
(0).

Пусть p = (p1, . . . , pN ), Ỹ ε =
N∑
j=1

εdegXjyjX̃
g
j . Тогда p = η(1), где

η̇(s) = Ỹ ε(η(s)), η(0) = δεx, s ∈ [0, 1],

откуда

p = δεx+
1∫

0

Ỹ ε(η(s)) ds. (4.2)

Из (2.14) и (4.2) получаем

pj = εdegXjxj + εdegXjyj +
∑

degXj>p, q>0,
p+q=degXj

cjp,qε
pεq,

где cjp,q = cjp,q(x, y, ε, ε, g) — непрерывные на множестве A = Be(0, κ)×Be(0, κ̃)×
[0, ε̃]×[0, ε̃]×Õ, ε̃ ≤ ε0, функции, равномерно ограниченные по модулю некоторой
константой c′. Тогда очевидно, что найдется константа c̃ = c̃(c′) такая, что

|pj | ≤ (ε+ c̃ε)j , |pj | ≤ (ε+ c̃ε)j . (4.3)

Ввиду теоремы 4.1 все полученные выше оценки не зависят от выбора g. То-
гда (4.1) доказано с константой Q = 2c̃.
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Следствие 4.1. Имеем Boxcc(g, ε) = {u ∈ Õ | dcc(g, u) < ε}.

Следствие 4.2. Найдется константа c1 такая, что для всех g ∈ Õ и всех
достаточно малых положительных ε, ε выполняется⋃

v∈Boxcc(g,ε)

Boxcc(v, ε) ⊂ Boxcc(g, ε+ c1ε).

Доказательство. Следствие 4.2 вытекает из оценок (4.3).

На множестве Boxcc(g, ε0) рассмотрим векторные поля
{
X̂g

i

}
i=1,...,N . Пола-

гаем, что число ε0 мало настолько, что для любых двух точек u, v ∈ Boxcc(g, ε0)

найдется единственное векторное поле Ŷ g =
N∑
i=1

yiX̂
g
i такое, что u = exp Ŷ g(v).

Определим на Boxcc(g, ε0) метрическую функцию d̂gc(u, v) = max{|yi|1/ degXi |
i = 1, . . . , N}.

Следствие 4.3. Предположим, что на Boxcc(g, ε0) выполняется[
X̂g

i , X̂
g
j

]
=

∑
degXi+degXj=degXk

ckijX̂
g
k (4.4)

для некоторых констант ckij . Тогда
(
Boxcc(g, ε0

)
, d̂gc) является квазипростран-

ством.
Доказательство. Следствие 4.3 доказывается точно так же, как и тео-

рема 4.2.

Замечание 4.1. Несложно проверить, используя (2.18), что в случае M =
2 существуют константы ckij такие, что (4.4) выполняется. Также можно непо-
средственно проверить, не используя (4.4), что d̂gc является квазиметрикой;
здесь мы не будем приводить это доказательство.
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