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О КОНСТРУКТИВНЫХ НИЛЬПОТЕНТНЫХ

Rp–ГРУППАХ БЕЗ КРУЧЕНИЯ

Н. Г. Хисамиев

Аннотация. Доказано, что нильпотентнаяRp-группа без кручения, p-ранг фактор-
группы которой по коммутанту равен 1, а ранг центра по коммутанту бесконечен
или ранг группы по коммутанту конечен, конструктивизируема тогда и только то-
гда, когда она изоморфна центральному расширению некоторой полной конструк-
тивной абелевой группы без кручения посредством некоторой конструктивной абе-
левой Rp-группы без кручения с вычислимо перечислимым базисом и некоторой
вычислимой системой коммутаторов. Аналогичные критерии получены для пози-
тивной определенности таких групп и полных групп. Также получены достаточные
условия конструктивизируемости позитивно определенных групп.

Ключевые слова: конструктивная группа, позитивно нумерованная группа, по-
зитивно определенная группа, конструктивизируемая группа, нильпотентная груп-
па, полная группа.

Изучение конструктивных групп начато в [1], где А. И. Мальцев поставил
общую задачу: «определить, какие конструктивные нумерации допускают те
или иные абстрактно заданные группы». Конструктивные абелевы группы изу-
чались в работах А. И. Мальцева, Ю. Л. Ершова, С. С. Гончарова, В. П. Добри-
цы, А. Т. Нуртазина, Н. Г. Хисамиева, Найт и других авторов. Конструктивные
нильпотентные группы исследованы мало. Ю. Л. Ершов [2] доказал, что кон-
структивизация локально нильпотентной группы без кручения продолжается
естественным образом до ее пополнения. В работе С. С. Гончарова, А. В. Моло-
кова, Н. С. Романовского [3] построена нильпотентная группа, алгоритмическая
размерность которой конечна. В работе В. А. Романькова, Н. Г. Хисамиева [4]
доказано, что матричные группы GLn(K), SLn(K), UTn(V ), n ≥ 3, над комму-
тативным ассоциативным кольцом K с единицей конструктивизируема тогда и
только тогда, когда кольцо K конструктивизируемо. И. В. Латкин [5] построил
пример позитивно нумерованной нильпотентной группы без кручения, которая
неконструктивизируема. В [6, 7] даны критерии соответственно конструктиви-
зируемости и позитивной определенности нильпотентной группы без кручения
ступени 2 на языке системы факторов.

В данной работе получены критерии конструктивизируемости и позитив-
ной определенности некоторых классов нильпотентных Rp-групп без кручения
ступени 2 на языке системы коммутаторов.

Все используемые, но не определенные понятия можно найти по теории
конструктивных моделей в [8], а по теории групп — в [9]. Напомним лишь
некоторые из них, часто употребляемые в данной работе. Как обычно, ω и Z
обозначают множества соответственно всех натуральных и целых чисел, а Rp —
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множество всех рациональных чисел, знаменатели которых взаимно просты с
p, где p — простое число. Группа G называется Rp-группой, если для любых
числа m, взаимно простого p, и элемента g ∈ G из g извлекается единственный
корень m-й степени в G. Максимальная система линейно независимых элемен-
тов абелевой группы без кручения A называется базисом A. Система элементов
a1, . . . , an абелевой группы без кручения A, не содержащая 0, называется p-
независимой, если для любого натурального числа r из

m1a1 + · · ·+mnan ∈ prA,

где 0 6= mi ∈ Z, следует, что mi делится на pr для любого i = 1, . . . , n. Макси-
мальная p-независимая система в A называется p-базисом группы A. Мощности
базиса и p-базиса группы A называются соответственно рангом и p-рангом A.
Через G′ и Z(G) обозначают соответственно коммутант и центр группы G. Мно-
жество всех элементов x из G таких, что некоторые их степени принадлежат G′,
называется изолятором коммутанта. Вычислимо перечислимо определенные
группы также будем называть позитивно определенными.

§ 1. Нильпотентная Rp-группа без кручения

Введем одну конструкцию нумерованной нильпотентной группы без круче-
ния. Пусть даны нумерованные абелевы группы без кручения (A, ν), (B,µ) и
функции g, h такие, что A полная, B — Rp-группа, p-ранг которой равен 1, и в
(B,µ) зафиксирован базис {b, ci,0 | i < α}, α ∈ ω ∪ {ω}, где {b} — p-базис. По
ним определим нумерованную группу (G, γ) следующим образом. Для опреде-
ленности будем считать, что α = ω.

В группе B для каждой пары 〈i, j〉 ∈ ω2 однозначно определены элемент
ci,j и число 0 ≤ si,j ≤ p такие, что

ci,jb
si,j = cpi,j+1

и множество B0 =
{
br, csi,j | r, s ∈ Rp, i, j ∈ ω

}
порождает группу B. Определим

коммутаторы от базисных элементов группы B, положив
[b, ci,0] = νg(i), [ci,0, cj,0] = νh(i, j), i < j. (1)

Пусть A0 — подгруппа группы A, порожденная коммутаторами группы B. Че-
рез G обозначим центральное расширение A0 посредством B с определяющими
соотношениями (1), а через γ — нумерацию группы G, определенную естествен-
ным образом через ν и µ. Пару (G, γ) назовем центральным расширением (A, ν)
посредством (B,µ) и системой коммутаторов g, h.

Лемма 1. Пусть G — нильпотентная Rp-группа без кручения ступени 2
и p-ранг фактор-группы G/I(G′) по изолятору коммутанта равен 1. Тогда G′

является полной абелевой группой и I(G′) = G′.
Доказательство. Пусть A = I(G′), B = G/A и система {b̄, ci,0 | i ∈ ω}

является базисом группыB, а {b̄}— ее p-базис. Тогда для любых i, j существуют
элементы a ∈ A, ci,j ∈ G и число 0 ≤ si,j < p такие, что

ci,jb
si,ja = cpi,j+1 (2)

и множество A ∪
{
br, csi,j | r, s ∈ Rp, i, j ∈ ω

}
порождают группу G. Так как

группа G нильпотентная ступени 2, из (2) имеем
[b, ci,j ] =

[
b, cpi,j+1b

−si,ja−1] = [b, ci,j+1]p,

[ci,j , ck,s] =
[
cpi,j+1b

−si,ja−1, ck,s
]

=
[
ci,j+1, ck,s]p[b−si,j , ck,s

]
.

Отсюда следует полнота группы G′ и тем самым A = G′.
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Следствие 1. Пусть G — нильпотентная Rp-группа без кручения ступе-
ни 2 и в G зафиксирован базис {b̄, ci,0 | i ∈ ω} фактор-группы G/G′, где {b̄} —
ее p-базис. Тогда для любых i, j существуют элементы ci,j и число 0 ≤ si,j < p
такие, что

ci,jb
si,j = cpi,j+1, (3)

и для любого элемента x ∈ G найдутся такие m, r ∈ ω, mi, s ∈ Rp и элемент ax ∈
G′, что для любого n > m элемент x имеет единственную запись, с точностью
до единичных множителей, вида

x = cmo
on . . . cmr

rn b
sax. (4)

Действительно, так как фактор-группа G/G′ является Rp-группой без кру-
чения с p-базисом {b̄}, то для любых i, j существуют элементы bi,j+1 ∈ G, a ∈ G′

и число si,j такие, что справедливо

ci,jb
si,ja = bpi,j+1.

Отсюда и из леммы 1 следует существование элемента ci,j+1, для которого спра-
ведливо (3). Отображение b 7→ b̄, ci,j 7→ ci,j продолжается до изоморфизма
подгруппы

({
br, csi,j | i, j ∈ ω, r, s ∈ Rp

})
и G/G′. Отсюда и из линейной незави-

симости системы 〈ci,0 | i ∈ ω〉 вытекает заключительное утверждение следствия.

Предложение 1. Пусть даны конструктивные абелевы группы без круче-
ния (A, ν), (B,µ) и вычислимые функции g, h такие, что A — полная группа, B —
Rp-группа и в (B,µ) существует вычислимо перечислимый базис {b, ci,0 | i < ω},
где {b} — ее p-базис. Тогда центральное расширение (G, γ) группы (A, ν) посред-
ством (B,µ) и вычислимой системы коммутаторов g, h конструктивизируемо.

Доказательство. Пусть даны числа n,m ∈ ω. По следствию 1 по этим
числам эффективно находятся записи элементов x = γn, y = γm вида (4). Пусть
x имеет запись (4), а

y = csooq . . . c
sr
rqb

tay.

Можно считать, что q = n. Легко проверить, что γn = 1 тогда и только тогда,
когда m0 = · · · = mr = s = 0, ax = e. Ввиду вычислимости функций g, h
эффективно находится элемент axy такой, что

xy = cm0+so
oq . . . cmr+sr

rq bs+taxy,

поэтому эффективно находится такое число s, для которого верно γnγm = γs.
Предложение доказано.

Предложение 2. Пусть даны позитивно нумерованные абелевы группы
без кручения (A, ν), (B,µ) и вычислимые функции g, h такие, что A — полная
группа, B — Rp-группа и в (B,µ) существует вычислимо перечислимый базис
{b, ci,0 | i < ω}, где {b} — ее p-базис. Тогда центральное расширение (G, γ)
группы (A, ν) посредством (B,µ) и вычислимой системы коммутаторов g, h
позитивно нумерованно.

Доказательство аналогично доказательству предложения 1.
В работе [6] доказана
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Теорема A. Пусть (G, ν) — конструктивная группа и B — ее вычислимо
перечислимая подгруппа, содержащаяся в центре Z(G) группы G, такая, что
фактор-группа G/B абелева без кручения и ранг Z(G)/B бесконечен. Тогда
существует нумерация µ группы G, для которой справедливы следующие свой-
ства:

1) группа (G,µ) конструктивна;
2) подгруппа B вычислима в (G,µ);
3) существует такая вычислимо перечислимая система элементов {ci | i ∈ I}

в (G,µ), что смежные классы {ci +B} образуют базис фактор-группы G/B.

Теорема 1. Пусть G — счетная нильпотентная Rp-группа без кручения
ступени 2, p-ранг фактор-группы которой по коммутанту равен 1, а ранг Z(G)/G′

бесконечен. Тогда G конструктивизируема, если и только если она изоморфна
центральному расширению некоторой полной конструктивной абелевой группы
без кручения (A, ν) посредством некоторой конструктивной абелевой Rp-группы
без кручения (B,µ) с вычислимо перечислимым базисом {b, ci0 | i < ω}, где
{b} — p-базис B, и некоторой вычислимой системы коммутаторов g, h.

Доказательство. Достаточность следует из предложения 1. Докажем
необходимость. Пусть (G, β) — конструктивная группа, удовлетворяющая усло-
вию теоремы. По лемме 1 коммутант A � G′ является полной группой и удо-
влетворяет условию теоремы A. По этой теореме существует такая конструк-
тивизация γ группы G, что

1) подгруппа A вычислима в (G, γ),
2) существует вычислимо перечислимая система элементов {b, ci,0 | i <

ω} в (G, γ) такая, что смежные классы {bA, ci,0A | i < ω} и {bA} являются
соответственно базисом и p-базисом фактор-группы B � G/A.

Тогда существуют нумерации ν : ω → A, µ : ω → B групп A,B, m-
сводящиеся к γ. Определим систему коммутаторов, положив g(i) = ν−1[b, ci,0],
h(i, j) = ν−1[ci,0, cj,0], i < j ∈ ω. Легко проверить, что группа G изоморф-
на центральному расширению группы (A, ν) посредством (B,µ) и вычислимой
системой коммутаторов g, h. Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть G — счетная нильпотентная Rp-группа без кручения
ступени 2, ранг и p-ранг фактор-группы которой по коммутанту соответственно
равны n < ω и 1. Тогда группа G конструктивизируема, если и только если
она изоморфна центральному расширению некоторой полной конструктивной
абелевой группы без кручения (A, ν) посредством некоторой конструктивной
абелевой Rp-группы без кручения (B,µ), ранг и p-ранг которой соответственно
равны n и 1.

Действительно, в силу конечности ранга группы B � G/G′ условия теоре-
мы 1 о существовании вычислимо перечислимого базиса в группе B и вычис-
лимости системы коммутаторов g, h автоматически выполнены. Отсюда и из
доказательства теоремы 1 следует теорема 2.

Из этой теоремы и леммы 1 получаем

Следствие 2. Пусть G — счетная нильпотентная Rp-группа без кручения
ступени 2, ранг и p-ранг фактор-группы которой по коммутанту соответственно
равны n < ω и 1. Тогда группа G конструктивизируема, если и только если ее
фактор-группа G/G′по коммутанту конструктивизируема.

В [10, следствие 3] доказана
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Теорема B. Любая вычислимо перечислимо определенная абелева группа
без кручения конструктивизируема.

Отсюда и из следствия 2 имеем

Следствие 3. Вычислимо перечислимо определенная нильпотентная Rp-
группа без кручения ступени 2, ранг и p-ранг фактор-группы которой по ком-
мутанту соответственно равны n < ω и 1, конструктивизируема.

Действительно, пусть (G,α) — позитивно нумерованная группа, удовлетво-
ряющая условию следствия. Тогда фактор-группа G/G′ — вычислимо перечис-
лимо определенная группа. По теореме B она конструктивизируема. Отсюда
по следствию 2 получаем требуемое.

Предложение 3. Позитивно нумерованная абелева Rp-группа без круче-
ния (B,µ) с вычислимо перечислимым базисом и конечным p-рангом является
конструктивной группой.

Доказательство. Пусть {bk, ci0 | k < n, i ∈ ω}, n ∈ ω, — вычислимо
перечислимый базис группы B, где {b0, . . . , bn−1} — ее p-базис. Тогда для любых
i, j существуют элементы ci,j ∈ B и числа 0 ≤ ski,j < p такие, что

ci,jb
s0i,j
0 . . . b

sn−1
i,j

n−1 = cpi,j+1

и множество
{
brk, c

s
i,j | r, s ∈ Rp, i, j ∈ ω

}
, k < n, порождает группу G. Для

любого элемента x ∈ B найдутся такие m, r ∈ ω, что для любого n > m элемент
x имеет единственную запись с точностью до единичных множителей вида

x = cmo
on . . . cmr

rn b
s0
0 . . . b

sn−1
n−1

для некоторых чисел mi, sk ∈ Rp. В силу вычислимости базиса и позитивной
нумерованности (B,µ) такая запись элемента x находится эффективно. Отсюда
x = e тогда и только тогда, когда mi = sk = 0. Предложение доказано.

Аналогично доказывается

Предложение 4. Позитивно нумерованная полная абелева группа без
кручения (A, ν) с вычислимо перечислимым базисом является конструктивной.

В работе [7] доказана

Теорема C. Пусть (G, ν) — позитивно нумерованная группа и B — ее
вычислимо перечислимая подгруппа, содержащаяся в центре Z(G) группы G,
такая, что фактор-группа G/B абелева без кручения и ранг Z(G)/B бесконечен.
Тогда существует позитивная нумерация µ группы G, для которой справедливы
следующие свойства:

1) подгруппа B вычислима в (G,µ);
2) существует такая вычислимо перечислимая система элементов {ci | i ∈

ω} в (G,µ), что смежные классы {ci +B} образуют базис фактор-группы G/B.

Теорема 3. Пусть G — счетная нильпотентная Rp-группа без кручения
ступени 2, p-ранг фактор-группы которой по коммутанту равен 1, а ранг фактор-
группы Z(G)/G′ бесконечен. Тогда группа G позитивно определена, если и
только если она изоморфна центральному расширению некоторой позитивно ну-
мерованной полной абелевой группы без кручения (A, ν) посредством некоторой
позитивно нумерованной абелевой Rp-группы без кручения (B,µ) с вычислимо
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перечислимым базисом {b, ci0 | i < ω}, где {b} — p-базис B, и вычислимой
системы коммутаторов g, h.

Доказательство аналогично доказательству теоремы 1, только здесь вме-
сто теоремы A нужно воспользоваться теоремой C.

Следствие 4. ПустьG— позитивно определенная нильпотентнаяRp-груп-
па без кручения ступени 2, p-ранг фактор-группы которой по коммутанту ра-
вен 1, а ранги фактор-группы Z(G)/G′ и коммутанта G′ соответственно беско-
нечен и конечен. Тогда группа G конструктивизируема.

Действительно, из теорем C и 3 следует, что группа G изоморфна централь-
ному расширению некоторой позитивно нумерованной полной абелевой группы
без кручения (A, ν) конечного ранга посредством некоторой позитивно нумеро-
ванной абелевой Rp-группы без кручения (B,µ) с вычислимо перечислимым ба-
зисом и вычислимой системы коммутаторов g, h. Отсюда и из предложений 1, 3
и 4 получаем требуемое.

Теорема 4. Пусть G — счетная нильпотентная Rp-группа без кручения
ступени 2, ранг и p-ранг фактор-группы которой по коммутанту соответствен-
но равны n < ω и 1. Тогда G позитивно определена, если и только если она
изоморфна центральному расширению некоторой позитивно нумерованной пол-
ной абелевой группы без кручения (A, ν) посредством некоторой позитивно ну-
мерованной абелевой Rp-группы без кручения (B,µ), ранг и p-ранг которой
соответственно равны n и 1.

Действительно, в силу конечности ранга группы B � G/G′ условие тео-
ремы 3 о бесконечности ранга фактор-группы Z(G)/G′ лишнее, а условия о
существовании вычислимо перечислимого базиса в группе B и вычислимости
системы коммутаторов g, h автоматически выполнены. Отсюда и из доказа-
тельства теоремы 3 получаем требуемое.

§ 2. Полные нильпотентные группы без кручения

Здесь приведены аналоги результатов § 1 для указанных групп. Введем
аналог конструкции центрального расширения для полных групп.

Пусть даны нумерованные полные абелевы группы без кручения (A, ν),
(B,µ) и функция h такие, что в (B,µ) зафиксирован базис {bi | i < α}, α ∈
ω ∪ {ω}. По ним определим нумерованную группу (G, γ) следующим образом.
Для определенности будем считать, что α = ω.

Определим коммутаторы от базисных элементов группы B, положив

[bi, bj ] = ν−1h(i, j) (5)

Пусть A0 — подгруппа группы A, порожденная коммутаторами группы B. Че-
рез G обозначим центральное расширение A0 посредством B с определяющими
соотношениями (5), а через γ — нумерацию группы G, определенную естествен-
ным образом через ν и µ. Пару (G, γ) назовем центральным расширением (A, ν)
посредством (B,µ) и системы коммутаторов h. Справедливы следующие ана-
логи теорем 1, 2.

Теорема 1′. Счетная полная нильпотентная группа без кручения G ступе-
ни 2, ранг фактор-группы Z(G)/G′ которой бесконечен, конструктивизируема
тогда и только тогда, когда она изоморфна центральному расширению некото-
рой полной конструктивной абелевой группы без кручения (A, ν) посредством
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некоторой конструктивной полной абелевой группы без кручения (B,µ) с вы-
числимо перечислимым базисом {bi | i < ω} и некоторой вычислимой системы
коммутаторов h.

Теорема 2′. Пусть G — счетная полная нильпотентная группа без кру-
чения ступени 2, ранг фактор-группы которой по коммутанту равен n < ω.
Тогда группа G конструктивизируема, если и только если она изоморфна цен-
тральному расширению некоторой полной конструктивной абелевой группы без
кручения (A, ν) посредством некоторой конструктивной полной абелевой груп-
пы без кручения (B,µ) ранга n.

Отсюда вытекает

Следствие 5. Если ранг фактор-группы полной нильпотентной группы
без кручения G ступени 2 по коммутанту конечен, то G конструктивизируема.

Справедлив следующий аналог теоремы 3.

Теорема 3′. Пусть G — счетная полная нильпотентная группа без кру-
чения ступени 2, ранг фактор-группы Z(G)/G′ бесконечен. Тогда группа G
позитивно определена, если и только если она изоморфна центральному рас-
ширению некоторой полной позитивно нумерованной абелевой группы без кру-
чения (A, ν) посредством некоторой позитивно нумерованной полной абелевой
группы без кручения (B,µ) с вычислимо перечислимым базисом {bi | i < ω} и
вычислимой системы коммутаторов h.

Из теоремы 3′ и предложения 4 вытекает

Следствие 6. Позитивно определенная полная нильпотентная группа без
кручения G ступени 2, ранги фактор-группы Z(G)/G′ и коммутанта G′ которой
соответственно бесконечен и конечен, конструктивизируема.

Через K обозначим класс всех конструктивных полных нильпотентных
групп без кручения (G, ν) ступени не более 2 и таких, что в (G, ν) существуют
вычислимо перечислимые системы элементов A0 = {ai | i < α}, B0 = {bj | j <
β}, где α, β ≤ ω и если β < ω, то α ≤ β(β−1

2 , и A0, {bjG′ | j < β} являются
базисами соответственно групп G′ и G/G′.

Теорема 5. Класс K вычислим, т. е. существует вычислимая последова-
тельность конструктивных групп 〈(Gk, δk) ∈ K | k ∈ ω〉 такая, что любая пара
(G, ν) ∈ K рекурсивно изоморфна некоторой паре (Gk, δk).

Доказательство. Пусть (A, ν) — конструктивная полная абелева группа
без кручения с вычислимо перечислимым базисом {a′i | i ∈ ω} и ϕk — двуместная
частично вычислимая функция номера k. С их помощью по шагам t построим
конструктивную группу (Gk, δk) следующим образом.

Пусть µ — эффективная нумерация множества всех конечных последова-
тельностей рациональных чисел, а µt — ее ограничение на множестве номеров
всех последовательностей длины t.

Допустим, что сделаны t шагов, введены образующие b′0, . . . , b
′
nt−1 и опре-

делена конструктивная группа
(
Gt
k, δ

t
k

)
, где δtk : St

k → Gt
k, S

t
k — вычислимое

подмножество ω.
Шаг t+1. Для любого i < nt производим t+1 шагов в вычислении значений

ϕk(i, nt). Возможны следующие случаи.
1. Существует такое i, что ϕk(i, nt) не определяется. Тогда полагаем nt+1 =

nt, Gt+1
k = Gt

k, δ
t+1
k = δtk.
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2. Для любого i < nt значение ϕk(i, nt), i < nt, определяется.
Пусть At+1

k — наименьшая полная подгруппа A, порожденная множеством
{νϕk(i, j) | i < j ≤ nt}. Так как в (A, ν) существует вычислимо перечисли-
мый базис, подгруппа At+1

k вычислима. Пусть Rt+1
k = ν−1At+1

k , νt+1
k — огра-

ничение νТ на Rt+1
k . Тогда νt+1

k — конструктивная нумерация группы At+1
k .

Через
(
Gt
k, δ

t+1
k

)
обозначим центральное расширение

(
At+1
k , νt+1

k

)
посредством〈

⊕
{
Q(b′i | i ≤ nt

}
, µn

t〉
и системы коммутаторов ϕk � {〈i, j〉 | i < j ≤ nt}.

Положим nt+1 = nt + 1, St+1
k =

(
δt+1
k

)−1
Gt
k.

Шаг t+ 1 закончен. Переходим к следующему шагу.
Положим Gk =

⋃{
Gt
k | t ∈ ω

}
, Sk =

⋃{
St
k | t ∈ ω

}
, δk =

⋃{
δtk | t ∈ ω

}
.

Построение закончено.
Так как

〈(
Gt
k, δ

t
k

)
| t ∈ ω

〉
— равномерная возрастающая последователь-

ность конструктивных групп, группа (Gk, δk) конструктивна. Отсюда и из по-
строения следует, что последовательность 〈(Gk, δk) | k ∈ ω〉 вычислима.

Покажем, что любая пара (G, δ) из K вычислимо изоморфна (Gk, δk) для
некоторого k. Предположим для определенности, что ранги коммутанта G′

и фактор-группы G/G′ бесконечны. По определению класса K в (G, δ) су-
ществуют вычислимо перечислимые системы элементов A0 = 〈ai | i < ω〉,
B0 = 〈bj | j < ω〉 такие, что A0, 〈bjG′ | j < β〉 являются базисами соответственно
G′ и G/G′. Определим функцию f , положив f(j, j′) = δ−1[bj , bj′ ], j < j′ < ω.
Ясно, что эта функция вычислима. Пусть k ∈ ω такое, что f = ϕk. Лег-
ко проверить, что отображение ai 7→ a′i, bj 7→ b′j продолжается до вычислимого
изоморфизма (G, δ) и (Gk, δk). Аналогично рассматриваются остальные случаи.
Теорема доказана.

Для любого n ∈ ω через Kn обозначим класс всех конструктивных полных
нильпотентных групп без кручения (G, ν) ступени не более 2 и таких, что ранг
коммутанта G′ не более n и в (G, ν) существуют вычислимо перечислимая си-
стема элементов {bj | j < β}, где β ≤ ω, {bjG′ | j < β} является базисом G/G′

и, если β = ω, ранг Z(G)/G′ бесконечен.

Теорема 6. Существует вычислимая последовательность конструктивных
групп 〈(Gk, δk) ∈ Kn | k ∈ ω〉 такая, что:

1) любая пара (G, ν) ∈ Kn рекурсивно изоморфна некоторой паре (Gk, δk),
т. е. класс Kn вычислим;

2) для любой конструктивизируемой полной нильпотентной группы без
кручения G ступени не более 2, ранг коммутанта G′ которой не более n, су-
ществует такая ее нумерация ν, что (G, ν) вычислимо изоморфна (Gk, δk) для
некоторого k.

Доказательство. 1. Аналогично доказательству теоремы 5, только здесь
вместо (A, ν) нужно взять конструктивную полную абелеву группу без кручения
(An, ν) ранга n.

2. Пусть для группы G справедливо условие п. 2. Легко проверить, что
коммутант G′ — полная абелева группа, а следовательно, для нее справедливо
условие теоремы A. Тогда по этой теореме существует такая ее нумерация ν,
что (G, ν) ∈ Kn. Отсюда и из п. 1 получаем требуемое.
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