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О НЕКОТОРЫХ КЛАССАХ
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Аннотация. Рассматривается задача об определении вместе с решением одного
или нескольких коэффициентов в нелинейном параболическом уравнении второго
порядка. Неизвестные коэффициенты входят как в главную часть, так и в нели-
нейное слагаемое. В качестве условий переопределения рассматриваются условия
типа данных Дирихле на семействе плоскостей произвольной размерности. Дока-
зано, что поставленная задача разрешима в пространствах Гёльдера локально по
времени. Когда неизвестные функции входят в правую часть уравнения, а само
уравнение линейно, доказана теорема существования и единственности решений в
целом по времени.

Ключевые слова: обратная задача, условие переопределения, параболическое
уравнение второго порядка, начально-краевая задача.

Введение

Мы рассматриваем задачу об определении вместе с решением одного или
нескольких коэффициентов в параболическом уравнении вида

r(x, t)
∂u

∂t
− Lu = a(x, t, u,∇u), (x, t) ∈ Q = G× (0, T ). (0.1)

Уравнение (0.1) дополняется начально-краевыми условиями:

u|t=0 = u0(x), (0.2)

u|S = ϕ(x, t), S = � × (0, T ), � = ∂G. (0.3)

Условие Дирихле (0.3) также может быть заменено условием

∂u

∂l
+ l0(x, t)u|S = ϕ(x, t), (0.4)

где l — гладкое некасательное векторное поле на � . Пусть x′ = (x1, x2, . . . , xm),
x′′ = (xm+1, xm+2, . . . , xn) (0 ≤ m ≤ n − 1), Si = {(x, t) ∈ Q : x′′ = x′′i },
i = 1, 2, . . . , s, где {x′′i } — набор фиксированных различных точек в Rn−m. В ка-
честве условий переопределения для нахождения вместе с решением коэффици-
ентов уравнения (0.1), которые зависят от переменных x′, t, мы рассматриваем
условия на семействе плоскостей вида

u|Si = ϕi(x′, t), i = 1, 2, . . . , s, (0.5)
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uxkir |Si = ϕir(x′, t), m < kir 6 n ∀r = 1, 2, . . . , si, si ≤ n−m, i = 1, 2, . . . , s.
(0.6)

В частности, возможно, что si = 0; в этом случае дополнительные условия (0.6)
на Si отсутствуют. Такие обратные задачи возникают при описании процес-
сов тепломассопереноса, диффузионных процессов, процессов распространения
примесей и т. п. (см. библиографию и результаты в [1–8]). Среди близких работ
отметим работы [4, 9–13], посвященные случаю m = n − 1, и работы [3, 14–16],
посвященные случаю m = 0 (в этом случае x′′ = x и неизвестные коэффициенты
зависят только от переменной t). Однако результаты данной работы, состоящие
в том, что мы доказываем локальную по времени корректность поставленных
обратных задач в пространствах Гёльдера, являются новыми даже в случаях
m = n − 1 или m = 0, поскольку мы рассматриваем достаточно общую ситуа-
цию. Ранее изучались в основном линейные или самые простые квазилинейные
случаи, зачастую рассматриваемые уравнения были одномерны и их коэффи-
циенты, как правило, не зависели от переменных x′′ (см., например, [9–13]).

В разд. 1 работы содержатся точные постановки задач, условия на данные
задачи и формулировка основных результатов (теоремы 1, 2), доказательство
которых приведено в разд. 2.

1. Формулировка задачи и основные результаты

Мы используем пространства Гёльдера Cα,α/2(Q) (см. определения в [17, 18]).
С соответствующими уточнениями все результаты переносятся и на простран-
ства Соболева W s,s/2

p (Q). Для β, γ ∈ (0, 1) положим

〈v〉β,0 = sup
x1,x2∈G,t∈(0,T )

|v(x1, t)− v(x2, t)|/|x1 − x2|β ,

〈v〉0,γ = sup
t1,t2∈(0,T ),x∈G

|v(x, t1)− v(x, t2)|/|t1 − t2|γ ,

〈v〉β,γ = 〈v〉β,0 + 〈v〉0,γ , ‖v‖Cβ,γ(Q) = ‖v‖C(Q) + 〈v〉β,γ .

Тогда норму в C2+β,1+γ(Q) можно определить так:

‖v‖C2+β,1+γ(Q) = ‖vt‖Cβ,γ(Q)+
∑
|α|=2

‖Dαv‖Cβ,γ(Q)+
n∑
i=1

‖vxi‖C1+β, 1+γ2 (Q)
+‖v‖Cβ,γ(Q).

Рассмотрим функцию a(x, t, u, p), где (x, t) ∈ Q и (u, p) ∈ UR = (−R,R)n+1 (u ∈
(−R,R), p ∈ (−R,R)n). Положим QR = Q×UR. По аналогии определяем нормы
в Cβ,γ,δ(QR), где параметр β отвечает гладкости по переменной x, параметр γ —
гладкости по переменной t и, наконец, δ — гладкости по переменным (u, p) ∈ UR.
Для β, γ, δ ∈ (0, 1) имеем

〈v〉β,γ,δ = 〈v〉β,0,0 + 〈v〉0,γ,0 + 〈v〉0,0,δ, ‖v‖
Cβ,γ,δ(QR) = ‖v‖

C(QR) + 〈v〉β,γ,δ,

где полунормы 〈v〉0,0,δ, 〈v〉β,0,0, 〈v〉0,γ,0 определены по аналогии c вышеприве-
денными, в частности,

〈a〉0,0,δ = sup
(u1,p1),(u2 p2)∈UR,

(x,t)∈Q

|a(x, t, u1, p1)−a(x, t, u2, p2)|/(|u1−u2|2 + |p1− p2|2)δ/2.
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Положим s0 =
s∑

i=1
si + s. Далее считаем, что L и a(x, t, u, p) имеют следую-

щую структуру:

Lu =
s′1∑

i=k+1

qi(x′, t)Liu+Ls′1+1u, Liu =
∑
|α|≤2

aiα(x, t)Dαu(x, t), k+1 ≤ i ≤ s′1 +1,

a(x, t, u, p) =
k∑
i=1

qi(x′, t)ai(x, t, u, p) + a0(x, t, u, p), 0 ≤ k ≤ s′1,

где s′1 = s0, если коэффициент r(x, t) в уравнении известен (в этом случае пола-
гаем, что r(x, t) ≡ 1), и s′1 = s0− 1, если коэффициент r неизвестен (в этом слу-
чае считаем, что он не зависит от переменной x′′, положим r(x′, t) = qs0(x′, t)).
В частности, если m = 0, то все коэффициенты qi зависят только от t. Если
k = 0, то a = a0 и функция a не содержит неизвестных коэффициентов. Ана-
логично если k = s′1, то L = Ls′1+1 и тогда оператор L не содержит неизвестных
коэффициентов. Сформулируем исследуемую задачу.

Задача I. Найти коэффициенты qi(x′, t) (i = 1, 2, . . . , s0) и решение u урав-
нения (0.1), удовлетворяющее начально-краевым условиям (0.2), (0.3) (или (0.2),
(0.4)) и условиям переопределения (0.5), (0.6).

Область G и ее граница могут быть как конечными, так и бесконечными.
Фиксируем α ∈ (0, 1).

Предположение (A). В каждой точке x0 ∈ � граница имеет касательную
плоскость и, более того, существует число d > 0 такое, что в локальной системе
координат, полученной путем поворота и переноса начала координат из исход-
ной таким образом, что ось yn направлена по нормали к � в x0, уравнение � име-
ет вид yn = ω(y′), где y′ = (y1, . . . , yn−1) и ω ∈ C2+α(Bd) (Bd = {y′ : |y′| < d}).
При этом нормы всех функций ω в C2+α(Bd) ограничены одной и той же по-
стоянной. В этом случае мы говорим (см. [17]), что � принадлежит классу
C2+α.

Пусть {xi} — набор точек из (0.5), (0.6), Uδi = {x′′ ∈ Rn−m : |x′′ − x′′i | < δ}
(i = 1, . . . , s).

Предположение (B). Существуют постоянная δ0 > 0 и область � ⊂ Rm

c границей класса C2+α такие, что G ⊂ �× Rn−m, �× Uδ0i ⊂ G ∀i.
В случае m = 0 условие (B) выполнено, если все точки xi = x′′i — внут-

ренние точки области G. Легко увидеть, что данных (0.5), (0.6) не хватает для
определения коэффициентов, если условие (B) нарушено.

Положим Gδi = �×Uδi, Qτ = G×(0, τ), Qδi = Gδi×(0, T ), Qδiτ = Gδi×(0, τ),
QR
δi = Qδi × UR, �δi = ∂� × Uδi, Sδi = �δi × (0, T ), Sδit = �δi × (0, t), � 0 = ∂�,

S0 = � 0× (0, T ), Q0
τ = �× (0, τ), QR

τ = Qτ ×UR, Sτ = � × (0, τ), S0
τ = � 0× (0, τ),

∇x′′ =
(

∂
∂xm+1

, ∂
∂xm+2

, . . . , ∂
∂xn

)
. Символами ∂xi , ∂lxi1xi2 ...xil обозначаем частные

производные ∂
∂xi

, ∂l

∂xi1∂xi2 ...∂xil
соответственно.

Предположение (C). Для всех δ < δ0, j = 1, 2, . . . , s, p = 1, . . . , sj , h =
m + 1, . . . , n, r, l = 1, . . . , n, i = 0, . . . , k и γ = k + 1, . . . , s′1 + 1 имеют место
включения:

aγβ ∈ Cα,α/2(Q), ∇x′′a
γ
β , ∂

2
xhxrjp

aγβ ∈ Cα,α/2(Qδj) (|β| ≤ 2);
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u0 ∈ C2+α(G), ∇x′′u0, ∂
2
xhxrjp

u0 ∈ C2+α(Gδj);

∀R > 0 ai, aiu, aipr ∈ Cα,α/2,α(QR), ∇x′′ai, ∂
2
xhxrjp

ai ∈ Cα,α/2,α(QR
δj

)
;

∀R > 0 aiuu, aiprpl , aiupr , axhu, axhpr ∈ Cα,α/2,α(QR
δj

)
;

в случае краевого условия (0.3)

ϕ ∈ C2+α,1+α/2(S), ∇x′′ϕ, ∂
2
xhxrjp

ϕ ∈ C2+α,1+α/2(Sδj);

в случае краевого условия (0.4)

l0(x, t), ϕ ∈ C1+α,(1+α)/2(S), ∇x′′ϕ,∇x′′ l0(x, t), ∂2
xhxrjp

l0(x, t) ∈ C1+α,(1+α)/2(Sδj),

и единичное некасательное на � векторное поле l(x, t) = (l1, l2, . . . , ln) обладает
тем свойством, что li ≡ 0 для i ≥ m+ 1, для некоторой постоянной δ1 > 0 спра-
ведливо неравенство

∣∣∑
i
li(x, t)ni

∣∣ ≥ δ1 ∀(x, t) ∈ S (~n = (n1, . . . , nn) — единичная

внешняя нормаль к S) и

l(x, t) ∈ C1+α,(1+α)/2(S), ∇x′′ l(x, t), ∂2
xhxrjp

l(x, t) ∈ C1+α,(1+α)/2(Sδj).

Приведем условия корректности. Пусть функции u, qi(x′, t) таковы, что
выполнено уравнение (0.1). Используя начальные и краевые условия и условия
переопределения (0.5), (0.6), полагая t = 0, x′′ = x′′i (соответственно дифферен-
цируя (0.1) и полагая t = 0, x′′ = x′′i ), получим при s′1 = s0 − 1, что

(−Ls0u0 − a0(x, 0, u0,∇u0))|x′′=x′′i
= −qs0(x′, 0)ϕit(x′, 0)

+

(
s0−1∑
p=k+1

qp(x′, 0)Lpu0 +
k∑

p=1

qp(x′, 0)ap(x, 0, u0,∇u0)

)∣∣∣∣∣
x′′=x′′i

, (1.1)

∂xril (−Ls0u0 − a0(x, 0, u0,∇u0))|x′′=x′′i
= −qs0(x′, 0)ϕilt(x′, 0)

+ ∂xril

(
s0−1∑
p=k+1

qp(x′, 0)Lpu0 +
k∑

p=1

qp(x′, 0)ap(x, 0, u0,∇u0)

)∣∣∣∣∣
x′′=x′′i

, (1.2)

и при s′1 = s0, что

ϕit(x′, 0)− (Ls0+1u0 + a0(x, 0, u0,∇u0))|x′′=x′′i

=

(
s0∑

p=k+1

qp(x′, 0)Lpu0 +
k∑

p=1

qp(x′, 0)ap(x, 0, u0,∇u0)

)∣∣∣∣∣
x′′=x′′i

, (1.3)

ϕilt(x′, 0)− ∂xril (Ls0+1u0 + a0(x, 0, u0,∇u0))|x′′=x′′i

= ∂xril

(
s0∑

p=k+1

qp(x′, 0)Lpu0 +
k∑

p=1

qp(x′, 0)ap(x, 0, u0,∇u0)

)∣∣∣∣∣
x′′=x′′i

(1.4)

(i = 1, 2, . . . , s, l = 1 . . . , si, x′ ∈ �).
Очевидно, что разрешимость систем (1.1), (1.2) (или соответственно (1.3),

(1.4)) при x′ ∈ � относительно величин qp(x′, 0) = q0p(x′) (p = 1, . . . , s0) есть
необходимое условие разрешимости исходной обратной задачи. Правая часть
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систем (1.1), (1.2) (или соответственно (1.3), (1.4)) может быть записана в виде
матрицы A0(x′) c элементами {αij(x′)}ij=1,...,s0 , примененной к вектору ~q0 =
(q01, q02, . . . , q0s0), соответственно сами системы могут быть записаны в виде

A0(x′)~q0 = ~g, (1.5)

где ~g = (g1, . . . , gs0) — левая часть в системах (1.1), (1.2) (или (1.3), (1.4)).

Положим l(i) = i − s при s + 1 ≤ i ≤ s + s1 и l(i) = i − s −
p−1∑
r=1

sr при

s+
p−1∑
r=1

sr +1 ≤ i ≤ s+
p∑

r=1
sr, p = 2, . . . , s. Если s′1 = s0−1, то матрица A0 может

быть записана в виде

αij =



aj(x, 0, u0,∇u0)|x′′=x′′i
, 1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ i ≤ s,

Lju0(x′, x′′i ), k < j ≤ s0 − 1, 1 ≤ i ≤ s,

−ϕit(x′, 0). j = s0, 1 ≤ i ≤ s,

∂xr1l(i)aj(x, 0, u0,∇u0)|x′′=x′′1
, 1 ≤ j ≤ k, s+ 1 ≤ i ≤ s+ s1,

∂xr1l(i)Lju0(x)|x′′=x′′1
, k < j ≤ s0 − 1, s+ 1 ≤ i ≤ s+ s1,

−ϕ1l(i)t(x′, 0), j = s0, s+ 1 ≤ i ≤ s+ s1,

...
...

∂xrsl(i)aj(x, 0, u0,∇u0)|x′′=x′′s , 1 ≤ j ≤ k, s0 − ss + 1 ≤ i ≤ s0,

xrsl(i)Lju0(x)|x′′=x′′s , k < j ≤ s0 − 1, s0 − ss + 1 ≤ i ≤ s0,

−ϕsl(i)t(x′, 0), j = s0, s0 − ss + 1 ≤ i ≤ s0,
(1.6)

соответственно если s′1 = s0, то

αij =



aj(x, 0, u0,∇u0)|x′′=x′′i
, 1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ i ≤ s,

Lju0(x′, x′′i ), k + 1 ≤ j ≤ s0, 1 ≤ i ≤ s,

∂xr1l(i)aj(x, 0, u0,∇u0)|x′′=x′′1
, 1 ≤ j ≤ k, s+ 1 ≤ i ≤ s+ s1,

∂xr1l(i)Lju0|x′′=x′′1
, k + 1 ≤ j ≤ s0, s+ 1 ≤ i ≤ s+ s1,

...
...

∂xrsl(i)aj(x, 0, u0,∇u0)|x′′=x′′s , 1 ≤ j ≤ k, s0 − ss + 1 ≤ i ≤ s0,

∂xrsl(i)Lju0|x′′=x′′s , k + 1 ≤ j ≤ s0, s0 − ss + 1 ≤ i ≤ s0.

(1.7)
Если s′1 = s0 − 1, то правая часть в (1.5) может быть записана в виде

gi =



(−Ls0u0 − a0(x, 0, u0,∇u0))|x′′=x′′i
, 1 ≤ i ≤ s,

∂xr1l(i) (−Ls0u0 − a0(x, 0, u0,∇u0))|x′′=x′′1
, s+ 1 ≤ i ≤ s+ s1,

...
...

∂xrsl(i) (−Ls0u0 − a0(x, 0, u0,∇u0))|x′′=x′′s , s0 − ss + 1 ≤ i ≤ s0.

(1.8)
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Соответственно, если s′1 = s0, то

gi =



ϕit(x′, 0)− (Ls0+1u0 + a0(x, 0, u0,∇u0))|x′′=x′′i
, 1 ≤ i ≤ s,

ϕ1l(i)t(x′, 0)− ∂xr1l(i) (Ls0+1u0 + a0(x, 0, u0,∇u0))|x′′=x′′1
,

s+ 1 ≤ i ≤ s+ s1
...

...
ϕsl(i)t(x′, 0)− ∂xrsl(i) (Ls0+1u0 + a0(x, 0, u0,∇u0))|x′′=x′′s ,

s0 − ss + 1 ≤ i ≤ s0.

(1.9)

Решение системы (1.5) должно существовать, и, кроме того, естественно
потребовать, чтобы наша задача при t = 0 была параболической.

Предположение (D). Существуютm0,M0 > 0 такие, чтоm0 ≤ | detA0(x′)|
≤ M0 для любого x′ ∈ �; если s′1 = s0 − 1, то найдутся m1,M1 > 0 такие, что
m1 ≤ q0s0(x′) ≤M1 для любого x′ ∈ �; существуют m2,M2 > 0 такие, что

m2|ξ|2 ≤
s′1+1∑
p=k+1

q0p
∑
|β|=2

apβξ
β ≤M2|ξ|2

для любых ξ ∈ Rn, (x, t) ∈ Q, где функции q0p(x′) (p = k + 1, . . . , s′1) образуют
решение системы (1.5) и q0s′1+1 ≡ 1.

Нам осталось записать условия согласования. Пусть

B0u =
s′1∑

i=k+1

q0i(x′)Liu+Ls′1+1u, b0(x, t, u, p) =
k∑
i=1

q0i(x′)ai(x, t, u, p)+a0(x, t, u, p).

Предположение (E). Для всех j = 1, . . . , s, p = 1, . . . , sj и l = m+1, . . . , n
в случае краевых условий (0.3)

rϕ(x, 0) = u0|� , ϕj(x′, t)|S0 = ϕ(x′, x′′j , t)|S0 , ϕj(x′, 0) = u0(x′, x′′j ), (1.10)

rϕjp(x′, t)|S0 = ∂xrjpϕ(x′, x′′j , t)|S0 , ϕjp(x′, 0) = ∂xrjpu0(x)|x′′=x′′j
, (1.11)

rϕt(x, 0) = B0u0|� + b0(x, 0, u0,∇u0)|� , (1.12)

rϕtxl(x, 0)|�δ0j = ∂xl(B0u0 + b0(x, 0, u0,∇u0))|�δ0j , (1.13)

rϕtxlxrjp (x, 0)|�δ0j = ∂2
xlxrjp

(B0u0 + b0(x, 0, u0,∇u0))|�δ0j (1.14)

и в случае краевых условий (0.4)

∂u0

∂l
+ l0u0|� = ϕ(x, 0)|� ,

∂ϕj
∂l

+ l0ϕj(x′, t)|S0 = ϕ(x′, x′′j , t)|S0 ,

ϕj(x′, 0) = u0(x′, x′′j ),
(1.15)

∂ϕjp
∂l

+
∂ϕj
∂l′

+ l0ϕjp(x′, t) + l0xrjpϕj |S0 = ϕxrjp (x′, x′′j , t)|S0 ,

ϕjp(x′, 0) = ∂xrjpu0(x)|x′′=x′′j
,

(1.16)

где l′ — вектор с координатами (l1xrjp , l2xrjp , . . . , lnxrjp ).
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Теорема 1. Пусть выполнены условия (A)–(E). Тогда для некоторого чис-
ла t∗ > 0 такого, что t∗ ≤ T , на промежутке [0, t∗] существует единственное
решение u(x, t), q1(x′, t), . . . , qs0(x′, t) задачи I такое, что

u ∈ C2+α,1+α/2(Qt∗), ∇x′′u, ∂
2
xlxrip

u ∈ C2+α,1+α/2(Qδ1it∗), qj ∈ Cα,α/2(Q0
t∗)

∀δ1 < δ0, i = 1, 2, . . . , s, p = 1, . . . , si, l = m+ 1, . . . , n, j = 1, 2, . . . , s0.

Рассмотрим далее линейную ситуацию s′1 = s0, k = s0, Lu = Ls0+1u = B0u,

ai(x, t, u,∇u) = ai(x, t) (i = 0, 1, . . . , s0), a =
s0∑
i=1

ai(x, t)qi(x′, t)+a0(x, t). (1.17)

Чтобы получить разрешимость в целом, усилим условие (D). Определим мат-
рицу A = {αij}s0i,j=1 с элементами

αij =



aj(x′, x′′i , t), 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ s0,

∂xr1,l(i)aj(x, t)|x′′=x′′1
, s+ 1 ≤ i ≤ s+ s1, 1 ≤ j ≤ s0,

∂xr2,l(i)aj(x, t)|x′′=x′′2
, s+ 1 + s1 ≤ i ≤ s+ s1 + s2, 1 ≤ j ≤ s0,

...
...

∂xrs,l(i)aj(x, t)|x′′=x′′s , s0 − ss + 1 ≤ i ≤ s0, 1 ≤ j ≤ s0.

(1.18)

Нетрудно увидеть, что A(x′, 0) = A0(x′).
Предположение (D′). Существуютm′

0, M ′
0 > 0 такие, чтоm′

0 ≤ |detA(x′, t)| ≤
M ′

0 для любого (x′, t) ∈ Q0
T .

Теорема 2. Пусть s′1 = s0 = k, L = Ls0+1 и функция a определена ра-
венством (1.17). Предположим также, что выполнены условия (A)–(E), при-
чем вместо первых двух условий в (D) потребуем, чтобы было выполнено (D′).
Тогда существует единственное решение u(x, t), q1(x′, t), . . . , qs0(x′, t) задачи I
такое, что

u ∈ C2+α,1+α/2(Q), ∇x′′u, ∂
2
xlxrip

u ∈ C2+α,1+α/2(Qδ1i), qj ∈ Cα,α/2(Q0
T

)
∀δ1 < δ0, i = 1, 2, . . . , s, p = 1, . . . , si, l = m+ 1, . . . , n, j = 1, . . . , s0.

2. Доказательство основных результатов

Приведем некоторые вспомогательные леммы.

Лемма 1. Пусть v(x, t) ∈ Cβ,β/2(Qγ) (β ∈ (0, 1)) и v(x, 0) = 0. Тогда
существует постоянная c(α, β) такая, что при 0 ≤ α < β

‖v‖Cα,α/2(Qγ) ≤ c(α, β)γ(β−α)/2‖v‖Cβ,β/2(Qγ).

Доказательство. Утверждение вытекает из интерполяционных нера-
венств и определения нормы в пространстве Гёльдера.
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Лемма 2. Пусть g̃(x, t, u,∇u) = g(x, t, u+ �,∇(u+ �))− g(x, t, �,∇�), где
u,� ∈ C2+α,1+α/2(Qγ) (α ∈ (0, 1)), u(x, 0) = 0 и функция g(x, t, u,∇u) удовле-
творяет тем же условиям, что и функции ai в (C). Тогда существует постоянная
c(α) такая, что

‖g̃‖Cα,α/2(Qγ) ≤ c(α)

[
〈gu〉α,α/2,0 +

n∑
i=1

〈gpi〉α,α/2,0

(
〈gu〉0,0,α +

n∑
i=1

〈gpi〉0,0,α

)

×
(
‖u‖α

C2,1(Qγ) + ‖�‖α
C2,1(Qγ)

)]
γ1/2‖u‖C2+α,1+α/2(Qγ). (2.1)

Доказательство. Для доказательства используем представление

g̃ =
1∫

0

[
gu(x, t, �+ τu,∇�+ τ∇u)u+

n∑
i=1

gpi(x, t, �+ τu,∇�+ τ∇u)uxi

]
dτ,

лемму 1 и определение нормы в пространстве Гёльдера.
Рассмотрим вспомогательное уравнение

ut − Lu = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (2.2)

где L — эллиптический оператор с коэффициентами класса Cα,α/2(Q).

Лемма 3 (см. [17, 18]). Пусть � ∈ C2+α, u0 ∈ C2+α(G), ϕ ∈ C2+α,1+α/2(S),
f ∈ Cα,α/2(Q) и выполнены соответствующие условия согласования (первое
из равенств (1.10) и равенство (1.12), где в правой части стоит Lu0 + f(x, 0),
в случае краевых условий (0.3) и первое из равенств (1.15) в случае условия
(0.4)). Тогда существует единственное решение u задачи (2.2), (0.2), (0.3) ((2.2),
(0.2), (0.4)) из класса C2+α,1+α/2(Q) такое, что для некоторой постоянной c, не
зависящей от параметра t0, справедлива оценка

‖u‖C2+α,1+α/2(Qt0 ) ≤ c(‖f‖Cα,α/2(Qt0 ) + ‖u0‖C2+α(G) + ‖ϕ‖C2+α,1+α/2(St0 ))

(‖u‖C2+α,1+α/2(Qt0 ) ≤ c(‖f‖Cα,α/2(Qt0 ) + ‖u0‖C2+α(G) + ‖ϕ‖C1+α,(1+α)/2(St0 ))).

Предполагая, что условия теоремы 1 выполнены, рассмотрим уравнение

r(x′)�t −B0� = b0(x, t, �,∇�), (x, t) ∈ Q, (2.3)

где оператор B0 и функция b0 определены перед условием (E), r(x′) ≡ 1, если
s′1 = s0, и r(x′, t) = q0s0(x′), если s′1 = s0 − 1. В силу второго соотношения в (D)
r(x′) ≥ m1 в � и нетрудно убедиться, что

r(x′), q0i(x′) ∈ Cα(�), i = 1, . . . , s0. (2.4)

Лемма 4. При выполнении условий теоремы 1 найдется число t∗1 такое,
что при t ≤ t∗1 существует единственное решение задачи (2.3), (0.2), (0.3) (или
(0.4)) из класса C2+α,1+α/2(Qt∗1

) такое, что при j = 1, 2, . . . , s и δ < δ0

∇x′′� ∈ C2+α,1+α/2(Qδjt∗1
), ∂2

xhxrjp
� ∈ C2+α,1+α/2(Qδjt∗1

),

h = m+ 1, . . . , n, p = 1, . . . , sj .

Доказательство. Первая часть утверждения фактически получена в
классических работах П. Е. Соболевского, Э. Гальярдо, А. Фридмана, М. Жевре
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и ряда других авторов. Достаточно полная библиография и описание резуль-
татов имеются в книге [17]. Вторая половина утверждения о дополнительной
гладкости решений вытекает из результатов внутренней гладкости решений па-
раболических уравнений, изложенных в [17].

Доказательство теоремы 1. (a) Построение системы уравнений
для функций qi. Рассмотрим случай s′0 = s0, т. е. r(x, t) ≡ 1. Второй случай
рассматривается аналогично. Пусть q0i — решения системы (1.5) и � — функ-
ция, построенная в лемме 4. Функция � определена на некотором промежутке
[0, t∗1], зависящем от данных задачи. Поэтому далее считаем, что t ≤ t∗1. Ищем
решение задачи I в виде

u(x, t) = �(x, t)+v(x, t), ~q = ~q0+~q1, ~q = (q1, q2, . . . , qs0), ~q1 = (q11, q12, . . . , q1s0).
(2.5)

Подставляя разложение (2.5) в (0.1)–(0.4), получим

vt −B0v = B1v + b̃0(x, t, v,∇v) + b̃1(x, t, v,∇v) +B1�+ b1(x, t, �,∇�), (2.6)

где b̃i = bi(x, t, v + �,∇v +∇�)− bi(x, t, �,∇�) (i = 0, 1) и

B1v =
s0∑

i=k+1

q1i(x′, t)Liv, b1(x, t, u, p) =
k∑
i=1

q1iai(x, t, u, p),

(x, t) ∈ Q, u ∈ R, p ∈ Rn.

(2.7)

Кроме того, имеем

v|t=0 = 0, v|S = 0 (или
∂v

∂l
+ l0(x, t)v|S = 0), (2.8)

v|Si = ϕi − �(x′, x′′i , t) = ϕ̃i, (2.9)

vxkir |Si = ϕir(x′, t)−�xkir
(x′, x′′i , t) = ϕ̃ir ∀r = 1, 2, . . . , si, i = 1, 2, . . . , s. (2.10)

Пусть операторы B0, B1 имеют вид

Bpv =
n∑

i,j=1

apij(x, t)vxixj +
n∑
i=1

api vxi + ap0v, p = 0, 1.

Положим

B1
pv =

m∑
i,j=1

apij(x, t)vxixj +
m∑
i=1

api vxi + ap0v, B2
pv = Bpv −B1

pv, p = 0, 1.

По аналогии определим также операторы L1
j , L

2
j (j = k+1, . . . , s0+1); по построе-

нию операторы L1
j содержат производные только по переменным x′. Перепишем

(2.6) в виде

vt−B1
0v−B2

0v−b̃0(x, t, v,∇v)−b̃1(x, t, v,∇v)−B2
1v = B1

1(�+v)+B2
1�+b1(x, t, �,∇�).

(2.11)
Положим в (2.11) x′′ = x′′i (i = 1, 2, . . . , s). Получим

ϕ̃it −B1
0 ϕ̃i −

(
B2

0v + b̃0(x, t, v,∇v) + b̃1(x, t, v,∇v) +B2
1v
)∣∣
x′′=x′′i

= B1
1ϕi +

[
B2

1�+ b1(x, t, �,∇�)
]
|x′′=x′′i

. (2.12)
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Дифференцируя (2.11) по переменной xrip и полагая x′′ = x′′i , имеем

ϕ̃ipt−B1
0 ϕ̃ip−B1

0xrip
ϕ̃i−∂xrip

(
B2

0v+ b̃0(x, t, v,∇v)+ b̃1(x, t, v,∇v)+B2
1v
)∣∣
x′′=x′′i

= B1
1ϕip +B1

1xrip
ϕi + ∂xrip

(
B2

1�+ b1(x, t, �,∇�)
)∣∣
x′′=x′′i

, (2.13)

где B1
0xrip

, B1
1xrip

— операторы B1
0 , B

1
1 , все коэффициенты которых продиффе-

ренцированы по переменной xrip . Правая часть в равенствах (2.12), (2.13) мо-
жет быть записана в виде A(x′, t)~q1, где A = {βij(x′, t)} — некоторая матрица,
зависящая от известных функций �,ϕi, ϕip. Имеем

βij =



aj(x, t, �,∇�)|x′′=x′′i
, 1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ i ≤ s,

L1
jϕi(x′, t) + L2

j�(x′, x′′i , t), k + 1 ≤ j ≤ s0, 1 ≤ i ≤ s,

(aj(x, t, �,∇�))xr1l(i) |x′′=x′′1
, 1 ≤ j ≤ k, s+ 1 ≤ i ≤ s+ s1,

L1
jϕ1l(i) + L1

jxr1l(i)
ϕi +

(
L2
j�
)
xr1l(i)

|x′′=x′′1
,

k + 1 ≤ j ≤ s0, s+ 1 ≤ i ≤ s+ s1,

...
...

(aj(x, t, �(x, t),∇�(x, t)))xrsl(i) |x′′=x′′s ,

1 ≤ j ≤ k, s0 − ss + 1 ≤ i ≤ s0,

L1
jϕsl(i) + L1

jxrsl(i)
ϕi +

(
L2
j�
)
xrsl(i)

|x′′=x′′s ,

k + 1 ≤ j ≤ s0, s0 − ss + 1 ≤ i ≤ s0.

Левая часть представляется в виде суммы векторов ~r1(x′, t) + B(~q1) с коорди-
натами

r1i =



ϕ̃it −B1
0 ϕ̃i, 1 ≤ i ≤ s,

ϕ̃1l(i)t −B1
0 ϕ̃1l(i) −B1

0xr1l(i)
ϕ̃1, s+ 1 ≤ i ≤ s+ s1,

ϕ̃2l(i)t −B1
0 ϕ̃2l(i) −B1

0xr2l(i)
ϕ̃2, s+ 1 + s1 ≤ i ≤ s+ s1 + s2,

...,
...,

ϕ̃sl(i)t −B1
0 ϕ̃sl(i) −B1

0xrsl(i)
ϕ̃s, s0 + 1− ss ≤ i ≤ s0,

(B(~q1))i =



−
((
B2

0 +B2
1
)
v + (b̃0 + b̃1)(x, t, v,∇v)

)∣∣
x′′=x′′i

, 1 ≤ i ≤ s,

−∂xr1l(i)
((
B2

0 +B2
1
)
v + (b̃0 + b̃1)(x, t, v,∇v)

)∣∣
x′′=x′′1

,

s+ 1 ≤ i ≤ s+ s1,

−∂xr2l(i)
((
B2

0 +B2
1
)
v + (b̃0 + b̃1)(x, t, v,∇v)

)∣∣
x′′=x′′2

,

s+ 1 + s1 ≤ i ≤ s+ s1 + s2,

...
...

−∂xrsl(i)
((
B2

0 +B2
2
)
v + (b̃0 + b̃1)(x, t, v,∇v)

)∣∣
x′′=x′′s

,

s0 + 1− ss ≤ i ≤ s0.

Полагая в (2.12), (2.13) t = 0 и используя условия согласования, получим

B1
1ϕi +B2

1�+ b1(x, t, �,∇�)|x′′=x′′i ,t=0 = B1u0 + b1(x, 0, u0,∇u0)|x′′=x′′i
,
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∂xrip
(
B1

1ϕi+B
2
1�+b1(x, t, �,∇�)

)∣∣
x′′=x′′i ,t=0 = ∂xrip (B1u0+b1(x, 0, u0,∇u0))|x′′=x′′i

.

Сравнивая полученные выражения с правой частью системы (1.3), (1.4), видим,
что A(x′, 0) = A0. Элементы матрицы A(x′, t) − A0(x′) допускают оценку вида
ct1/2, причем постоянная c не зависит от x′. В силу условия (D) существует
t∗2 ≤ t∗1 такое, что

m0/2 ≤ | detA(x′, t)| ≤ 2M0 ∀x′ ∈ � ∀t ∈ [0, t∗2]. (2.14)

Кроме того, в силу условий согласования и определения величин q0i будет
~r1(x′, 0) = 0. Таким образом, равенства (2.12), (2.13) можем записать в виде
системы

A(x′, t)~q1(x′, t) = ~g1 = ~r1 +B(~q1)(x′, t), ~g1|t=0 = 0, (x′, t) ∈ Q0
t∗2
, (2.15)

или в виде системы

~q1 = A−1(~r1(x′, t)) +A−1B(~q1) = C(~q1), (x′, t) ∈ Q0
t∗2
. (2.16)

(b) Разрешимость системы (2.16). Для простоты предполагаем, что
G — ограниченная область. В общем случае теорема Шаудера, использован-
ная ниже, заменяется теоремой о неподвижной точке и рассуждения немного
усложняются. Положим r(t∗) = ‖A−1(~r1(x′, t))‖Cα,α/2(Q0

t∗ ). Вектор-функцию ~q1

ищем в шаре B(t∗3) =
{
~q1 ∈ Cα,α/2

(
Q0
t∗3

)
: ~q1(x′, 0) = 0, ‖~q1‖Cα,α/2(Q0

t∗3
) ≤ 2r(t∗)

}
,

где параметры t∗3, t
∗ (t∗3 ≤ t∗ ≤ t∗2) определим позже. В силу леммы 3 найдется

постоянная c0 такая, что

‖vt −B0v‖Cα,α/2(Qτ ) ≥ c0‖v‖C2+α,1+α/2(Qτ ) (2.17)

для всех v, удовлетворяющих краевым условиям (2.8) и τ ∈ (0, T ]. В силу
леммы 1 оператор B1v допускает оценку

‖B1v‖Cα,α/2(Qτ ) ≤ c1‖v‖C2+α,1+α/2(Qτ )τ
α/2‖~q1‖Cα,α/2(Q0

τ ), (2.18)

где без ограничения общности считаем, что постоянная c1 не зависит от τ ≤ T .
Выберем постоянную t∗ исходя из условия

2c1r(t∗)(t∗)α/2 ≤ c0/2 (2.19)

и таким образом, чтобы

m2|ξ|2/2 ≤
s′1+1∑
p=k+1

(q0p + q1p)
∑
|β|=2

apβξ
α ≤ 2M2|ξ|2 ∀ξ ∈ Rn, q0s′1+1 = q1s′1+1 ≡ 1,

(2.20)
для всех ~q1 ∈ B(t∗). В этом случае в силу теоремы о неподвижной точке опера-
тор Lv = vt − B0v − B1v с областью определения D(L), состоящей из функций
из C2+α,1+α/2(Qτ ), удовлетворяющих (2.8), обратим при всех τ ≤ t∗ и ~q1 ∈ B(τ)
и справедлива оценка

‖vt −B0v −B1v‖Cα,α/2(Qτ ) ≥
c0
2
‖v‖C2+α,1+α/2(Qτ ).

Тогда уравнение (2.6) может быть переписано в виде

v = L−1(b̃0(x, t, v,∇v) + b̃1(x, t, v,∇v) +B1�+ b1(x, t, �,∇�)) = C1(v). (2.21)
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Для доказательства разрешимости уравнения (2.21) используем теорему Ша-
удера. Приведем оценки для функции v. Имеем

‖L−1(B1�+ b1(x, t, �,∇�))‖C2+α,1+α/2(Qτ )

≤ 2
c0

(‖B1�‖Cα,α/2(Qτ ) + ‖b1‖Cα,α/2(Qτ )) ≤ c2‖~q1‖Cα,α/2(Q0
τ ) ≤ 2c2r(t∗) = r0,

(2.22)

где постоянная c2 не зависит от τ . Ищем решение уравнения (2.21) в классе
Bτ = {v ∈ D(L) : ‖v‖C2+α,1+α/2(Qτ ) ≤ 2r0}, где параметр τ мы подберем ниже. В
силу леммы 2 имеем

‖b̃0(x, t, v,∇v)‖Cα,α/2(Qτ ) ≤ c3(r0)τ1/2‖v‖C2+α,1+α/2(Qτ ) ≤ c4(r0)τ1/2. (2.23)

Можно считать, что постоянные c3, c4 не зависят от τ ≤ t∗. Аналогично

‖b̃1(x, t, v,∇v)‖Cα,α/2(Qτ ) ≤ τ1/2c5(r0)r0r(t∗) = τ1/2c6(r0). (2.24)

Используя (2.23), (2.24), получим оценку

‖C1(v)‖C2+α,1+α/2(Qτ ) ≤ τ1/2c7 + r0 ≤ 2r0,

если
τ ≤ t∗4 = min((r0/c7)2, t∗). (2.25)

Тогда оператор C1(v) будет переводить шар Bτ в себя и вполне непрерывен.
Следовательно, уравнение (2.21) имеет решение из этого шара при всех ~q1 ∈
B(τ). Единственность решения очевидна в силу известных свойств параболи-
ческих уравнений. Таким образом, при выполнении (2.19), (2.20) и (2.25) урав-
нение (2.21) имеет единственное решение из шара Bτ на промежутке [0, τ ] при
всех ~q1 ∈ B(τ). Решение v удовлетворяет оценке

‖v‖C2+α,1+α/2(Qτ ) ≤ 4c2r(t∗) = 2r0. (2.26)

Далее считаем, что τ ≤ t∗4. Дифференцируя (2.6) по xj c j ≥ m+1 и затем по xrip
и используя свойства локальной гладкости решений параболических уравнений
(см. [17]), получим, что при δ1 < δ0, l = m+ 1, . . . , n и i = 1, . . . , s

∇x′′v ∈ C2+α,1+α/2(Qδ1iτ ), ∂2
xlxrip

v ∈ C2+α,1+α/2(Qδ1iτ ), p = 1, . . . , si, (2.27)

‖∇x′′v‖C2+α,1+α/2(Qδ1iτ ) ≤ c8(r0), (2.28)∥∥∂2
xlxrip

v
∥∥
C2+α,1+α/2(Qδ1iτ ) ≤ c9(r0). (2.29)

Покажем, что при подходящем выборе τ оператор C(~q1) переводит множество
B(τ) в себя. Используя полученные оценки (2.26), (2.28), (2.29), при τ ≤ t∗4
имеем

‖C(~q1)‖Cα,α/2(Q0
τ ) ≤ r(t∗) + ‖A−1B(~q1)‖Cα,α/2(Q0

τ ) ≤ r(t∗) + c10‖B(~q1)‖Cα,α/2(Q0
τ ),

(2.30)
где c10 — постоянная. Оценим величину ‖B(~q1)‖Cα,α/2(Q0

τ ). Фиксируем δ1 < δ.
Тогда∥∥(B2

0 +B2
1
)
v(x′, x′′i , t)

∥∥
Cα,α/2(Q0

τ )

≤ (c11 + c12r(t∗))

(
n∑

h=1

n∑
p=m+1

‖vxhxp(x, t)‖Cα,α/2(Qδ1iτ )

+
n∑

p=m+1

‖vxp(x, t)‖Cα,α/2(Qδ1iτ )

)
, 1 ≤ i ≤ s. (2.31)
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В силу принадлежности ∇x′′v ∈ C2+α,1+α/2(Qδ1iτ ) для i = 1, . . . , s получим, что
vxhxp ∈ C1+α,(1+α)/2(Qδ1iτ ). По лемме 1

‖vxhxp(x, t)‖Cα,α/2(Qδ1iτ ) ≤ c12τ
1/2‖vxhxp(x, t)‖C1+α,(1+α)/2(Qδ1iτ )

≤ c13τ
1/2‖∇x′′v‖C2+α,1+α/2(Qδ1iτ ) ≤ c14τ

1/2, (2.32)

где c14 — постоянная, зависящая от величин r(t∗), r0. Аналогично

‖vxp(x, t)‖Cα,α/2(Qδ1iτ ) ≤ c15τ
1/2‖v‖C2+α,1+α/2(Qδ1iτ ) ≤ 2c15τ1/2. (2.33)

Из (2.31)–(2.33) заключаем, что∥∥(B2
0 +B2

1
)
v(x′, x′′i , t)

∥∥
Cα,α/2(Q0

τ ) ≤ c16τ
1/2. (2.34)

В силу оценок (2.23), (2.24), (2.32), (2.33) имеем

‖(B(~q1))i‖Cα,α/2(Q0
τ ) ≤ c17τ

1/2. (2.35)

Пусть i ≥ s + 1. Аналогично, поскольку ∇x′′v ∈ C2+α,1+α/2(Qδ1iτ ), vxpxrjl ∈
C2+α,1+α/2(Qδ1iτ ) (p = m+1, . . . , n, j = 1, . . . , s, l = 1, 2, . . . , sj), в силу леммы 1,
(2.28) и (2.29)

∥∥∂xrjl (B2
0+B2

1
)
v
∣∣
x′′=x′′j

∥∥
Cα,α/2(Q0

τ ) ≤ c18

(
n∑

h=1

n∑
p=m+1

‖vxhxpxrjl (x, t)‖Cα,α/2(Qδ1jτ )

+
n∑

h=1

n∑
p=m+1

‖vxhxp(x, t)‖Cα,α/2(Qδ1jτ ) +
n∑

p=m+1

‖vxp(x, t)‖Cα,α/2(Qδ1jτ )

)
≤ c19τ

1/2.
(2.36)

Используя (2.28), (2.29), леммы 1 и 2, получим

‖∂xrjl (b̃0 + b̃1)(x, t, v,∇v)
∣∣
x′′=x′′j

‖Cα,α/2(Q0
τ ) ≤ c20τ

1/2, j = 1, . . . , s, l = 1, . . . , sj .

(2.37)
Из (2.35)–(2.37) вытекает оценка ‖B(~q1)‖Cα,α/2(Q0

τ ) ≤ c21τ1/2, а из (2.30) —

‖C(~q1)‖Cα,α/2(Q0
τ ) ≤ r(t∗) + c10c21τ

1/2. (2.38)

Выберем t∗3 ≤ t∗4 таким образом, чтобы c10c21(t∗3)1/2 ≤ r(t∗). Тогда в силу (2.38)
оператор C(~q1) переводит множество B(t∗3) в себя. При получении оценок (2.32)
и других выше мы видели, что B(~q1) ∈ C1+α,(1+α)/2

(
Q0
τ

)
при ~q1 ∈ Cα,α/2

(
Q0
τ

)
и в силу компактности вложения C1+α,(1+α)/2

(
Q0
τ

)
⊂ Cα,α/2

(
Q0
τ

)
операторы

B(~q1) и C(~q1) компактны и непрерывны и, значит, система (2.16) разрешима на
промежутке [0, t∗3].

(с) Разрешимость исходной задачи. Пусть ~q1 — решение (2.16). Опре-
делим функцию v как решение параболической задачи (2.6), (2.8). Покажем,
что функция v удовлетворяет условиям (2.9), (2.10). Вначале рассмотрим слу-
чай краевых условий (0.3). Полагая в (2.11) x′′ = x′′i , имеем

vt(x′, x′′i , t)−B1
0v(x

′, x′′i , t)−
(
B2

0v + b̃0(x, t, v,∇v) + b̃1(x, t, v,∇v) +B2
1v
)∣∣
x′′=x′′i

= B1
1v(x

′, x′′i , t) +
(
B1

1�+B2
1�+ b1(x, t, �,∇�)

)∣∣
x′′=x′′i

. (2.39)
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Вычитая (2.39) из (2.12) и полагая, что v(x′, x′′i , t)− ϕ̃i(x′, t) = ϕ0i, получим, что

ϕ0it(x′, t)−
(
B1

0 +B1
1
)
ϕ0i(x′, t) = 0, ϕ0i(x′, 0) = 0, ϕ0i|S0

t∗3
= 0, i = 1, 2, . . . , s,

(2.40)
где (x′, t) ∈ Q0

t∗3
. В силу единственности решений первой начально-краевой

задачи ϕ0i = 0 ∀i, т. е. v(x′, x′′i , t) = ϕ̃i(x′, t) при всех (x′, t) и, значит, выполнено
условие (2.9). Дифференцируя (2.11) по переменной xrip и полагая x′′ = x′′i и
∂xrip v(x

′, x′′i , t) = ϕ̂ip, приходим к равенству

ϕ̂ipt−B1
0 ϕ̂ip−B1

0xrip
ϕ̃i−∂xrip

(
B2

0v+ b̃0(x, t, v,∇v)+ b̃1(x, t, v,∇v)+B2
1v
)∣∣
x′′=x′′i

= B1
1 ϕ̂ip +B1

1xrip
ϕ̃i + ∂xrip

(
B1

1�+B2
1�+ b1(x, t, �,∇�)

)∣∣
x′′=x′′i

. (2.41)

Вычитая (2.41) из (2.13), получим, что функция ϕ̂ipt − ϕ̃ip(x′, t) = ϕ0ip, равно
как и функция ϕ0i, есть решение задачи (2.40) и тем самым ϕ0ip = 0 ∀i, p. Это
означает, что выполняется условие (2.10). Перейдем к условию (0.4). В этом
случае условие Дирихле в (2.40) заменяется условием

∂ϕ0i

∂l
+ l0(x, t)ϕ0i|S0

t∗3
= 0

и вновь ввиду единственности выполняется условие (2.9). Дифференцируя
(2.11) по переменной xrip и полагая x′′ = x′′i , снова придем к уравнению (2.41)
относительно функции ϕ̂ip. Вместо условий Дирихле получим условие

∂ϕ̂ip
∂l

+ l0(x, t)ϕ̂ip|S0
t∗3

= 0,

в силу которого выполнено (2.10). Сделав в (2.6) обратную замену v = u − �,
получим решение u исходной задачи I.

Доказательство теоремы 2 проводится с использованием той же самой
схемы. В отличие от системы для нахождения коэффициентов, полученной
в теореме 1, данная система оказывается линейной. Как и в теореме, легко
показать применимость теоремы Лерэ — Шаудера, а из оценок, аналогичным
тем, которые использовались в теореме 1, получить единственность решений
системы, откуда и вытекает разрешимость.
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