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ОБОБЩЕННЫЕ СДВИГИ БЕССЕЛЯ

И НЕКОТОРЫЕ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ

ПРИБЛИЖЕНИЙ ФУНКЦИЙ НА ПОЛУПРЯМОЙ

С. С. Платонов

Аннотация. С помощью обобщенных сдвигов Бесселя изучаются задачи теории
приближения функций на полупрямой [0,+∞) в метрике Lp с некоторым весом.
Доказана прямая теорема джексоновского типа для модуля гладкости произволь-
ного порядка, построенного на основе обобщенного сдвига Бесселя. Установлена
эквивалентность модуля гладкости и K-функционала, построенного по простран-
ству соболевского типа, соответствующего дифференциальному оператору Бесселя.
В качестве средства приближения используется некоторый класс целых функций
экспоненциального типа. Основным средством для решения этих задач является
гармонический анализ Фурье — Бесселя.
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§ 1. Введение. Формулировка основных результатов

В классической теории приближения функций на прямой R центральную
роль играют операторы сдвига f(x) 7→ f(x+y), x, y ∈ R. Так, инфинитезималь-
ным оператором сдвига является оператор дифференцирования, преобразова-
ние Фурье представляет собой разложение по собственным функциям оператора
сдвига, оператор сдвига используется для построения модулей непрерывности и
гладкости, которые являются основными элементами прямых и обратных тео-
рем теории приближений. Различные обобщения операторов сдвига позволяют
формулировать естественные аналоги многих задач классической теории при-
ближений. Одним из обобщений операторов сдвига является группа или полу-
группа операторов в банаховом пространстве. Различные задачи теории при-
ближений в банаховых пространствах с группой или полугруппой операторов
рассматривались, например, в работах [1, 2]. Другим обобщением операторов
сдвига являются так называемые «операторы обобщенного сдвига» (см., напри-
мер, [3, 4]). Эти операторы не обязательно образуют группу или полугруппу, но
построенные по ним обобщенные модули гладкости могут быть лучше приспо-
соблены для изучения связей между гладкостными свойствами функций и наи-
лучшими приближениями этих функций в весовых функциональных простран-
ствах, чем обычные модули гладкости. Некоторые результаты о приближении
функций с использованием операторов обобщенного сдвига см. в работах [4–6]
и в цитированной там литературе. Отметим, что в большинстве работ этого на-
правления рассматривается приближение функций многочленами на конечном
отрезке.
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На полупрямой R+ = [0,+∞) одним из важнейших операторов обобщенно-
го сдвига является обобщенный сдвиг Бесселя [7–9]. Обобщенный сдвиг Бесселя
используется при изучении различных задач, связанных с дифференциальными
операторами Бесселя (см. статью Я. И. Житомирского [10], книгу И. А. Кипри-
янова [8] и цитированную там литературу). С обобщенным сдвигом Бесселя тес-
но связан гармонический анализ Фурье — Бесселя, т. е. раздел гармонического
анализа, в котором изучаются различные задачи, связанные с интегральными
преобразованиями Бесселя (Ганкеля).

В настоящей статье с помощью обобщенных сдвигов Бесселя изучаются
задачи теории приближения функций на полупрямой [0,+∞) в метрике Lp с
некоторым весом. Доказана прямая теорема джексоновского типа для модуля
гладкости произвольного порядка, построенного на основе обобщенного сдви-
га Бесселя. Установлена эквивалентность модуля гладкости и K-функционала,
построенного по пространству соболевского типа, соответствующего дифферен-
циальному оператору Бесселя. В качестве средства приближения используется
некоторый класс целых функций экспоненциального типа.

Перейдем к более подробному изложению результатов. Всюду далее α —
действительное число, удовлетворяющее условию α > − 1

2 .
Пусть

B = Bt :=
d2

dt2
+

(2α+ 1)
t

d

dt
(1.1)

— дифференциальный оператор Бесселя. Обозначим через jα(t) нормирован-
ную функцию Бесселя первого рода, т. е. jα(t) = 2α� (α+ 1)Jα(t)/tα, где Jα(x) —
функция Бесселя первого рода, � (x) — гамма-функция (см. [7]). Функция
y = jα(t) удовлетворяет дифференциальному уравнению By + y = 0 с на-
чальными условиями y(0) = 1 и y′(0) = 0. Функция jα(t) четная бесконечно
дифференцируемая (и даже целая аналитическая).

Мы будем рассматривать функции на промежутке R+ = [0,+∞) (все функ-
ции предполагаются комплекснозначными), но при этом удобно считать, что
функции по четности продолжены на всю прямую R. Пусть C(R+) — множе-
ство четных непрерывных функций на R, Cc(R+) — множество непрерывных
четных функций на R с компактным носителем, C(k)(R+) — множество четных
k раз непрерывно дифференцируемых функций на R и D+ — множество четных
бесконечно дифференцируемых функций на R с компактным носителем. Мно-
жества C(R+), Cc(R+), C(k)(R+) и D+ являются топологическими векторными
пространствами с обычными топологиями. Через D ′

+ обозначим множество всех
четных обобщенных функций, т. е. линейных непрерывных функционалов на
пространстве D+. Значение функционала f ∈ D ′

+ на функции ϕ ∈ D+ будем
обозначать через 〈f, ϕ〉.

Для любого 1 ≤ p <∞ через Lp,α обозначим банахово пространство, состоя-
щее из измеримых функций f(t) на R+ (функции рассматриваются с точностью
до значений на множестве меры нуль), для которых конечна норма

‖f‖p,α :=
(∫

|f(t)|pt2α+1 dt

)1/p

.

Здесь и в дальнейших формулах интегралы берутся по промежутку [0,+∞),
если отсутствуют пределы интегрирования.

При p = ∞ обозначим через L∞,α множество всех функций f(t), кото-
рые равномерно непрерывны и ограничены на R+. Норма в пространстве L∞,α
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определяется по формуле ‖f‖∞,α = ‖f‖∞ := sup
t∈R+

|f(t)|. Пространство Lp,α вкла-

дывается в D ′
+, если для f ∈ Lp,α и ϕ ∈ D+ положить

〈f, ϕ〉 :=
∫
f(t)ϕ(t)t2α+1 dt.

Следуя Б. М. Левитану [7], для любой функции f(t) ∈ C(2)(R+) оператор
обобщенного сдвига Бесселя T sf(t) = u(t, s), t, s ∈ R+, определим как решение
следующей задачи Коши:

Btu(t, s) = Bsu(t, s); (1.2)

u(t, 0) = f(t),
∂u

∂s
(t, 0) = 0, (1.3)

где Bt и Bs — дифференциальные операторы Бесселя, примененные по пере-
менным t и s соответственно. Решение задачи Коши (1.2), (1.3) существует,
единственно и может быть выписано в явном виде:

T sf(t) = u(t, s) = cα

π∫
0

f(
√
t2 + s2 − 2ts cosϕ)(sinϕ)2α dϕ, (1.4)

где

cα =

 π∫
0

(sinϕ)2α dϕ

−1

=
� (α+ 1)√
π� (α+ 1/2)

. (1.5)

По формуле (1.4) оператор T s продолжается до непрерывного оператора в про-
странстве Lp,α (см. далее § 2).

Для любой функции f ∈ Lp,α разности ∗�k
hf(t) порядка k (k = 1, 2, 3, . . . ) с

шагом h > 0 и модуль гладкости ∗ωk(f, δ)p,α порядка k определим формулами

∗�k
hf(t) :=

k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
T lhf(t), (1.6)

∗ωk(f, δ)p,α := sup
0<h≤δ

∥∥∗�k
hf
∥∥
p,α
, (1.7)

где
(k
l

)
— биномиальные коэффициенты, δ > 0.

Обозначим через M(ν, p, α), ν > 0, множество всех функций �(t), t ∈ R,
удовлетворяющих следующим условиям:

1) �(t) — четная целая функция экспоненциального типа ν;
2) �(t) принадлежит классу Lp,α.
Функции из класса M(ν, p, α) являются естественным средством прибли-

жения в пространстве Lp,α. Различные свойства этих функций (интерполяци-
онные формулы и аналоги неравенств Бернштейна и Никольского) см. в [11].
Наилучшее приближение функции f ∈ Lp,α функциями из M(ν, p, α) определя-
ется как

Eν(f)p,α := inf{‖f − �‖p,α : � ∈ M(ν, p, α)}. (1.8)
Действие дифференциального оператораB естественным образом расширяется
на пространство обобщенных функций D ′

+, если положить
〈Bf, ϕ〉 := 〈f,Bϕ〉, f ∈ D ′

+, ϕ ∈ D+.

В частности, действие оператора Бесселя B определено и для любой функции
f ∈ Lp,α, но при этом, вообще говоря, Bf будет обобщенной функцией.

Следующая теорема является аналогом прямой теоремы Джексона в клас-
сической теории приближения функций (см. [12, гл. 5]).
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Теорема 1.1. Пусть функции f,Bf, . . . ,Bmf (m ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . . }) при-
надлежат пространству Lp,α, где B — оператор Бесселя. Тогда для любого
ν > 0 справедливо неравенство

Eν(f)p,α ≤
c

ν2m
∗ωk

(
B

mf,
1
ν

)
p,α

,

где c = c(k,m, α) > 0 — некоторая постоянная.
Пусть Wm

p,α (m = 1, 2, 3, . . . ) — пространство Соболева, построенное по диф-
ференциальному оператору B, т. е.

Wm
p,α := {f ∈ Lp,α : Bjf ∈ Lp,α, j = 1, . . . ,m}. (1.9)

Определим K-функционал, построенный по пространствам Lp,α и Wm
p,α:

K
(
f, t;Lp,α;Wm

p,α

)
:= inf

{
‖f − g‖p,α + t‖Bmg‖p,α : g ∈Wm

p,α

}
, (1.10)

где f ∈ Lp,α, t > 0.
В следующей теореме устанавливается эквивалентность модуля гладкости

и K-функционала.

Теорема 1.2. Существуют положительные числа c1 = c1(m,α) и c2 =
c2(m,α) такие, что справедливы неравенства

(1/c1)∗ω2m−1(f, δ)p,α ≤ K
(
f, δ2m;Lp,α;Wm

p,α

)
≤ c1

∗ω2m−1(f, δ)p,α, (1.11)

(1/c2)∗ω2m(f, δ)p,α ≤ K
(
f, δ2m;Lp,α;Wm

p,α

)
≤ c2

∗ω2m(f, δ)p,α, (1.12)

где f ∈ Lp,α, δ > 0.

Следствие 1.1. Модули гладкости ∗ω2m−1(f, δ)p,α и ∗ω2m(f, δ)p,α эквива-
лентны, т. е. для f ∈ Lp,α и δ > 0 справедливо неравенство

(1/c3)∗ω2m−1(f, δ)p,α ≤ ∗ω2m(f, δ)p,α ≤ c3
∗ω2m−1(f, δ)p,α,

где c3 = c3(m,α) — некоторая положительная постоянная.
Доказательство теорем 1.1 и 1.2 является основной целью работы. В § 2

приводятся необходимые сведения из гармонического анализа Фурье — Бесселя.
В § 3 доказываются вспомогательные результаты, а в § 4 — основные теоремы,
причем сначала доказывается слабый вариант неравенства Джексона (теоре-
ма 4.1), затем с помощью этого неравенства доказывается теорема 1.2 и из нее
выводится теорема 1.1.

Обобщенные сдвиги Бесселя и пространства Lp,α имеют простой геомет-
рический смысл, если число α целое или полуцелое. Если α = n

2 − 1, n ∈
N = {1, 2, 3, . . . }, то пространство Lp,α изоморфно подпространству радиальных
функций в пространстве Lp(Rn), где функция F (x) ∈ Lp(Rn) называется ради-
альной, если F (gx) = F (x) для всех ортогональных преобразований g ∈ O(n,R).
Изоморфизм задается отображением P : f(t) 7→ F (x) = f(|x|), где f(t) ∈ Lp,n2−1,
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, |x| =

√
x2

1 + · · ·+ x2
n. При этом изоморфизме обобщен-

ный сдвиг Бесселя соответствует оператору усреднения по сферам, т. е. если
P (f(t)) = F (x), то

P (T sf(t)) =
1
|σ|

∫
σ

F (x+ sw) dw,



158 С. С. Платонов

где σ — единичная сфера в Rn, w ∈ σ, dw — элемент площади сферы, |σ| —
полная площадь всей сферы. Модули гладкости, построенные на основе опе-
ратора усреднения по сферам, используются в теории приближений функций
(см., например, [13, 14]).

Отметим, что разности ∗�k
hf вводились и использовались в других задачах

Л. Н. Ляховым в [15]. Отметим также, что конечные разности и модули глад-
кости на основе обобщенного сдвига Бесселя можно определять и другими спо-
собами. Так, например, конечные разности �k

hf и модуль гладкости ωk(f, δ)p,α
можно определить по формулам �k

hf := (Th−I)f , ωk(f, δ)p,α := sup
0<h≤δ

∥∥�k
hf
∥∥
p,α
,

где I — единичный оператор. Так как обобщенные сдвиги Th не образуют полу-
группу, разности �k

h и ∗�k
h различные. Теоремы джексоновского типа на основе

модуля гладкости ωk(f, δ)p,α будут рассмотрены в другой статье.

§ 2. Преобразование Бесселя
и обобщенные сдвиги Бесселя

Преобразованием Бесселя называется следующее интегральное преобразо-
вание [7, 8, 16]:

F : f(t) 7→ f̂(λ) =
∫
f(t)jα(λt)t2α+1 dt, λ ∈ R+. (2.1)

Обратное преобразование Бесселя задается формулой

F
−1 : g(λ) 7→ g̃(t) = (2α� (α+ 1))−2

∫
g(λ)jα(λt)λ2α+1 dλ, (2.2)

т. е. прямое и обратное преобразования Бесселя отличаются только числовым
множителем (2α� (α+ 1))−2.

Пусть S — пространство основных функций на R, т. е. множество всех
бесконечно дифференцируемых функций ϕ(t), убывающих при |t| → ∞ вме-
сте со всеми производными быстрее любой степени |t|−1. Обычным образом
пространство S снабжается топологией и становится локально выпуклым про-
странством (см. [17] или [12]). Пусть S ′ — множество линейных непрерывных
функционалов на S , т. е. пространство обобщенных функций медленного ро-
ста. Обычным образом S ′ снабжается структурой топологического векторного
пространства. Через S+ обозначим подпространство в S , состоящее из чет-
ных функций. Пространство S+ снабжается индуцированной из пространства
S топологией. Пусть S ′

+ — пространство четных обобщенных функций мед-
ленного роста, т. е. множество линейных непрерывных функционалов на S+.
Для f ∈ S ′

+ и ϕ ∈ S+ через 〈f, ϕ〉 будем обозначать значение функционала f
на функции ϕ. Пространства Lp,α, 1 ≤ p ≤ ∞, вкладываются в пространство
S ′

+, если для f(t) ∈ Lp,α и ϕ(t) ∈ S+ положить

〈f, ϕ〉 :=
∫
f(t)ϕ(t)t2α+1 dt. (2.3)

Так как дифференциальный оператор Бесселя удовлетворяет условию

〈Bψ,ϕ〉 = 〈ψ,Bϕ〉 ∀ϕ,ψ ∈ S+,

то действие оператора B естественным образом продолжается на обобщенные
функции по формуле

〈Bf, ϕ〉 = 〈f,Bϕ〉, f ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+. (2.4)



Обобщенные сдвиги Бесселя 159

Если h(t) — любая четная бесконечно дифференцируемая функция, у ко-
торой любая производная растет при t → ∞ не быстрее некоторой степени t
(будем называть такие функции бесконечно дифференцируемыми функциями
полиномиального роста), то определено произведение функции h(t) на обоб-
щенную функцию f ∈ S ′

+. По определению 〈hf, ϕ〉 := 〈f, hϕ〉, ϕ ∈ S+. Будем
также называть такие функции h(t) мультипликаторами на пространстве S ′

+.
Пусть a — произвольное положительное число. Оператор растяжения � a :

ϕ(t) 7→ ϕ(at) является автоморфизмом пространства S+. Этот оператор можно
распространить и на обобщенные функции. Если f ∈ S ′

+, то по определению

〈� af, ϕ〉 := a−2α−2〈f, � 1
aϕ〉, ϕ ∈ S ′

+. (2.5)

Для краткости мы будем использовать запись f(at) вместо � af и для случая,
когда f — обобщенная функция.

Известно (см. [10]), что прямое и обратное преобразования Бесселя явля-
ются взаимно обратными автоморфизмами пространства S+. Для обобщенных
функций медленного роста преобразование Бесселя определяется по формуле
[10]

〈F (f), ϕ〉 := 〈f,F (ϕ)〉, f ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+. (2.6)

Тогда F (f) ∈ S ′
+ и F является автоморфизмом пространства S ′

+. Обратное
преобразование Бесселя отличается от прямого преобразования Бесселя только
числовым множителем: F−1 = (2α� (α+ 1))−2F .

Отметим важное свойство преобразования Бесселя: если f ∈ S ′
+, то

F (Bf) = (−λ2)F (f). (2.7)

Для функции jα(t) можно выписать следующее интегральное представле-
ние (см. [18, формула 8.411(8)]):

jα(t) =
� (α+ 1)√
π� (α+ 1/2)

1∫
−1

(1− u2)α−1/2 cos(tu) du. (2.8)

Из представления (2.8) следует, что |jα(t)| ≤ 1 для всех t ∈ R, причем равенство
достигается только при t = 0. Отметим также, что функция jα(t) и все ее про-
изводные j(k)α (t) стремятся к нулю при t→∞. Это вытекает из представления
(2.8) и из теоремы Римана — Лебега.

Для функций из класса L1,α преобразование Бесселя можно определить
непосредственно по формуле (2.1). При этом если f(t) ∈ L1,α, то функция
f̂(λ) непрерывная, ограниченная (‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1,α) и f̂(λ) → 0 при λ → ∞.
Если дополнительно выполняется условие Bnf ∈ L1,α, то для функции f̂(λ)
справедлива оценка

|f̂(λ)| ≤ c(n)
λ2n , λ > 0, (2.9)

где c(n) — некоторая постоянная. Действительно, из (2.7) вытекает, что

F (Bnf)(λ) = (−1)nλ2nf̂(λ),

а так как функция F (Bnf) непрерывная и ограниченная, неравенство (2.9)
справедливо при c(n) = ‖F (Bnf)‖∞.
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Пусть � a — оператор растяжения (см. (2.5)), a > 0. Легко видеть, что
F (� af) = a−2α−2� 1/a(F (f)), f ∈ S ′

+, т. е. если F (f(t)) = f̂(λ), то

F (f(at)) = a−2α−2f̂
(
λ/a

)
. (2.10)

Определение обобщенного сдвига Бесселя T sf(t) и его явный вид приве-
дены в § 1. По формуле (1.4) оператор T s распространяется на все четные
непрерывные функции, в частности, на функции из S+. Легко видеть, что T s
является непрерывным оператором в S+.

Приведем некоторые свойства обобщенного сдвига Бесселя (см. [7, 8]), всю-
ду t, s, λ ∈ R+:

T sjα(λt) = jα(λs)jα(λt); (2.11)
самосопряженность оператора T s: если f(t) — непрерывная функция из класса
L1,α и g(t) — непрерывная, четная и ограниченная функция на R, то∫

(T sf(t))g(t)t2α+1 dt =
∫
f(t)(T sg(t))t2α+1 dt; (2.12)

T sf(t) = T tf(s). (2.13)
С учетом (2.12) мы можем расширить действие обобщенного сдвига Бесселя

на пространство обобщенных функций S ′
+. По определению

〈T sf, ϕ〉 := 〈f, T sϕ〉 (2.14)

для f ∈ S ′
+, ϕ ∈ S+. Тогда T s будет линейным непрерывным оператором в

пространстве S ′
+.

Следующие соотношения связывают обобщенные сдвиги Бесселя и преоб-
разование Бесселя:

F (T sf) = jα(sλ)F (f), T s(F (f)) = F (jα(st)f(t)), f ∈ S ′
+. (2.15)

Проверим, что операторы T s и B перестановочны, т. е.

B(T sf) = T s(Bf), f ∈ S ′
+. (2.16)

Свойство (2.16) можно доказать, применив к обеим частям формулы (2.16) пре-
образование Бесселя. Из свойств (2.7) и (2.15) следует, что

F (B(T sf)) = (−λ2)jα(sλ)f̂(λ) = F (T s(Bf)).

Проверим, что обобщенный сдвиг Бесселя T s является непрерывным опе-
ратором в банаховом пространстве Lp,α при 1 ≤ p ≤ ∞. Из формулы (1.4) для
оператора T s вытекает, что

‖T sf‖∞ ≤ ‖f‖∞, (2.17)

поэтому T s является непрерывным оператором в L∞,α. Пусть 1 ≤ p < ∞.
Проверим, что

|T sf(t)|p ≤ T s (|f(t)|p) (2.18)
для любой непрерывной функции f(t). Для этого на отрезке [0, π] введем ве-
роятностную меру dm(ϕ) = cα(sinϕ)2α dϕ, где cα — коэффициент из формулы
(1.4). Используя формулу (1.4) и неравенство Гёльдера, получим

|T sf(t)| =

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

f(
√
t2 + s2 − 2ts cosϕ) · 1 dm(ϕ)

∣∣∣∣∣∣
≤

 π∫
0

|f(
√
t2 + s2 − 2ts cosϕ)|p dm(ϕ)

1/p π∫
0

dm(ϕ)

1/q

= (T s(|f(t)|p))1/p,
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где 1/p+ 1/q = 1. Из последнего неравенства вытекает неравенство (2.18).
Проверим, что

‖T sf‖p,α ≤ ‖f‖p,α (2.19)

при f ∈ S+. Действительно, используя (2.18) и самосопряженность оператора
T s, получим

‖T sf‖pp,α =
∫
|T sf(t)|pt2α+1 dt ≤

∫
T s(|f(t)|p) · 1 t2α+1 dt

=
∫
|f(t)|p(T s1)t2α+1 dt =

∫
|f(t)|pt2α+1 dt = ‖f‖pp,α,

откуда вытекает (2.19). При этом было использовано очевидное равенство
T s1 = 1.

Так как S+ является плотным линейным подмножеством в банаховом про-
странстве Lp,α при p <∞, из неравенства (2.19) следует, что оператор T s про-
должается по непрерывности с S+ до ограниченного оператора T s в Lp,α и
неравенство (2.19) остается справедливым и для любой функции f ∈ Lp,α.

Свертка функций f(t) и g(t) на R+ определяется соотношением [7]

(f ∗ g)(s) :=
∫

(T sf(t))g(t)t2α+1 dt. (2.20)

Свертка имеет смысл, когда определен интеграл в правой части (2.20), в част-
ности, когда f, g ∈ S+, причем тогда и свертка f ∗ g принадлежит S+.

Приведем некоторые свойства свертки.
1. Свертка ассоциативна, т. е. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).
2. Свертка коммутативна, т. е.

f ∗ g = g ∗ f. (2.21)

3. При преобразовании Бесселя свертка функций переходит в произведение,
т. е.

(̂f ∗ g)(λ) = f̂(λ)ĝ(λ). (2.22)

4. Имеют место равенства

B(f ∗ g) = (Bf) ∗ g = f ∗ (Bg). (2.23)

Эти свойства справедливы при f, g, h ∈ S+ и остаются справедливыми и
при значительно более слабых условиях на функции f , g и h (см. [8, 10]).

5. Если f ∈ L1,α, g ∈ Lp,α, 1 ≤ p ≤ ∞, то свертки f ∗ g и g ∗ f определены и
принадлежат Lp,α. При этом f ∗ g = g ∗ f и

‖f ∗ g‖p,α ≤ ‖f‖1,α‖g‖p,α. (2.24)

Далее нам понадобится еще свертка функций для случая, когда f — обоб-
щенная функция из класса S ′

+, а g — функция из класса S+. В этом случае
свертка f ∗ g определяется формулой

(f ∗ g)(s) := 〈f, T sg〉, s ∈ R+. (2.25)

Тогда (f ∗g)(s) является четной бесконечно дифференцируемой функцией поли-
номиального роста. Отметим также, что в этом случае остаются справедливыми
свойства (2.22) и (2.23).
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Через supp f будем обозначать носитель функции f . Если f — обычная
или обобщенная функция на R+, то supp f — замкнутое подмножество в R+.
Если f ∈ S ′

+ и supp f — компактное подмножество, то преобразование Бес-
селя f̂(λ) допускает аналитическое продолжение на комплексные значения λ и
продолженная функция f̂(λ), λ ∈ C, является целой четной функцией. Следую-
щие теоремы (см., например, [8] или [16]) являются аналогами теоремы Пэли —
Винера.

Теорема 2.1. Пусть ϕ(t) ∈ S+ и ϕ̂(λ) — ее преобразование Бесселя. Сле-
дующие условия эквивалентны:

1) suppϕ ⊆ [0, ν];
2) ϕ̂(λ) — целая четная функция и для любого m = 0, 1, 2, . . . найдется

постоянная cm такая, что |ϕ̂(λ)| ≤ cm (1 + |λ|)−meν| Imλ|, λ ∈ C.

Теорема 2.2. Пусть f(t) ∈ S ′
+ и f̂(λ) — ее преобразование Бесселя. Сле-

дующие условия эквивалентны:
1) supp f ⊆ [0, ν];
2) f̂(λ) — целая четная функция и для некоторых постоянных C,N > 0

справедливо неравенство |f̂(λ)| ≤ C(1 + |λ|)Neν| Imλ|, λ ∈ C.
Из теоремы 2.2, в частности, вытекает, что если f ∈ S ′

+ и supp f ⊆ [0, ν],
то f̂(λ) — целая функция экспоненциального типа ν.

В качестве следствия из теоремы 2.2 получим одно полезное свойство функ-
ций из класса M(ν, p, α) (определение класса M(ν, p, α) см. в § 1).

Предложение 2.1. Если �(λ) ∈ M(ν, p, α), то �̃ = F−1(�) — обобщенная
функция с компактным носителем и supp �̃ ⊆ [0, ν].

Доказательство. Если �(λ) ∈ M(ν, p, α), то �(λ) является четной целой
функцией экспоненциального типа ν, которая на действительной оси R принад-
лежит классу Lp,α. Тогда на R функция �(λ) принадлежит и обычному классу
Lp(R) (без веса). По известным свойствам целых функций (см. [12, гл. 3]) ес-
ли �(λ) — целая функция экспоненциального типа ν и �(λ) ∈ Lp(R), то она
ограничена на R и для некоторой постоянной A > 0 справедливо неравенство

|�(λ)| ≤ Aeν| Imλ|, λ ∈ C. (2.26)
Из (2.26) следует, что для функции �(λ) выполняется условие 2 теоремы 2.2.
Поэтому из теоремы 2.2 вытекает, что supp �̃ ⊆ [0, ν].

§ 3. Вспомогательные результаты

Для доказательства теорем 1.1 и 1.2 нам потребуются некоторые вспомога-
тельные (но представляющие и самостоятельный интерес) результаты.

С учетом определения конечной разности (1.6) из (2.15) следует, что образ
∗�k

hf(t) при преобразовании Бесселя имеет вид

∗̂�k
hf(λ) =

(
k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
jα(lhλ)

)
f̂(λ). (3.1)

Введем обозначение

jα,k(λ) :=
k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
jα(lλ), (3.2)

тогда
∗̂�k

hf(λ) = jα,k(hλ)f̂(λ). (3.3)
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Лемма 3.1. 1. Функция jα,k(λ) целая четная.
2. При λ→∞ функция jα,k(λ) стремится к 1 и все ее производные j(n)

α,k(λ),
n ∈ N, стремятся к нулю.

3. В точке λ = 0 функция jα,k(λ) имеет нуль кратности k при k четном и
нуль кратности (k + 1) при k нечетном.

Доказательство. Свойство 1 следует из аналогичного свойства функции
jα(λ). Свойство 2 вытекает из того, что функция jα(λ) и все ее производные
стремятся к нулю при λ→∞.

Обозначим через Dk следующий линейный оператор, действующий в про-
странстве C(R+):

Dk : g(λ) 7→
k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
g(lλ).

Заметим, что каждая функция λn, n ∈ N, является собственной функцией опе-
ратора Dk с собственным значением c(n, k), где

c(n, k) =
k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
ln.

Числа c(n, k) выражаются через хорошо известные в комбинаторике числа Стир-
линга второго рода S(n, k): c(n, k) = (−1)kk!S(n, k) (см., например, [19]). Из-
вестно, что S(n, k) = 0 при n < k и S(n, k) > 0 при n ≥ k, поэтому c(n, k) = 0
при n < k и c(n, k) 6= 0 при n ≥ k.

Функцию jα(λ) можно разложить в степенной ряд

jα(λ) =
∞∑
r=0

a2rλ
2r, (3.4)

где a2r — некоторые ненулевые коэффициенты. Тогда

jα,k(λ) = Dk(jα(λ)) =
∞∑
r=0

a2rc(2r, k)λ2r. (3.5)

С учетом того, что c(2r, k) = 0 при 2r < k, получим, что первым ненулевым
слагаемым в правой части (3.5) будет akc(k, k)λk, если k — четное число, и
ak+1c(k + 1, k)λk+1, если k — нечетное число. Это доказывает п. 3 леммы.

При k ≥ 2r − 1, k, r ∈ N, рассмотрим функцию

gk,r(t) := F−1(λ−2rjα,k(λ)). (3.6)

Преобразование Бесселя определено, так как функция λ−2rjα,k(λ) бесконечно
дифференцируемая и стремится к нулю при λ → ∞, но, вообще говоря, пока
можно только сказать, что gk,r — обобщенная функция из S ′

+, но далее будет
показано, что gk,r ∈ L1,α.

Лемма 3.2. При любом d > 0, d ∈ R, функция Kd(λ) := F ((1 + t2)−d)
принадлежит классу L1,α.

Доказательство проводится аналогично тому, как в книге [20, гл. V, § 3]
доказывается, что преобразование Фурье от функции (1+x2)−d (ядро бесселева
потенциала) принадлежит классу L1(R). Отметим только основные элементы
доказательства.
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Воспользуемся тождеством

(1 + t2)−d =
1

� (d)

∞∫
0

e−δt
2
e−δδd

dδ

δ
. (3.7)

Известно, что преобразование Бесселя от функции e−δt
2
, δ > 0, имеет вид

(см. [21, гл. 8, п. 8.6, формула (10)])

F (e−δt
2
)(λ) =

� (α+ 1)
δα+1 e−

λ2
4δ . (3.8)

Из равенств (3.7) и (3.8) легко получить, что

F ((1 + t2)−d)(λ) =
� (α+ 1)
� (d)

∞∫
0

e−
λ2
4δ e−δδd−α−1 dδ

δ
. (3.9)

Тогда

‖F ((1 + t2)−d)‖1,α =
� (α+ 1)
� (d)

∞∫
0

 ∞∫
0

e−
λ2
4δ λ2α+1dλ

e−δδd−α−1 dδ

δ

=
(� (α+ 1))222α+1

� (d)

∞∫
0

e−δδd
dδ

δ
= 22α+1(� (α+ 1))2 <∞.

Следовательно, F
(
(1 + t2)−d

)
∈ L1,α.

Лемма 3.3. При k ≥ 2r − 1 функция gk,r(x) принадлежит классу L1,α.
Доказательство. 1. Так как прямое и обратное преобразования Бесселя

отличаются только числовым множителем, будем доказывать, чтоF (t−2rjα,k(t))
∈ L1,α. Поскольку (см. (2.15))

F
(
jα,k(t)(1 + t2)−d

)
=

k∑
l=0

(−1)l
(
k

l

)
(T lKd)(λ),

а оператор Th переводит пространство L1,α в себя, то из леммы 3.2 следует, что

F (jα,k(t)(1 + t2)−d) ∈ L1,α. (3.10)

2. Функцию t−2r можно представить в виде t−2r = sr(1 − s)−r, где s =
(1+t2)−1. При |s| < 1 функцию sr(1−s)−r можно разложить в ряд: sr(1−s)−r =
∞∑

m=r
cmsm с некоторыми коэффициентами cm. Пусть PN (s) =

N∑
m=r

cmsm — ча-
стичная сумма этого ряда.

Пусть R(x) — произвольная рациональная функция и для некоторого на-
турального d выполняется равенство R(x) = o(x−d) при x→∞. Тогда очевид-
но, что для всех производных R(n)(x) будет справедливо равенство R(n)(x) =
o(x−d−n) и, в частности, R(n)(x) = o(x−d).

Рассмотрим функцию �N (t) := jα,k(t)RN (t), где RN (t) := t−2r − PN ((1 +
t2)−1). Заметим, что RN (t) = o(t−2N ) при t → ∞, а так как RN (t) — рацио-
нальная функция, с учетом написанного выше для любого n ∈ Z+ справедливо
равенство

R(n)
N (t) = o(t−2N ). (3.11)
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Поскольку функция jα,k(t) и все ее производные ограничены на R+, из (3.11)
вытекает, что

�(n)
N (t) = o(t−2N ), n ∈ Z+, (3.12)

при t→∞.
Пусть B — дифференциальный оператор Бесселя. Из (3.12) следует, что

при любом n = 0, 1, 2, . . . справедлива оценка

(Bn�N )(t) = o(t−2N ) (3.13)

при t→∞.
Если взять число N достаточно большим (достаточно взять N = [α] + 2,

[x] — целая часть числа x), то из (3.13) следует, что (Bn�N )(t) ∈ L1,α при любом
n ∈ Z+. Так как (Bn�N )(t) ∈ L1,α, то из свойства (2.9) вытекает, что

|�̂N (λ)| ≤ c(n)
λ2n (3.14)

для некоторой постоянной c(n) > 0. Из оценки (3.14) получаем, что

�̂N (λ) ∈ L1,α. (3.16)

3. Представим функцию t−2rjα,k(t) в виде

t−2rjα,k(t) = �N (t) + jα,k(t)PN ((1 + t2)−1).

Так как F (�N ) ∈ L1,α (см. (3.15)) и F (jα,k(t)PN ((1 + t2)−1)) ∈ L1,α (следует из
(3.10)), то и F (t−2rjα,k(t)) ∈ L1,α.

Аналогично функции gk,r(t) (см. (3.6)) определим функцию

ghk,r(t) := F−1(λ−2rjα,k(hλ)), (3.16)

где k, r ∈ N, k ≥ 2r − 1, h > 0. В частности, g1
k,r(t) = gk,r(t).

Лемма 3.4. Имеет место равенство∥∥ghk,r∥∥1,α = h2r‖gk,r‖1,α. (3.17)

Доказательство. Если F−1(f(λ)) = f̃(t) и h > 0 — произвольное число,
то легко видеть, что

F
−1(f(hλ)) = h−(2α+2)f̃(t/h). (3.18)

Поэтому ghk,r(t) = h2rF−1((hλ)−2rjα,k(hλ)) = h2rgk,r(t/h)h−(2α+2), откуда выте-
кает (3.17).

Пусть функция f(t) принадлежит пространству Соболева W r
p,α, т. е. f,Bf,

. . . ,Brf ∈ Lp,α.

Лемма 3.5. Если f ∈ W r
p,α и k ≥ 2r − 1, то функцию ∗�k

hf можно пред-
ставить в виде свертки

∗�k
hf = (−1)rghk,r ∗ (Brf). (3.19)

Доказательство. Пусть ϕ(t) = Brf , тогда ϕ̂(λ) = (−1)rλ2rf̂(λ). Для
доказательства равенства (3.19) сделаем преобразования Бесселя от левой и
правой частей в формуле (3.19). Тогда (см. (3.3)) ∗̂�k

hf(λ) = jα,k(hλ)f̂(λ).
С другой стороны, F

(
ghk,r ∗ ϕ

)
= F

(
ghk,r

)
ϕ̂(λ) = λ−2rjα,k(hλ)(−1)rλ2rf̂(λ) =

(−1)rjα,k(hλ)f̂(λ), откуда следует (3.19).
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Лемма 3.6. Для любой функции f ∈ W r
p,α, k ≥ 2r − 1, 1 ≤ p ≤ ∞, спра-

ведливо неравенство ∥∥∗�k
hf
∥∥
p,α

≤ ch2r‖Brf‖p,α, (3.20)

где c = c(k, r, α) — некоторая постоянная.
Доказательство. Пусть ϕ(t) = Brf . Из лемм 3.3, 3.4 и свойства (2.24)

свертки вытекает, что∥∥∗�k
hf
∥∥
p,α

≤
∥∥ghk,r∥∥1,α‖ϕ‖p,α ≤ ch2r‖ϕ‖p,α,

где c = ‖gk,r‖1,α.

Если h ∈ S ′
+, то условие supph ⊆ [0, ν] эквивалентно тому, что для любой

функции ϕ ∈ D+ из того, что suppϕ ⊂ (ν,+∞), следует равенство 〈h, ϕ〉 = 0.

Лемма 3.7. Пусть f(x) ∈ L1,α, g(x) ∈ Lp,α, 1 ≤ p ≤ ∞. Если supp f̂ ⊆
[0, ν], то свертка f ∗ g принадлежит классу M(ν, p, α).

Доказательство. Из того, что f ∈ L1,α, g ∈ Lp,α, вытекает, что f ∗ g ∈
Lp,α (см. (2.24)) и, следовательно, f ∗ g ∈ S ′

+. Проверим, что supp f̂ ∗ g ⊆ [0, ν].
Пусть ϕ ∈ D+ и suppϕ ⊂ (ν,+∞). Используя свойства обобщенного сдвига

Бесселя (см. (2.13)–(2.15)) и изменяя порядок интегрирования, получим

〈f̂ ∗ g, ϕ〉 = 〈f ∗ g, ϕ̂〉 =
∫ (∫

(Tλf(s))g(s)s2α+1 ds

)
ϕ̂(λ)λ2α+1 dλ

=
∫ (∫

(T sf(λ))ϕ̂(λ)λ2α+1 dλ

)
g(s)s2α+1 ds

=
∫ (∫

f(λ)(T sϕ̂(λ))λ2α+1 dλ

)
g(s)s2α+1 ds. (3.21)

Учитывая (2.15), получаем, что T sϕ̂ = T sF (ϕ(t)) = F (jα(st)ϕ(t)). Функция
ψ(t) = jα(st)ϕ(t) содержится в классе D+ и suppψ ⊂ (ν,+∞), а так как supp f̂ ⊆
[0, ν], то∫

f(λ)(T sϕ̂(λ))λ2α+1 dλ =
∫
f̂(t)jα(st)ϕ(t)t2α+1 dt = 〈f̂ , ψ〉 = 0. (3.22)

Из (3.21) и (3.22) следует, что 〈f̂ ∗ g, ϕ〉 = 0, поэтому supp f̂ ∗ g ⊆ [0, ν].
Из теоремы 2.2 вытекает, что f ∗ g = F−1(f̂ ∗ g) является целой функцией

экспоненциального типа ν, а поскольку f ∗ g ∈ Lp,α, то f ∗ g ∈ M(ν, p, α), что
завершает доказательство леммы 3.7.

Предложение 3.1. Для модуля гладкости ∗ωk(f, t)p,α, k ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞,
справедливы следующие свойства.

1◦. По переменной t функция ∗ωk(f, t)p,α не убывает.
2◦. ∗ωk(f + g, t)p,α ≤ ∗ωk(f, t)p,α + ∗ωk(g, t)p,α, f, g ∈ Lp,α.
3◦. ∗ωk(f, t)p,α ≤ 2k‖f‖p,α.
4◦. Если f ∈W r

p,α, то ∗ωk(f, t)p,α ≤ ct2r‖Brf‖p,α для любого k ≥ 2r − 1, где
c = c(k, r, α) — постоянная.

Доказательство. Свойства 1◦ и 2◦ сразу следуют из определения модуля
гладкости ∗ωk(f, t)p,α. Свойство 3◦ вытекает из определения ∗ωk(f, t)p,α и из
того, что ‖Thf‖p,α ≤ ‖f‖p,α для f ∈ Lp,α (см. (2.17) и (2.19)). Свойство 4◦
получаем из леммы 3.6.
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Пусть η(λ) ∈ C∞(R+) — произвольная функция, удовлетворяющая услови-
ям: η(λ) ≥ 0; η(λ) = 1 при 0 ≤ λ ≤ 3

2 и η(λ) = 0 при λ ≥ 2. В дальнейшем
будем считать, что функция η(λ) фиксирована, и мы не будем уточнять, что
постоянные в оценках зависят от η.

Определим семейство операторов Pν для ν > 0 по формуле

Pν(f) = F−1(η(λ/ν)f̂(λ)). (3.23)

Оператор Pν можно также записать в виде свертки

Pν(f) = ρν ∗ f, (3.24)

где
ρν = F−1 (η(λ/ν)) . (3.25)

Функция η(λ/ν) принадлежит классуD+ и тем более классуS+, поэтому ρν(t) ∈
S+ ⊂ L1,α. Из формулы (3.24) следует, что оператор Pν переводит пространство
Lp,α в себя.

Предложение 3.2. Пусть f ∈ Lp,α, ν > 0, 1 ≤ p ≤ ∞. Тогда
1◦) Pν(f) ∈ M(2ν, p, α) и Pν(�) = � для любой функции � ∈ M(ν, p, α),
2◦) ‖Pν(f)‖p,α ≤ c1‖f‖p,α,
3◦) ‖f − Pν(f)‖p,α ≤ c2Eν(f)p,α,

где c1 = c1(α) и c2 = c2(α) — некоторые постоянные, Eν(f)p,α — наилучшее
приближение функции f функциями из M(ν, p, α) (см. (1.8)).

Доказательство. 1. Так как supp ρ̂ν ⊆ [0, 2ν], то Pν(f) = ρν ∗ f ∈
M(2ν, p, α) по лемме 3.7. Если � ∈ M(ν, p, α), то по предложению 2.1 �̂(λ) —
обобщенная функция с носителем на [0, ν], а так как η(λ/ν) = 1 на

[
0, 3

2ν
]
, то

�̂(λ) = η(λ/ν)�̂(λ) и, следовательно, Pν(�) = �.
2. Из (3.24) следует, что

‖Pν(f)‖p,α ≤ ‖ρν‖1,α‖f‖p,α. (3.26)

Если
ρ(t) := F−1(η(λ)), (3.27)

то ρν(t) = ν2α+2ρ(νt) (см. формулу (3.18)), поэтому

‖ρν(t)‖1,α =
∫
ν2α+2|ρ(νt)|t2α+1 dt = ‖ρ‖1,α. (3.28)

Таким образом, ‖Pν(f)‖p,α ≤ c1‖f‖p,α, где c1 = ‖ρ‖1,α.
3. Возьмем произвольную функцию � ∈ M(ν, p, α), удовлетворяющую нера-

венству ‖f − �‖p,α ≤ 2Eν(f)p,α. Используя равенство Pν(�) = � и свойство 2◦,
получим, что

‖f − Pν(f)‖p,α = ‖f − �+ Pν(�− f)‖p,α
≤ ‖f − �‖p,α + c1‖f − �‖p,α ≤ 2(1 + c1)Eν(f)p,α,

откуда вытекает неравенство 3◦ с c2 = 2(1 + c1).
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§ 4. Доказательство основных теорем

В следующей теореме доказывается слабый вариант неравенства Джексона.
Всюду далее k — произвольное натуральное число, m ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . . }.

Теорема 4.1. Пусть функции f,Bf, . . . ,Bmf (m ∈ Z+) принадлежат про-
странству Lp,α. Тогда для любого ν > 0 справедливо неравенство

Eν(f)p,α ≤
c

ν2m
∗ωk

(
B

mf,
A

ν

)
p,α

, (4.1)

где c = c(k,m, α) и A = A(k, α) — некоторые положительные постоянные.
Доказательство. 1. Так как

Eν(f)p,α ≤ ‖f − Pν/2(f)‖p,α,
∥∥∗�k

A/ν(B
mf)
∥∥
p,α

≤ ∗ωk(Bmf,A/ν)p,α,

для доказательства неравенства (4.1) достаточно доказать неравенство

‖f − Pν/2(f)‖p,α ≤ cν−2m∥∥∗�k
A/ν(B

mf)
∥∥
p,α
. (4.2)

Возьмем преобразование Бесселя от функции f − Pν/2(f). Используя свойства
преобразования Бесселя (см. (2.7), (2.15), (3.3)), получим

F (f − Pν/2(f)) = (1− η(2λ/ν))f̂(λ) = (−1)m
(1− η(2λ/ν))
λ2mjα,k(Aλ/ν)

jα,k(Aλ/ν)

× (−1)mλ2mf̂(λ) = ν−2m(−1)m
(1− η(2λ/ν))

(λ/ν)2mjα,k(Aλ/ν)
F
(∗�k

A/ν(B
mf)
)
. (4.3)

Рассмотрим функцию

ϕ(λ) := (−1)m
(1− η(2λ))
λ2mjα,k(Aλ)

, (4.4)

где A — положительное число, которое будет уточнено в дальнейшем. Функцию
jα,k(λ) представим в виде

jα,k(λ) = 1− γ(λ), (4.5)

где

γ(λ) :=
k∑
l=1

(−1)l+1
(
k

l

)
jα(lλ). (4.6)

Поскольку jα(λ) → 0 при λ → ∞, то и γ(λ) → 0 при λ → ∞. Выберем число
A > 0 так, чтобы при λ ≥ A

2 выполнялось неравенство γ(λ) ≤ 1
2 . При таком

выборе числа A знаменатель в формуле (4.4) не равен нулю при λ ≥ 1
2 , так

как jα,k(Aλ) = 1− γ(Aλ) ≥ 1
2 . С другой стороны, 1− η(2λ) = 0 при 0 ≤ λ ≤ 1

2 ,
поэтому функция ϕ(λ) бесконечно дифференцируемая. Очевидно, что функция
ϕ(λ) принадлежит классу мультипликаторов на пространстве S ′

+ (т. е. ϕ(λ) —
бесконечно дифференцируемая четная функция, у которой каждая производная
возрастает при λ→∞ не быстрее некоторой степени λ).

2. Определим семейство операторов σν , ν > 0, на пространстве S ′
+ по

формуле
σν(g) := F−1(ϕ(λ/ν)ĝ(λ)), g ∈ S ′

+, (4.7)

где функция ϕ определяется формулой (4.4).
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Проверим, что оператор σν переводит пространство Lp,α, 1 ≤ p ≤ ∞, в себя
и для любой функции g ∈ Lp,α справедливо неравенство

‖σν(g)‖p,α ≤ c1‖g‖p,α, (4.8)

где c1 = c1(k, α) — постоянная.
Для функции jα(x) при x → ∞ справедлива следующая асимптотическая

формула (см., например, [22, гл. 7, п. 7.13.1]):

jα(x) =
2α+1/2� (α+ 1)√

π
x−α−1/2

(
cos
(
x− πα

2
− π

4

)
+O

(
1
x

))
. (4.9)

Из (4.9) вытекает, что
jα(x) = O(x−α−1/2) (4.10)

при x→∞. Из формулы
djα
dx

(x) =
xjα+1(x)
(2α+ 2)

(4.11)

(см., например, [18, формула 8.472]) и (4.10) следует, что и для всех производных
j(n)
α (x), n = 1, 2, 3, . . . , справедлива оценка

j(n)
α (x) = O(x−α−1/2) (4.12)

при x→∞.
Из оценок (4.10), (4.12) и определения функции γ(λ) (см. (4.6)) вытекает,

что аналогичные оценки справедливы и для функции γ(λ), т. е.

γ(n)(λ) = O(λ−α−1/2), n = 0, 1, 2, . . . , (4.13)

при λ→∞.
Пусть

QN (s) = 1 + s+ s2 + · · ·+ sN , (4.14)

тогда
1

1− s
−QN (s) =

sN+1

1− s
= o(sN )

при s→ 0. Подставляя s = γ(λ) и используя (4.13) получим, что

1
1− γ(λ)

−QN (γ(λ)) = o(λ−N(α+1/2)) (4.15)

при λ→∞.
3. Представим функцию ϕ(λ) в виде суммы

ϕ(λ) = ϕ1(λ) + ϕ2(λ), (4.16)

где

ϕ1(λ) := (−1)m
(1− η(2λ))

λ2m

(
1

1− γ(λ)
−QN (γ(λ))

)
,

ϕ2(λ) := (−1)m
(1− η(2λ))

λ2m QN (γ(λ)).

Так как функции ϕ1(λ) и ϕ2(λ) принадлежат классу мультипликаторов на S ′
+,

оператор σν можно представить в виде суммы операторов

σν(g) = σ(1)
ν (g) + σ(2)

ν (g), (4.17)
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где σ(i)
ν (g) := F−1(ϕi(λ/ν)ĝ(λ)), i = 1, 2. Если взять N достаточно большим

(например, N =
[ 2
2α+1

]
+2), то из асимптотики (4.15) следует, что ϕ1(λ) ∈ L1,α.

Из оценки (4.13) легко также получить, что и все производные ϕ(n)
1 (λ) содер-

жатся в классе L1,α, а из этого, рассуждая, как при доказательстве леммы 3.3
(п. 2)), — что F−1(ϕ1(λ)) ∈ L1,α.

Введем временные обозначения

G1(t) := F−1(ϕ1(λ)), G1,ν(t) := F−1(ϕ1(λ/ν)), ν > 0.

Оператор σ(1)
ν можно представить в виде свертки

σ(1)
ν (g) = G1,ν ∗ g. (4.18)

Так как G1,ν ∈ L1,α, то из g ∈ Lp,α следует, что σ(1)
ν (g) ∈ Lp,α и

∥∥σ(1)
ν (g)

∥∥
p,α

≤
‖G1,ν‖1,α‖g‖p,α, а поскольку G1,ν(t) = ν2α+2G1(νt) (см. (2.10)), то ‖G1,ν‖1,α =
‖G1‖1,α, поэтому ∥∥σ(1)

ν (g)
∥∥
p,α

≤ c2‖g‖p,α, (4.19)

где c2 = ‖G1‖1,α.
Заметим, что для любой функции g(t) ∈ Lp,α и для любого s > 0

F
−1(jα(sλ)ĝ(λ)) = T sg(t)

(см. (2.15)), следовательно, используя (2.19), получим

‖F−1 (jα(sλ)ĝ(λ)) ‖p,α = ‖T sg‖p,α ≤ ‖g‖p,α. (4.20)

Определим оператор �ν по формуле

�ν(g) := F−1(γ(λ/ν)ĝ(λ)), g ∈ S ′
+. (4.21)

Из оценки (4.20) и определения функции γ(t) (см. (4.6)) вытекает, что

‖�ν(g)‖p,α =

∥∥∥∥∥
k∑
l=1

(−1)l+1
(
k

l

)
T l/νg(t)

∥∥∥∥∥
p,α

≤ 2k‖g‖p,α. (4.22)

4. При исследовании оператора σ(2)
ν рассмотрим два случая: m = 0 иm ≥ 1.

При m = 0 оператор σ(2)
ν имеет вид

σ(2)
ν (g) = F−1((1− η(2λ/ν)QN (γ(λ/ν))ĝ(λ)). (4.23)

Правая часть в (4.23) представляет собой линейную комбинацию функций �jν(g)
и ρν/2 ∗

(
�jν(g)

)
, j = 0, 1, . . . , N , где ρν/2(t) = F−1(η(2λ/ν)) (см. (3.25)). Исполь-

зуя (4.22), получим, что∥∥�jν(g)∥∥p,α ≤ 2kj‖g‖p,α ≤ 2kN‖g‖p,α,
∥∥ρν/2 ∗ (�jν(g))∥∥p,α ≤ ‖ρ‖1,α2kN‖g‖p,α,

где ρ(t) = F−1(η(λ)). Поэтому при m = 0∥∥σ(2)
ν (g)

∥∥
p,α

≤ c3‖g‖p,α, (4.24)

где c3 = c3(k, α) — некоторая постоянная.
5. Пусть m ≥ 1. Докажем, что функция

ζm(t) := F−1
(

1− η(2λ)
λ2m

)
(4.25)
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принадлежит классу L1,α. Для доказательства будем использовать методы,
аналогичные методам из п. 2 доказательства леммы 3.3. Функцию λ−2m можно
представить в виде λ−2m = um(1−u)−m, где u = (1+λ2)−1. При |u| < 1 функцию

um(1 − u)−m можно разложить в степенной ряд: um(1 − u)−m =
∞∑
j=m

ajuj с

некоторыми коэффициентами aj . Пусть PM (u) =
M∑
j=m

ajuj — частичная сумма

этого ряда. Пусть QM (λ) := PM ((1 + λ2)−1), RM (λ) := λ−2M − QM (λ), тогда
RM (λ) = o(λ−2m) при λ→∞, а так как RM (λ) — рациональная функция, то и
для всех производных R(n)

M (λ) справедливо равенство

R(n)
M (λ) = o(λ−2M ), n ∈ Z+, (4.26)

при λ→∞.
Рассмотрим функцию �M (λ) := (1 − η(2λ))RM (λ). Так как функция 1 −

η(2λ) и все ее производные ограничены на R+, из (4.26) вытекает, что

�(n)
M (λ) = o(λ−2M ), n ∈ Z+, (4.27)

при λ→∞. Из равенства (4.27), дословно повторяя рассуждения из п. 2 дока-
зательства леммы 3.3, получим, что

F
−1 (�M (λ)) ∈ L1,α (4.28)

при достаточно большом M (например, M = [α] + 2).
Представим функцию ζm(t) в виде

ζm(t) = F−1(�M (λ)) +F−1(QM (λ))−F−1(η(2λ)QM (λ)). (4.29)
Так какF−1((1+λ2)−d) ∈ L1,α для любого d > 0 (см. лемму 3.2), тоF−1(QM (λ))
∈ L1,α. Поскольку функция η(2λ)PM ((1 + λ2)−2) принадлежит классу S+ (да-
же классу D+), то F−1(η(2λ)QM (λ)) ∈ S+ ⊂ L1,α. Наконец, с учетом (4.28)
получаем, что каждое слагаемое из правой части (4.29) принадлежит классу
L1,α, тогда и функция ζm(t) тоже принадлежит L1,α.

6. Введем обозначения
G2(t) := F−1(ϕ2(λ)), G2,ν(t) := F−1(ϕ2(λ/ν)).

Из определения QN (s) (см. (4.14)), определения оператора �1 (см. (4.21)) и
определения функции ζm(t) (см. (4.25)) вытекает, что

G2(t) = (−1)mF−1
(

(1− η(2λ))
λ2m QN (γ(λ))

)
= (−1)m

N∑
j=0

�j1(ζm) ∈ L1,α.

Тогда функция G2,ν(t) также принадлежит классу L1,α и ‖G2,ν‖1,α = ‖G2‖1,α.
Оператор σ(2)

ν можно представить в виде свертки
σ(2)
ν (g) = G2,ν ∗ g. (4.30)

Если g ∈ Lp,α, то из (4.30) следует, что σ(2)
ν (g) ∈ Lp,α и∥∥σ(2)

ν (g)
∥∥
p,α

≤ c4‖g‖p,α, (4.31)

где c4 = ‖G2‖1,α.
7. Из равенства (4.17) и из неравенств (4.19), (4.24), (4.31) вытекает нера-

венство (4.8). Возьмем в качестве g(t) функцию g(t) = ∗�k
A/ν(B

mf). Из (4.3),
(4.4) и (4.8) следует, что
‖f − Pν/2(f)‖p,α = ν−2m∥∥σν(∗�k

A/ν(B
mf)
)∥∥

p,α
≤ c1ν

−2m∥∥∗�k
A/ν(B

mf)
∥∥
p,α
,

что доказывает (4.2) и тем самым завершает доказательство теоремы 4.1.
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Предложение 4.1. Пусть m — произвольное натуральное число, k = 2m
или k = 2m− 1. Для любых f ∈ Lp,α и ν > 0 справедливо неравенство

‖Bm(Pν(f))‖p,α ≤ cν2m∗ωk
(
f,
a

ν

)
p,α

, (4.32)

где c = c(k, α) и a = a(k, α) — некоторые положительные постоянные.
Доказательство. Так как

∥∥∗�k
a/νf

∥∥
p,α

≤ ∗ωk(f, a/ν)p,α, для доказатель-
ства неравенства (4.32) достаточно доказать неравенство

‖Bm(Pν(f))‖p,α ≤ cν2m∥∥∗�k
a/νf

∥∥
p,α
. (4.33)

Возьмем преобразование Бесселя от функции Bm(Pν(f)). Используя свойства
преобразования Бесселя (см. (2.7), (2.15), (3.3)), получим

F (Bm(P − ν(f))) = (−1)mλ2mη(λ/ν)f̂(λ) = (−1)m
λ2mη(λ/ν)
jα,k(aλ/ν)

jα,k(aλ/ν)f̂(λ)

= ν2m(−1)m
(λ/ν)2mη(λ/ν)
jα,k(aλ/ν)

F
(∗�k

a/νf
)
. (4.34)

Рассмотрим функцию

ψ(λ) := (−1)m
λ2mη(λ)
jα,k(aλ)

, (4.35)

где a — положительное число, которое будет уточнено в дальнейшем. Из лем-
мы 3.1 следует, что функция jα,k(λ) имеет при λ = 0 нуль кратности 2m, поэто-
му ее можно представить в виде jα,k(λ) = λ2mhα,k(λ), где hα,k(λ) ∈ C∞(R+) и
hα,k(0) 6= 0. Тогда

ψ(λ) = (−1)m
η(λ)

a2mhα,k(aλ)
. (4.36)

Выберем число a > 0 так, чтобы hα,k(λ) 6= 0 при λ ∈ [0, 2a]. При λ ∈ [0, 2]
знаменатель в формуле (4.36) не равен 0, а при λ > 2 будет η(λ) ≡ 0. Поэтому
функция ψ(λ) бесконечно дифференцируемая и даже ψ(λ) ∈ D+.

Пусть �(t) := F−1(ψ(λ)), �ν(t) := F−1(ψ(λ/ν)), тогда �,�ν ∈ S+ и из
(4.34) следует, что

B
m(Pν(f)) = ν2m�ν ∗

(∗�k
a/νf

)
. (4.37)

Из свойств свертки вытекает, что

‖Bm(Pν(f))‖p,α ≤ ν2m‖�ν‖1,α
∥∥∗�k

a/νf
∥∥
p,α
, (4.38)

а так как ‖�ν‖1,α = ‖�‖1,α, то из (4.38) получаем неравенство (4.33) с c = ‖�‖1,α.

Перейдем к доказательству теоремы 1.2. Пусть K
(
f, t;Lp,α,Wm

p,α

)
— K-

функционал, построенный по пространствам Lp,α и Wm
p,α (см. (1.10)), f ∈ Lp,α,

t > 0. Для краткости введем обозначение

Km(f, t)p,α := K
(
f, t2m;Lp,α,Wm

p,α

)
. (4.39)

Неравенства (1.11) и (1.12), которые нужно доказать, можно переписать в виде

c1
∗ωk(f, t)p,α ≤ Km(f, t)p,α ≤ c2

∗ωk(f, t)p,α, (4.40)

где k = 2m или k = 2m− 1, c1 = c1(k, α) и c2 = c2(k, α) — постоянные.
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Доказательство теоремы 1.2. 1. Пусть f ∈ Lp,α, g — произволь-
ная функция из пространства Wm

p,α. Используя свойства модуля гладкости
∗ωk(f, t)p,α (см. предложение 3.1), получим

∗ωk(f, t)p,α ≤ ∗ωk(f − g, t)p,α + ∗ωk(g, t)p,α
≤ 2k‖f − g‖p,α + ct2m‖Bmg‖p,α ≤ c3(‖f − g‖p,α + t2m‖Bmg‖p,α),

где c3 = max{2k, c}. Взяв точную нижнюю грань по всем g ∈Wm
p,α, имеем

∗ωk(f, t)p,α ≤ c3Km(f, t)p,α, (4.41)

откуда приходим к левому неравенству в (4.40).
2. Если взять g = Pν(f), ν > 0, то из определения Km(f, t)p,α следует, что

Km(f, t)p,α ≤ ‖f − Pν(f)‖p,α + t2m‖Bm(Pν(f))‖p,α. (4.42)

По предложению 3.2 (п. 3◦) справедливо неравенство

‖f − Pν(f)‖p,α ≤ c4Eν(f)p,α, (4.43)

откуда, пользуясь теоремой 3.1, имеем ‖f − Pν(f)‖p,α ≤ c5∗ωk(f,A/ν)p,α. Из
предложения 3.3 следует, что

‖Bm(Pν(f))‖p,α ≤ c6ν
2m∗ωk(f, a/ν)p,α. (4.44)

Пусть D = max{a,A}. Из (4.42)–(4.44), пользуясь монотонностью ∗ωk(f, t)p,α
по t, получим

Km(f, t)p,α ≤ c7(1 + (tν)2m)∗ωk(f,D/ν)p,α, (4.45)

где c7 = max{c5, c6}. Взяв в неравенстве (4.45) ν = D
t , имеем Km(f, t)p,α ≤

c7(1 + D2m)∗ωk(f, 1/t)p,α, откуда вытекает правое неравенство в (4.40) с c2 =
c7(1 +D2m), что завершает доказательство теоремы 1.2.

В качестве следствия теоремы 1.2 получим еще одно важное свойство мо-
дуля гладкости ∗ωk(f, t)p,α.

Предложение 4.2. Существует постоянная c = c(k, α) такая, что при f ∈
Lp,α, t > 0, δ > 0, справедливо неравенство

∗ωk(f, δt)p,α ≤ cmax{1, δ2m}∗ωk(f, t)p,α, (4.46)

где k = 2m или k = 2m− 1.
Доказательство. Из определения K-функционала легко вывести нера-

венство Km(f, δt)p,α ≤ max{1, δ2m}Km(f, t)p,α, откуда с помощью (4.40) прихо-
дим к неравенству (4.46).

Доказательство теоремы 1.1. Пусть f ∈W r
p,α, r ∈ Z+, m — произволь-

ное натуральное число, k = 2m или k = 2m− 1. Воспользуемся теоремой 3.1 и
неравенством (4.46):

Eν(f)p,α ≤
c1
ν2r

∗ωk

(
B

rf,
A

ν

)
p,α

≤ c1cmax{1, A2m}
ν2r

∗ωk

(
B

rf,
1
ν

)
p,α

,

откуда Eν(f)p,α ≤ c2
ν2r

∗ωk
(
Brf, 1

ν

)
p,α

, где c2 = cc1 max{1, A2m}.
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