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ПРЕОБРАЗОВАНИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ ПОЧТИ

СХОДЯЩИХСЯ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ

А. С. Усачев

Аннотация. Рассматривается пространство почти сходящихся последовательно-
стей и действующие в нем операторы. Доказано, что это пространство инвариант-
но относительно некоторых преобразований, в том числе относительно оператора
Харди и оператора усреднения.
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Через l∞ обозначается пространство ограниченных последовательностей
x = (x1, x2, . . . ) с нормой ‖x‖l∞ = sup

n
|xn|.

Линейный непрерывный функционал B на l∞ называется банаховым пре-
делом, если

1) B(xn) ≥ 0 при xn ≥ 0, n = 0, 1, 2, . . . ;
2) B(xn) = B(Txn);
3) B(1) = 1 для любого x ∈ l∞, где 1 = (1, 1, 1, . . . ), а T — оператор сдвига:

T (x0, x1, x2, . . . ) = (x1, x2, x3, . . . ).

Существование банаховых пределов следует из теоремы Хана — Банаха и
доказано С. Банахом [1].

Для некоторых x ∈ l∞ значение B(x) не зависит от B. Например,

B(0, 1, 0, 1, 0, 1, . . . ) = 1/2

для любого банахова предела B. Лоренц [2] доказал, что B(x) = a для некото-
рых x ∈ l∞, a ∈ R1 и всех банаховых пределов B тогда и только тогда, когда

lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

xi+j = a

равномерно по j ∈ N, где N — множество натуральных чисел. Такие последо-
вательности были названы почти сходящимися. Множество почти сходящихся
последовательностей обозначается через ac. Тот факт, что последовательность
x ∈ l∞ почти сходится к числу a, будем обозначать через x ac−→ a.

Сачестон [3] уточнил теорему Лоренца. Он доказал, что для любого x ∈ l∞
и любого банахова предела B справедливы точные неравенства m(x) ≤ B(x) ≤
M(x), где

m(x) = lim
n→∞

inf
j∈N

1
n

n∑
i=1

xi+j , M(x) = lim
n→∞

sup
j∈N

1
n

n∑
i=1

xi+j .
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Целью настоящей работы является изучение пространства ac и некоторых
операторов, действующих в ac.

Пусть заданы последовательности номеров mk, nk ∈ N. Из элементов по-
следовательности x = (x1, x2, x3, x4, . . . ) сконструируем последовательность

x̄ = (xm1 , xm1+1, . . . , xm1+n1 ;xm2 , xm2+1, . . . , xm2+n2 ; . . . ),

которая определяет линейный оператор в пространстве ac.

Теорема 1. Если последовательность x ∈ l∞ является почти сходящейся,
x

ac−→ a и nk → ∞, то последовательность x̄ тоже почти сходится, причем к
тому же числу a.

Нетрудно показать, что предположение nk → ∞ необходимо для справед-
ливости теоремы 1.

Рассмотрим оператор Харди H : l∞ → l∞, заданный следующим образом:

{(Hx)n}∞n=1 =
{
x1 + · · ·+ xn

n

}∞
n=1

.

Если последовательность x ∈ l∞ является почти сходящейся, x ac−→ a, то
последовательность Hx сходится к тому же числу (Hx)n −→

n→∞
a. Так как зна-

чения банаховых пределов на сходящихся последовательностях совпадают со
значением предела, все банаховы пределы инвариантны относительно сужения
оператора Харди на множество почти сходящихся последовательностей ac.

Заметим, что не все банаховы пределы инвариантны относительно опера-
тора Харди. В качестве примера можно рассмотреть последовательность

x = (0, 0; 1; 0, 0, 0, 0; 1, 1; . . . ; 0 . . . 0
2m

; 1 . . . 1
m

; . . . ).

По теореме Сачестона [3] для любого α ∈ [0, 1] существует банахов предел B
такой, что B(x) = α. При этом (Hx)n −→

n→∞
0, т. е. для любого банахова предела

B(Hx) = 0. Следовательно, относительно оператора Харди не инвариантны
все банаховы пределы, кроме тех, значения которых на последовательности x
равны нулю.

В [4] показано,что существуют банаховы пределы, инвариантные относи-
тельно оператора Харди.

Рассмотрим оператор усреднения. Пусть выбрана возрастающая последо-
вательность номеров {nk}∞k=1 такая, что n1 = 1. Определим оператор P : l∞ →

l∞ следующим образом: (Px)m = 1
nk+1−nk

nk+1∑
i=nk+1

xi, nk ≤ m < nk+1.

Для x ∈ l∞ обозначим через ρ(x, ac) расстояние от x до ac в l∞, т. е.
ρ(x, ac) = inf

y∈ac
‖x− y‖l∞ .

В [5] показано, что ρ(x, ac) = 1
2 (M(x)−m(x)).

Теорема 2. 1. Если x ∈ l∞, то ρ(Px, ac) ≤ ρ(x, ac).
2. ρ(Px, ac) = ρ(x, ac) для любого x ∈ l∞ тогда и только тогда, когда

sup
k

(nk+1 − nk) <∞.

Из первой части теоремы вытекает, что для любой последовательности
{nk}∞k=1 оператор P переводит ac в себя.
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