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МАКСИМАЛЬНЫЕ ПОДКЛАССЫ

ЛОКАЛЬНЫХ КЛАССОВ ФИТТИНГА

Н. В. Савельева, Н. Т. Воробьев

Аннотация. Класс Фиттинга F назовем π-максимальным, если F является макси-
мальным (по включению) подклассом класса Фиттинга Sπ всех конечных разреши-
мых π-групп. Доказано, что F — π-максимальный класс Фиттинга в точности тогда,
когда существует такое простое p ∈ π, что индекс F-радикала GF в G равен 1 или p
для каждой π-группы G. Отсюда следует, что существуют максимальные подклас-
сы в локальном классе Фиттинга. Это отрицательно решает вопрос А. Н. Скибы
о том, что не существует максимальных подклассов Фиттинга в локальном классе
Фиттинга (см. [1, вопрос 13.50]).
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Введение

В теории классов Фиттинга конечных разрешимых групп одной из трудных
проблем является проблема нахождения критерия максимальности подкласса
Фиттинга F в классе Фиттинга X, сформулированная в 1974 г. Брайсом и Кос-
си (см. [2, с. 170], а также [3, Х.4, с. 735]). Напомним, что класс Фиттинга F
называется максимальным (по включению) подклассом Фиттинга класса Фит-
тинга X (обозначают F<·X), если F ⊂ X и из того, что F ⊆ M ⊆ X, где M —
класс Фиттинга, всегда следует, что M ∈ {F, X}. Заметим, что указанная вы-
ше проблема решена Брайсом и Косси [1] лишь для случая, когда X совпадает
с тривиальным нормальным классом Фиттинга S всех конечных разрешимых
групп (см. [3, Х.4, теорема 4.26]).

Основной результат настоящей работы — описание необходимого и доста-
точного условия максимальности подкласса Фиттинга F в классе Фиттинга Sπ

всех конечных разрешимых π-групп, который ненормален для всякого непусто-
го собственного подмножества π множества всех простых чисел. Если F<·Sπ,
то F будем называть просто π-максимальным классом Фиттинга.

Нами установлено, что F является π-максимальным классом Фиттинга в
точности тогда, когда существует простое число p ∈ π такое, что индекс F-
радикала GF в группе G равен 1 или p для всех групп G ∈ Sπ. Так как
класс Фиттинга Sπ локален, то из доказанной теоремы, в частности, следует,
что существуют максимальные подклассы Фиттинга в ненормальном локаль-
ном классе Фиттинга, и тем самым подтверждается отрицательный ответ на
вопрос А. Н. Скибы, сформулированный в «Коуровской тетради» (см. [1, во-
прос 13.50]). Заметим, что первые примеры максимальных нормальных клас-
сов Фиттинга в нормальном локальном классе S анонсированы в [4]. Мы так-
же подтверждаем существование нетривиальных π-максимальных подклассов
Фиттинга построением конкретных примеров.
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Все рассматриваемые группы в настоящей работе конечны и разрешимы,
если не оговорено противное. В определениях и обозначениях мы следуем [3].

1. Предварительные сведения

Классом Фиттинга называется нормально наследственный класс групп F,
замкнутый относительно произведений нормальных F-подгрупп.

Если F — непустой класс Фиттинга, то подгруппу GF группы G называ-
ют F-радикалом группы G, если она является наибольшей из нормальных под-
групп группы G, принадлежащих F. Произведением FH классов Фиттинга F
и H называется класс всех таких групп G, для которых фактор-группа G/GF

принадлежит H. Хорошо известно, что класс FH является классом Фиттинга и
операция умножения классов Фиттинга ассоциативна.

Для доказательства основного результата будем использовать операторы
«?» и «?», которые были определены Локеттом [5]. Для каждого непусто-
го класса Фиттинга F через F? обозначают наименьший из классов Фиттин-
га, содержащих F, такой, что для всех групп G и H справедливо равенство
(G × H)F? = GF? × HF? . Класс F? определяется как пересечение всех таких
классов Фиттинга X, для которых X? = F?. Если F = F?, то F называют клас-
сом Локетта.

Секцией Локетта непустого класса Фиттинга F называется множество всех
таких классов Фиттинга X, что X? = F?. Секцию Локетта класса Фиттинга F
обозначают Locksec(F) [5]. Подсекцией Локетта класса Фиттинга F называют
множество

{H : H ∈ Locksec(F),H ⊆ F}.

Его обозначают Locksub(F).
Напомним, что класс групп F называется гомоморфом, если каждая фак-

тор-группа любой группы из F принадлежит F. Гомоморф H называется насы-
щенным, если из того, что G/�(G) ∈ H, следует G ∈ H.

Мы будем использовать следующие известные свойства операторов Локет-
та, собранные в следующей лемме.

Лемма 1.1 [3, Х.1.13, X.1.8(b), X.1.15]. Если F и H — классы Фиттинга, ?
и ? — операторы Локетта, то справедливы следующие утверждения:

1) если {Fi | i ∈ I} — множество непустых классов Фиттинга, то (
⋂
i∈I

Fi)? =⋂
i∈I

F?i ;

2) [6, лемма 3] если H является насыщенным гомоморфом, то (FH)? = F?H;
3) если F ⊆ H, то F? ⊆ H?;
4) (F?)? = (F?)? = F? ⊆ F ⊆ F? = (F?)?.

Неединичный класс Фиттинга F называют нормальным в классе Фиттинга
X (обозначают как F E X) или X-нормальным, если F ⊆ X и F-радикал GF яв-
ляется F-максимальной подгруппой для любой группы G ∈ X. Обозначим через
P множество всех простых чисел. Следующая лемма представляет известную
характеризацию X-нормальных классов Фиттинга.

Лемма 1.2 [4, Х.3.3, Х.3.7]. Справедливы следующие утверждения:
1) если F 6= (1) — класс Фиттинга и X — класс Локетта, то F C X тогда и

только тогда, когда F? C X;
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2) если ∅ 6= π ⊆ P, то (1) 6= F C Sπ только в случае, когда F? = Sπ; в
частности, (1) 6= F C S тогда и только тогда, когда F? = S.

Всякое отображение h : P → {классы Фиттинга} называют функцией Харт-
ли или H-функцией [7]. Класс Фиттинга F называется локальным, если су-
ществует такая функция Хартли f , что F = Sπ ∩

( ⋂
p∈π

f(p)NpSp′
)
, где π =

Supp(f) = {p ∈ P | f(p) 6= ∅}. В [8] установлено, что справедлива

Лемма 1.3. Каждый локальный класс Фиттинга является классом Локет-
та.

Известно, что если F — непустой класс Фиттинга и N — нормальная под-
группа группы G, то NF = N ∩GF.

Непосредственной проверкой легко установить, что справедлива

Лемма 1.4. Пусть F1 и F2 — классы Фиттинга. Тогда если X — радикаль-
ный гомоморф и F1 ⊆ F2, то F1X ⊆ F2X.

2. π-Нормальные и π-максимальные классы

Напомним, что если ∅ 6= π ⊆ P, то класс Фиттинга F 6= (1) называют
нормальным в классе Sπ или просто π-нормальным (обозначают F C Sπ), ес-
ли F ⊆ Sπ и для любой π-группы G ее F-радикал является F-максимальной
подгруппой группы G.

Если F — класс Фиттинга, то подгруппу V группы G называют F-инъекто-
ром G, если V ∩ N является F-максимальной подгруппой N для любой суб-
нормальной подгруппы N группы G. Следующая лемма устанавливает связь
между π-максимальными и π-нормальными классами Фиттинга и представляет
самостоятельный интерес.

Лемма 2.1. Каждый π-максимальный класс Фиттинга π-нормален.
Доказательство. Пусть F<·Sπ и Nπ — класс всех нильпотентных π-

групп. Так как F ⊆ FNπ, то F ⊆ Sπ ∩ FNπ ⊆ Sπ. Но F максимален в Sπ,
поэтому возможны два случая: либо F = Sπ ∩ FNπ, либо Sπ ∩ FNπ = Sπ.
Рассмотрим отдельно каждый из них.

Случай 1. F = Sπ ∩ FNπ. В этом случае ввиду утверждения 1 леммы 1.1
имеем F? = (Sπ ∩ FNπ)? = S?

π ∩ (FNπ)?. Но класс Sπ — локальный класс
Фиттинга, так как он определяется H-функцией f такой, что

f(p) =
{

Sπ, если p ∈ π,

∅, если p ∈ π′.

Следовательно, по лемме 1.3 Sπ — класс Локетта. Кроме того, легко видеть, что
класс Фиттинга Nπ — насыщенный гомоморф, поэтому ввиду утверждения 2
леммы 1.1 получаем (FNπ)? = F?Nπ. Таким образом, F? = Sπ ∩ F?Nπ. Так как
F ⊆ Sπ, по утверждению 3 леммы 1.1 имеем F? ⊆ S?

π = Sπ. Заметим также, что
F?Nπ ⊆ SπNπ ⊆ Sπ. Следовательно, F? = Sπ ∩ F?Nπ = F?Nπ. Отсюда ввиду
ассоциативности операции умножения классов Фиттинга и леммы 1.1 следует,
что

F? = F?Nπ = (F?Nπ)Nπ = F?N2
π =

(
F?N2

π

)
Nπ = F?N3

π = . . . = F?Nn
π.

Итак, для любого натурального n справедливо равенство F? = F?Nn
π.
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Но ввиду того, что
∞⋃
n=1

Nn
π = Sπ и класс Nn

π является насыщенным гомо-

морфом, с учетом утверждения 3 леммы 1.1 справедливы включения

Sπ ⊆
∞⋃
n=1

F?Nn
π =

∞⋃
n=1

F? = F? ⊆ Sπ.

Итак, F? = Sπ, и по утверждению 2 леммы 1.2 F C Sπ. Таким образом, в
первом случае теорема верна.

Случай 2. Sπ ∩FNπ = Sπ. В данном случае по утверждению 1 леммы 1.1
имеем S?

π∩(FNπ)? = S?
π. Так как Sπ — класс Локетта, то S?

π = Sπ. Кроме того,
по утверждению 2 леммы 1.1 получаем (FNπ)? = F?Nπ. Поэтому справедливо
равенство

Sπ ∩ F?Nπ = Sπ.

Отсюда следует, что Sπ ⊆ F?Nπ. Так как F ⊆ Sπ, по утверждению 3 лем-
мы 1.1 имеем F? ⊆ S?

π = Sπ. Ввиду того, что Nπ — радикальный гомоморф,
по лемме 1.4 F?Nπ ⊆ SπNπ. Очевидно, Nπ ⊆ Sπ, и поэтому SπNπ ⊆ Sπ.
Следовательно, F?Nπ ⊆ Sπ. Таким образом, F?Nπ = Sπ. Последнее равенство
равносильно тому, что для всех групп G ∈ Sπ справедливо G/GF? ∈ Nπ.

Пусть V — F?-инъектор группы G. Так как любая подгруппа нильпотент-
ной группы субнормальна в ней, то V/GF? — субнормальная подгруппа вG/GF? .
Следовательно, V субнормальна в G, что влечет равенство V = GF? . Таким об-
разом, подгруппа GF? является F?-максимальной в G для любой π-группы G.
Поэтому F? нормален в Sπ. Значит, по утверждению 1 леммы 1.2 класс Фит-
тинга F нормален в Sπ.

Лемма доказана.

3. π-Лаушева группа

Для доказательства критерия π-максимальности будем использовать поня-
тие группы Лауша [9] (см. также [3, X.4.2]) и ее свойства. Напомним процедуру
построения такой группы для класса Фиттинга F = Sπ.

Понятие группы Лауша связано с понятием ограниченного прямого произ-
ведения (см. [2, X.4, c. 721]). Напомним, что если {Gµ}µ∈M — множество групп,
то их ограниченное прямое произведение DM = ×

µ∈M
Gµ состоит из всех таких

функций f : M →
⋃

µ∈M
Gµ конечного носителя, что f(µ) ∈ Gµ для всех µ ∈ M ,

с групповой операцией, определенной следующим образом: (fg)(µ) = f(µ)g(µ).
Пусть N ⊆ M и DN = ×

ν∈N
Gν . Под естественным вложением εN : DN → DM

понимают отображение, ставящее в соответствие элементу f0 ∈ DN следующий
элемент f из DM :

f(λ) =
{
f0(λ), если λ ∈ N ,
1, если λ /∈ N .

Если G и H — группы, то изоморфизм α : G→ H называется субнормаль-
ным (нормальным) вложением G в H, если Gα CC H (Gα C H). Очевидно,
что εN является нормальным вложением DN в DM . В специальном случае,
когда N = {ν} — одноэлементное множество, полагают G = Gν и использу-
ют символ εG для обозначения естественного вложения группы G (= D{ν}) в
DM . Следуя [3], множество всех субнормальных вложений G в H обозначим
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символом Snemb(G → H) и подмножество нормальных вложений — символом
Nemb(G→ H).

Пусть E — класс всех конечных групп. Зафиксируем множество E , содер-
жащее в точности по одному представителю из каждого класса изоморфных
групп. Таким образом, для каждой группы G ∈ E существует единственная
группа G0 ∈ E такая, что G ∼= G0. Определим для каждого класса Фиттинга
X ⊆ E множество Set(X) = X ∩ E .

Пусть F — класс Фиттинга конечных групп и �(F) = ×{G : G ∈ Set(F)}.
Рассмотрим подгруппу

Г(F) = 〈(g−1εG)(gαεN ) : G,H ∈ Set(F), g ∈ G, α ∈ Nemb(G→ H)〉,

группы �(F). Как установлено в [3, X.4.3(а)], подгруппа � (F) нормальна в �(F),
и коммутант �(F)′ содержится в � (F).

Определение 3.1 [3, Х.4.2]. Фактор-группа �(F) = �(F)/� (F) называет-
ся группой Лауша класса Фиттинга F.

Будем использовать данную конструкцию группы Лауша для случая, когда
F = Sπ. Такую группу назовем π-лаушевой и будем обозначать ее символом
�π. Таким образом, �π = �(Sπ).

Ввиду того, что�(F) — ограниченное прямое произведение конечных групп,
�(F) — группа кручения. Следовательно, с учетом X.4.3(a) из [3] (cм. выше)
группа Лауша класса Фиттинга F является абелевой группой кручения.

Для изложения необходимых в дальнейшем известных свойств группы Ла-
уша класса Фиттинга F будем также использовать понятие фиттинговой пары
для F. Напомним, что пара (A, d) называется фиттинговой парой для F (или
F-фиттинговой парой), если A — абелева группа (в общем случае бесконечная)
и d : Set(F) → {Hom(G,A) : G ∈ Set(F)} — отображение с тем свойством, что об-
раз dG для всех G ∈ Set(F) является гомоморфизмом G в A, удовлетворяющим
следующим двум условиям.

FP1. dG = α ◦ dH для всех G,H ∈ Set(F) и для всех нормальных вложений
α : G→ H.

FP2. A = {gdG : G ∈ Set(F), g ∈ G}.
F-фиттингова пара (�, δ) называется универсальной, если для любой F-

фиттинговой пары (A, d) существует гомоморфизм ϕ : � → A такой, что dG =
δG ◦ ϕ для всех групп G ∈ Set(F).

Лемма 3.2 [3, Х.4.5(i)]. Пусть X — D0-замкнутый подкласс класса Фит-
тинга F и �(X) = {gδG : g ∈ G ∈ Set(X)}. Тогда �(X) является подгруппой
группы Лауша �(F).

Лемма 3.3 [3, Х.4.14]. Пусть �π — π-лаушева группа. Пусть �(X) = {xδX :
x ∈ X ∈ Set(X)} для X ∈ Locksub(Sπ) — подмножество �π. Тогда отображение

� : X → �(X)

является решеточным изоморфизмом между решеткой π-нормальных классов
Фиттинга и решеткой подгрупп π-лаушевой группы �π.

Лемма 3.4 [3, Х.4.15]. Пусть F — некоторый класс Фиттинга π-групп и
S — подгруппа группы Лауша �π, а G — определенный единственным образом
класс Фиттинга в подсекции Локетта Locksub(F) такой, что �(G) = S. Если
G ∈ Set(F), то GG = {g ∈ G : gδG ∈ S}.
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4. Критерий π-максимальности

Теорема 4.1. Пусть π — непустое множество простых чисел и F ⊂ Sπ —
класс Фиттинга. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(1) F π-максимален;
(2) существует простое число p ∈ π такое, что |G : GF| ∈ {1, p} для всех

групп G ∈ Sπ.
Доказательство. (1) =⇒ (2). Пусть �(F) = {xδX : x ∈ X ∈ Set(F)}.

Тогда по лемме 3.2 группа �(F) является подгруппой π-лаушевой группы �π.
Заметим, что ввиду утверждения X.4.3(a) из [3] �π — абелева группа.

Так как F<·Sπ, по лемме 2.1 F C Sπ. Следовательно, по утверждению 2
леммы 1.2 имеем F? = Sπ = S?

π, поэтому F ∈ Locksec(Sπ). Если класс Фиттин-
га X содержится в Locksec(Sπ), то X? = Sπ. Тогда из X ⊆ X? получаем X ⊆ Sπ

и X ∈ Locksub(Sπ). Следовательно, Locksec(Sπ) = Locksub(Sπ). Таким обра-
зом, по лемме 3.3 существует решеточный изоморфизм между π-нормальными
классами и подгруппами группы Лауша �π. Из π-максимальности F по лем-
ме 3.3 следует, что �(F) — максимальная подгруппа π-лаушевой группы �π. Но
так как �π — группа кручения, то �π/�(F) ∼= Zp для некоторого p ∈ π. Тогда из
леммы 3.4 следует, что для всех групп G ∈ Sπ фактор-группа G/GF изоморфна
некоторой подгруппе группы �π/�(F).

Но �π/�(F) — группа простого порядка p. Следовательно, либо G/GF =
�/�(F) ∼= Zp, либо G = GF. Отсюда вытекает, что |G/GF| ∈ {1, p} для любой
группы G ∈ Sπ. Это доказывает (2).

(2) =⇒ (1). Предположим, что класс Фиттинга F не максимален в Sπ.
Тогда существует такой класс Фиттинга M, что F ⊂ M ⊂ Sπ.

Пусть G и H — группы из классов M\F и Sπ\M соответственно. Так как
по условию для любой π-группы ее индекс по F-радикалу равен простому числу
p ∈ π, то |G/GF| = |H/HF| = p. Но F ⊂ M. Значит, HF ≤ HM.

Из того, что |H/HF| = p, следует, что HF — максимальная нормальная
подгруппа группы H. Следовательно, ввиду HF ≤ HM получаем, что либо
HM = H, либо HF = HM. Если HM = H, то H ∈ M; получаем противоречие с
выбором группы H.

Следовательно, справедливо равенство

HF = HM. (4.1.1)

Пусть T = G × H. Если предположить, что T ∈ M, то из того, что H C T ,
следует, что H ∈ M, что невозможно ввиду выбора H. Значит, TM < T .

Так как F ⊂ M, имеем (TM)F = TM ∩ TF = TF.
Заметим, что TM = G × HM. Пусть TM ∈ F. Тогда из G C TM получаем

G ∈ F. Последнее противоречит выбору группы G.
Следовательно, TM /∈ F и

(TM)F = TF < TM. (4.1.2)

С другой стороны, ввиду (4.1.1) имеем HF = HM. Тем самым TM = G×HM ∈ F
и G C TM.

Поэтому TM ≤ TF. Последнее противоречит равенству (4.1.2). Значит,
F<·Sπ.

Теорема доказана.

В случае π = P получаем
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Следствие 4.2 [3, теорема Х.4.26]. Пусть F — класс Фиттинга. Тогда
следующие утверждения эквивалентны:

(i) F максимален в классе всех конечных разрешимых групп S;
(ii) существует такое простое p, что |G : GF| ∈ {1, p} для всех групп G ∈ S.

5. Примеры

5.1. Процедура построения первого примера в идейном плане восходит к
известным результатам Блессеноля и Гашюца [10], относящимся к конструи-
рованию разрешимых нормальных классов Фиттинга, и состоит в построении
специальной фиттинговой пары для F.

Пусть ∅ 6= π ⊆ P и p ∈ π — фиксированное простое число, A — цикли-
ческая группа порядка p − 1 и G — любая группа из класса Фиттинга F ⊆
Sπ. Обозначим через L некоторый главный ряд группы G. Пусть M =
{M1,M2, . . . ,Mr} — множество всех главных p-факторов группы G и M 6= ∅.
Тогда каждый элемент g ∈ G индуцирует автоморфизм αg на Mi (i = 1, 2, . . . , r).
Пусть n = dim(Mi) и m — отображение группы автоморфизмов A(Mi) группы
Mi в группу невырожденных матриц GL(Mi) порядка n с элементами aij , при-
надлежащими полю Галуа Fp, т. е. αgm = ‖aij‖. Пусть теперь h — отображение
группы GL(Mi) в мультипликативную группу F ?

p поля Fp такое, что
‖aij‖h = det ‖aij‖.

Легко видеть, что h — гомоморфизм, поэтому произведение d = mh явля-
ется гомоморфизмом группы A(Mi) в A = F ?

p . Итак,
αgmh = αgd = det ‖aij‖.

Пусть αgd = dpi (g) и dpG(g) =
r∏
i=1

dpi (g) для всех g ∈ G.

Если M = ∅, то положим dpG(g) = 1. Нетрудно заметить, что отображение
dpG : G→ A — гомоморфизм.

Пусть теперь p = 3. Непосредственной проверкой легко убедиться, что
пара (A, d), где A = F ?

3 и d : F →
⋃
{Hom(G,A)}, удовлетворяет условию FP1

определения фиттинговой пары для F. Пусть M =
(
G ∈ F : d3

G(G) = 1
)
.

Тогда, применяя теорему IX.2.11 из [3], получаем, что M — класс Фиттинга и
GM = Ker(dG). Теперь максимальность M в F вытекает из теоремы 4.1, так как
|A| = 2 и по утверждению IX.4.2(b) из [3] получаем |G/GM| ∈ {1, 2} для любой
группы G ∈ F.

5.2. Пусть 3 ∈ π ⊆ P и F = Sπ. Тогда класс групп M ⊆ F определим
следующим образом: G ∈ M тогда и только тогда, когда G действует на своих
элементах порядка 3n как группа четных подстановок (n произвольное нату-
ральное). Ввиду результата Камины [11] получаем, что M — класс Фиттинга
индекса 2 в классе F, т. е. |G/GM| ∈ {1, 2} для всех групп G из F, и M<·F по
теореме 4.1.

В заключение заметим, что ввиду произвольности выбора натурального n
в локальном классе Фиттинга Sπ существует счетное множество максимальных
подклассов Фиттинга.

6. Приложения

6.1. Существование ненормальных π-максимальных подклассов.
Херцфельд [12] и А. Н. Скибой (см. [13, пример 19.1]) показано, что каж-
дая неединичная локальная формация не имеет максимальных по включению
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подформаций. Проблема существования максимальных подклассов Фиттинга
в минимальном нормальном классе Фиттинга сформулирована Х. Лаушем в
[14, вопрос 9.18] и решена отрицательно Н. Т. Воробьевым [8]. В связи с этим
естествен следующий вопрос, сформулированный А. Н. Скибой.

Проблема [1, вопрос 13.50]. Пусть F — локальный класс Фиттинга. Верно
ли, что частично упорядоченное по включению множество классов Фиттинга,
входящих в F и отличных от F, не имеет максимальных элементов?

Отрицательный ответ на указанную проблему дает

Теорема 6.1.1. В локальном классе Фиттинга Sπ существуют ненормаль-
ные π-максимальные классы Фиттинга.

Доказательство. Пусть ∅ ⊂ π ⊂ P и F — класс Фиттинга такой, что для
любой π-группы G индекс |G : GF| принадлежит {1, p} для некоторого простого
числа p ∈ π. Тогда по теореме 4.1 F<·Sπ (такие классы F существуют ввиду
построенных выше примеров 5.1 и 5.2). Следовательно, по лемме 2.1 F C Sπ.
Но тогда по утверждению 2 леммы 1.2 имеем F? = Sπ 6= S и F — ненормальный
класс Фиттинга.

Теорема доказана.

6.2. О классе Фиттинга с условием Локетта. Класс Фиттинга F
назовем классом Фиттинга с условием Локетта в классе Фиттинга X или
LX-классом, если F ⊆ X и F? = F ∩ X?.

Если X = S, то F назовем просто L -классом.
Ввиду результата Брайса и Косси [15] проблема построения каждого раз-

решимого класса Локетта F как пересечения класса Локетта и некоторого нор-
мального класса Фиттинга эквивалентна тому, что F удовлетворяет равенству
F? = F∩S? — условию Локетта, где S? — минимальный по включению элемент
секции Локетта класса S, т. е. S? — минимальный нормальный класс Фит-
тинга. В [15] установлено, что условие Локетта выполняется для разрешимых
локальных наследственных классов Фиттинга. В [6] получен общий результат:
доказано, что каждый разрешимый локальный класс Фиттинга удовлетворяет
условию Локетта.

До настоящего времени в теории классов Фиттинга одной из трудных оста-
ется проблема описания групп класса Фиттинга, порожденного симметрической
группой из трех символов (см., например, [3, XI.3.4, с. 801]). Напомним, что ес-
ли F = FitS3, где S3 — симметрическая группа из трех символов, то

FitS3 = ∩{X | X — класс Фиттинга и S3 ∈ X}.

Выделяя максимальный подкласс в F = FitS3, мы получаем новую инфор-
мацию об этом классе.

Напомним, что если F и H — классы Фиттинга, то через F ∨ H обозначают
класс Фиттинга, порожденный объединением F и H.

Теорема 6.2.1. Класс Фиттинга F является L -классом.
Доказательство. Покажем, что для F выполняется условие Локетта.
Так как F = F? ∨ F, ввиду утверждения 4 леммы 1.1

F? ∨ (F ∩ (F?)?) = F? ∨ (F ∩ F?) = F? ∨ F.

Тогда для всех групп G ∈ F\F?, применяя следствие 2.6 (см. [16, с. 42]), имеем

F? ∨ F = {G : (G× S3)F? входит подпрямо в G× S3}.
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Итак, (G × S3)F? входит подпрямо в G × S3 для всех групп G ∈ F\F?. Сле-
довательно, ввиду примера 2.7.2 (см. [16, c. 42]) имеем |G/GF| = 2. Следуя
доказательству теоремы 4.1 (утверждение 2) =⇒ 1)), заключаем, что F?<·F.
Из F ⊆ S ввиду утверждений 3 и 4 леммы 1.1 вытекает, что F? ⊆ S?. Следова-
тельно, с учетом того, что F? ⊂ F, получаем включение F? ⊆ F∩S? ⊆ F. Ввиду
F?<·F справедливо одно из следующих равенств: F∩S? = F, F? = F∩S?. Если
выполняется первое равенство, то S? ⊇ F. Это противоречит тому, что ввиду
примера Камины [11] S3 /∈ S? и F * S?.

Таким образом, выполняется условие F? = F ∩S?, и F — L -класс.
Теорема доказана.
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