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ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ НА РИМАНОВЫХ

МНОГООБРАЗИЯХ С КОНЦАМИ

С. А. Корольков

Аннотация. Исследуется вопрос разрешимости некоторых краевых задач на неком-
пактных римановых многообразиях с концами. Получены условия существования и
единственности решений рассматриваемых задач. Также найдены условия выпол-
нения теорем типа Лиувилля для гармонических функций на таких многообразиях.
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§ 1. Введение

Изучение эллиптических уравнений на римановых многообразиях является
достаточно новым направлением в современной математике и лежит на сты-
ке дифференциальной геометрии, математического анализа и теории случай-
ных процессов. Истоки указанной проблематики восходят к классификацион-
ной теории двумерных некомпактных римановых многообразий и поверхностей.
Важный класс проблем данного направления относится к получению теорем
типа Лиувилля, утверждающих тривиальность пространства ограниченных ре-
шений некоторых эллиптических уравнений на многообразии.

Классическая формулировка теоремы Лиувилля утверждает, что всякая
ограниченная гармоническая в Rn функция тождественно постоянна. В по-
следнее время осуществляется следующий подход к теоремам типа Лиувилля.
Пусть на римановом многообразии M заданы класс функций A и эллиптиче-
ский оператор L. Будем говорить, что на M выполнено обобщенное (A,L)-
лиувиллево свойство, если пространство решений уравнения Lu = 0, принадле-
жащих функциональному классу A, имеет конечную размерность. Оценки раз-
мерностей различных пространств решений эллиптических уравнений на неком-
пактных римановых многообразиях получены в работах ряда математиков (см.
[1–9] и др.). Достаточно подробно об этой тематике написано, например, в [1–3].

Ряд работ посвящен изучению гармонических функций на многообразиях
с концами. Так, в [4] доказано, что если многообразие M имеет m концов, то
размерность пространства гармонических на M функций, которые ограничены
либо сверху, либо снизу на каждом конце, не меньше чем m. Там же доказано,
что если M имеет гиперболический тип, то размерность конуса неотрицатель-
ных гармонических на M функций также не меньше чем m.

На многообразиях с регулярными концами А. А. Григорьяном в работе [5]
доказана разрешимость некоторых краевых задач для положительных гармо-
нических функций и получены оценки размерности пространства ограниченных
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функций и конуса положительных гармонических функций. Здесь под регуляр-
ностью конца понимается выполнение неравенства Харнака для неотрицатель-
ных гармонических функций на соответствующем конце.

А. Г. Лосевым в работе [6] получены условия выполнения теорем типа Ли-
увилля на многообразиях с модельными концами, а также даны точные оцен-
ки размерности пространства ограниченных функций и конуса положительных
гармонических функций на таких многообразиях. В работах [7, 10] доказана
разрешимость некоторых краевых задач для неотрицательных решений урав-
нения Лапласа — Бельтрами и для ограниченных решений стационарного урав-
нения Шредингера

Lu = �u− c(x)u = 0

соответственно на многообразиях с модельными концами.
В настоящей работе развивается подход к постановке краевых задач на

некомпактных римановых многообразиях, примененный в [11] и основанный на
введении понятия класса [f ] эквивалентных на многообразии M непрерывных
ограниченных функций.

Пусть M — полное некомпактное риманово многообразие и B ⊂M — ком-
пактное множество. Связную неограниченную компоненту E ⊂ M \ B такую,
что ∂E — компакт, будем называть концомM по отношению к B (см., например,
[1]). Если число концов M относительно некоторого компактного множества
равномерно ограниченно сверху целым числом, то говорят, что M имеет ко-
нечное число концов. В этом случае существуют положительное R и целое k ≥ 1
такие, что если � — некоторая ограниченная область, содержащая B(o,R), то
M \� имеет ровно k неограниченных компонент. Здесь B(o,R) — геодезический
шар радиуса R с центром в точке o ∈M .

Всюду далее рассматриваются многообразия без края с конечным числом
концов.

Пусть M = B ∪ D1 ∪ · · · ∪ Dm — произвольное многообразие без края с
концами D1, . . . , Dm. При этом предполагаем, что компакт B выбран таким об-
разом, что многообразие M имеет ровно m концов относительно любого другого
компакта B′ ⊃ B.

Введем понятие емкостного потенциала произвольного концаDi многообра-
зияM . Пусть

{
Bi
k

}∞
k=1 — гладкое исчерпание концаDi, т. е. последовательность

предкомпактных открытых подмножеств с гладкими границами ∂Bi
k такая, что

∂Di ⊂ B
i
k, Bi

k ⊂ Di, B
i
k \ ∂Di ⊂ Bi

k+1 для всех k ≥ 1 и
∞⋃
k=1

Bi
k = Di \ ∂Di. Пусть

vik, k = 1, 2, . . . , — решения следующих задач Дирихле в Bi
k:

�vik = 0, vik
∣∣
∂Bi

k\∂Di
= 0, vik

∣∣
∂Di

= 1.

Последовательность функций
{
vik

}∞
k=1 в силу принципа максимума монотонно

возрастает. Кроме того, 0 ≤ vik ≤ 1 в Bk. Отсюда следует, что существует
предельная функция

vi(x) = lim
k→∞

vik(x),

гармоническая на Di и такая, что 0 ≤ vi(x) ≤ 1. Функция vi называется ем-
костным потенциалом конца Di.

Определение 1. Говорят, что конец Di многообразия M имеет парабо-
лический тип, если его емкостный потенциал тождественно равен единице. В
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противном случае говорят, что конец Di имеет гиперболический (или непара-
болический) тип.

Зафиксируем некоторый конец Di. Пусть f1(x) и f2(x) — непрерывные
ограниченные на Di функции. Будем говорить, что функции f1(x) и f2(x) экви-
валентны на Di, и использовать обозначение f1(x) ∼ f2(x), если для некоторого
гладкого исчерпания

{
Bi
k

}∞
k=1 конца Di выполнено равенство

lim
k→∞

sup
Di\Bi

k

|f1(x)− f2(x)| = 0.

Отношение ∼ является отношением эквивалентности, не зависит от выбора
исчерпания конца Di и, таким образом, разбивает множество всех непрерывных
ограниченных на Di функций на классы эквивалентности (см., например, [11]).
Обозначим класс эквивалентных f функций через [f ].

Будем говорить, что функции f1 и f2 слабо эквивалентны на Di, если

|f1(x)− f2(x)| ≤ Cvi(x)

на Di для некоторой константы C. Обозначим класс слабо эквивалентных f
функций через [f ]∗.

Определение 2. Будем говорить, что конец гиперболического типа Dj

многообразия M является �-строгим, если vj(x) ∈ [0] на Dj (см. [11]). Будем
говорить, что конец параболического типа Di является �-строгим, если для
всякой неотрицательной гармонической на Di функции u(x) выполнено равен-
ство

lim
k→∞

( sup
∂Bi

k\∂Di

u(x)− inf
∂Bi

k\∂Di

u(x)) = 0,

где
{
Bi
k

}∞
k=1 — гладкое исчерпание конца Di.

Заметим, что в силу принципа максимума определение �-строго конца па-
раболического типа корректно.

Замечание 1. Если Dj — �-строгий конец гиперболического типа, то из
того, что f1(x) ∈ [f ]∗, следует, что f1(x) ∈ [f ].

Введем понятие предела по концу многообразия.
Определение 3. Будем говорить, что число b является пределом функции

u(x) по концу Di, и использовать обозначение lim
Di

u(x) = b, если u(x) ∼ b на Di,
т. е.

lim
k→∞

sup
Di\Bk

|u(x)− b| = 0

для некоторого исчерпания {Bk} конца Di.
Будем говорить, что предел функции u(x) по концу Di равен бесконечности,

и писать
lim
Di

u(x) = +∞ (lim
Di

u(x) = −∞),

если
lim
k→∞

inf
Di\Bk

u(x) = +∞ ( lim
k→∞

sup
Di\Bk

u(x) = −∞)

для некоторого исчерпания {Bk} конца Di.
Несложно показать, что определение предела не зависит от выбора исчер-

пания {Bk}∞k=1 в силу свойств отношения ∼ (см., например, [11]).
Определим поток гармонической функции по концу многообразия.
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Определение 4. Потоком гармонической функции u по концу Di назовем
число

flux
Di

u =
∫

∂B(0,r)∩Di

∂u

∂ν
dµ′,

где B(0, r) — геодезический шар радиуса r такой, чтоB ⊂ B(0, r), ν — единичная
внешняя нормаль к B(0, r).

Заметим, что в силу формулы Грина определение потока не зависит от r.
Всюду далее будем считать, что D1, . . . , Ds — концы параболического типа,

Ds+1, . . . , Ds+l — концы гиперболического типа, s+ l = m.
Обозначим через H(M) пространство гармонических на M функций. Че-

рез H′(M) и BH(M) обозначим пространство гармонических на M функций,
ограниченных с одной стороны на каждом конце многообразия, и пространство
ограниченных гармонических на M функций соответственно.

Пусть Dj — конец гиперболического типа. Будем говорить, что функция
fj принадлежит классу допустимых на конце Dj функций, если на конце Dj

существует гармоническая функция u такая, что u ∼ fj на Dj .
Всюду далее через Kj будем обозначать класс допустимых на конце Dj

функций, j = s+ 1, . . . , s+ l.
Будем рассматривать многообразия M , которые имеют гиперболический

тип. Заметим, что многообразие с концами имеет гиперболический тип тогда
и только тогда, когда оно содержит хотя бы один конец гиперболического типа
(см. [1]).

Пусть a1, . . . , as — некоторый набор констант, а fs+1, . . . , fs+l — набор функ-
ций, заданных на концах Ds+1, . . . , Ds+l соответственно. Будем говорить, что
на многообразии M разрешима обобщенная краевая задача третьего рода (1)
для набора констант a1, . . . , as и набора функций fs+1, . . . , fs+l, если на M су-
ществует функция u(x) ∈ H′(M) такая, что

flux
Di

u(x) = ai, i = 1, . . . , s, u(x)|Dj ∈ [fj ], j = s+ 1, . . . , s+ l. (1)

Основные результаты работы содержатся в следующих утверждениях.

Теорема 1. Для любых констант a1, . . . , as и любых непрерывных ограни-
ченных функций fj ∈ Kj , j = s+1, . . . , s+ l, существует функция u(x) ∈ H′(M)
такая, что

flux
Di

u(x) = ai, i = 1, . . . , s, u(x) ∈ [fj ]∗, j = s+ 1, . . . , s+ l.

Теорема 2. Пусть M такое, что все его концы являются �-строгими. То-
гда на многообразии M разрешима обобщенная краевая задача третьего рода
(1) для любых констант a1, . . . , as и любых непрерывных ограниченных функ-
ций fj ∈ Kj , j = s+ 1, . . . , s+ l, причем единственным образом.

Теорема 3. Если для всех j = s + 1, . . . , s + l классы допустимых функ-
ций Kj состоят только из констант и им эквивалентных функций и все концы
параболического типа D1, . . . , Ds являются �-строгими, то

dim BH(M) = l, dim H′(M) = s+ l.

В § 3 приведен пример, показывающий существенность требования �-стро-
гости концов гиперболического типа для разрешимости на M обобщенной кра-
евой задачи третьего рода.
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§ 2. Гармонические функции на концах многообразия

Пусть M = B∪D1∪· · ·∪Dm — многообразие без края с концами D1, . . . , Dm,
B — некоторый компакт. Зафиксируем некоторый конецDi. ПустьDi(0) = ∂Di.

Переобозначим для фиксированного i конец Di через D и класс Ki через
K соответственно. Обозначим через H(D) пространство гармонических на D
функций, через BH(D) и H′(D) — пространство ограниченных и пространство
ограниченных с одной стороны гармонических на D функций соответственно.

Пусть {Bk}∞k=1 — гладкое исчерпание конца D. Положим также

D(k) = ∂Bk \ ∂D.

Гиперповерхностью будем называть всякое (n−1)-мерное подмногообразие
M , где n = dimM .

Следующее утверждение доказано в [5].

Лемма 1. Пусть � — предкомпактное открытое множество в M , граница
∂� которого состоит из непересекающихся компактных гиперповерхностей F1 и
F2. Пусть u — гармоническая функция в �, непрерывная в �, причем u|F1 ≤ 0,
u|F2 > 0. Тогда ∫

F1

∂u

∂ν
dµ′ = −

∫
F2

∂u

∂ν
dµ′ > 0,

где ν — единичная внутренняя нормаль.

Лемма 2. Пусть D — конец параболического типа и u(x) ∈ BH(D). То-
гда flux

D
u(x) = 0. Если lim

D
u(x) = +∞ (lim

D
u(x) = −∞ соответственно), то

flux
D

u(x) > 0 (соответственно flux
D

u(x) < 0).

Доказательство. Докажем первую часть леммы 2.
Пусть u ∈ BH(D). Не ограничивая общности, считаем, что u(x) > 0 на D.

Тогда существует такая константа C1 > 0, что 0 ≤ inf
D
u(x) ≤ sup

D
u(x) < C1.

Пусть vk(x), x ∈ D, — последовательность гармонических функций таких,
что

vk|D(0) = 0, vk|D(k) = 1.

Тогда в силу того, что конец D имеет параболический тип, последовательность
{vk} убывает и сходится к нулю. Из последнего получаем, что∫

∂B(0,r)∩D

∂vk
∂ν

dµ′ → 0

при k →∞, где B(0, r) — геодезический шар радиуса r такой, что B ⊂ B(0, r),
ν — единичная внешняя нормаль к B(0, r), т. е. flux

D
vk → 0 при k → ∞. Так

как функции f1 = C1vk − u и f2 = u + C1(vk − 1) отрицательны на D(0) и
положительны на D(k), в силу леммы 1 получаем, что

flux
D

(C1vk − u) > 0, flux
D

(u+ C1(vk − 1)) > 0.
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Из последнего следует, что

−C1 flux
D

vk ≤ flux
D

u ≤ C1 flux
D

vk.

При k →∞ получаем flux
D

u = 0, что и требовалось показать.

Докажем вторую часть леммы 2. Если lim
D
u(x) = +∞ (lim

D
u(x) = −∞), то,

используя лемму 1, получаем, что flux
D

u(x) > 0 (flux
D

u(x) < 0 соответственно).
Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть D — конец параболического типа. Тогда для любых кон-
стант a, b существует функция ũ(x) ∈ H′(D) такая, что

ũ(x)|D(0) = b, flux
D

ũ(x) = a.

Доказательство. Пусть u(x) — гармоническая на D функция, равная
нулю на D(0) и такая, что lim

D
u(x) = +∞ (существование такой функции сле-

дует, в частности, из [12]). Тогда в силу леммы 2 flux
D

u(x) > 0. Очевидно, что
искомой функцией является

ũ(x) =
a

flux
D

u(x)
u(x) + b.

Обозначим через v(x) емкостный потенциал конца D.

Лемма 4. Пусть D — конец гиперболического типа. Тогда для любых
констант a1, a2 и для любой непрерывной ограниченной на конце D функции
f(x) ∈ K существуют гармонические на D функции u(x) и u(x) такие, что

u(x)|D(0) ≤ a1, u(x)|D(0) ≥ a2, u(x)|D ∈ [f ]∗, u(x)|D ∈ [f ]∗.

Доказательство. По определению класса K на D существует функция
u(x) ∈ H(D) такая, что u(x) ∈ [f ].

Очевидно, что искомыми являются следующие функции:

u(x) = (a1 − sup
D(0)

u(x))v(x) + u(x), u(x) = (a2 − inf
D(0)

u(x))v(x) + u(x).

Лемма 5. Пусть D — конец гиперболического типа. Следующие утвер-
ждения эквивалентны.

(A) Для любой константы a1 и для любой непрерывной ограниченной на
конце D функции f(x) ∈ K существует гармоническая на D функция u(x)
такая, что

u(x)|D(0) ≤ a1, u(x)|D ∈ [f ].

(B) Для любой константы a2 и для любой непрерывной ограниченной на
конце D функции f(x) ∈ K существует гармоническая на D функция u(x)
такая, что

u(x)|D(0) ≥ a2, u(x)|D ∈ [f ].

(C) Конец D является �-строгим.
Доказательство. Утверждения (A) и (B) следуют из утверждения (C) в

силу леммы 4 и замечания 1.
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Покажем, что из утверждения (B) вытекает утверждение (C).
Предположим противное, т. е. что v(x) 6∈ [0] на D. Заметим, что v(x) ∈ K

по определению класса K. Из утверждения (B) следует, что на D существует
гармоническая функция u(x) такая, что u(x)|D(0) > 1 и u ∼ v на D.

Рассмотрим функцию

w(x) =
u(x)

min
D(0)

u(x)
< u(x).

Отметим, что w(x)|D(0) ≥ 1. Отсюда, из принципа максимума и того, что u(x) ∼
v(x), v(x) ≥ 0 на D, получаем, что w(x) ≥ 0 на D. Из того, что u(x) ∼ v(x) 6∼ 0
и w(x) < u(x) на D, следует существование точки x∗ ∈ D такой, что

w(x∗) < v(x∗). (2)

Действительно, так как u(x) ∼ v(x) на D, то и

u(x)
min
D(0)

u(x)
∼ v(x)

min
D(0)

u(x)

на D, или

w(x) ∼ v(x)
min
D(0)

u(x)

на D. Из последнего следует, что

w(x)− v(x) ∼ v(x)
(

1
min
D(0)

u(x)
− 1

)

на D. Поскольку v(x) 6∈ [0] и min
D(0)

u(x) > 1, найдется такая точка x∗ ∈ D, что

w(x∗)− v(x∗) < 0, откуда вытекает (2).
Пусть {Bk}, как и ранее, гладкое исчерпание конца D. Обозначим через vk

решение следующей задачи Дирихле в Bk:

�vk = 0, vk|D(k) = 0, vk|D(0) = 1.

Тогда по определению емкостного потенциала vk(x) → v(x) при k →∞.
Заметим, что

w(x)|D(0) ≥ vk(x)|D(0) = 1, w(x)|D(k) ≥ vk(x)|D(k) = 0.

Из последнего получаем, что при всех k

vk(x) ≤ w(x)

на D ∩ Bk. Переходя к пределу при k → ∞ получаем, что w(x) ≥ v(x) на D.
Пришли к противоречию с (2).

Таким образом, предположение о том, что v(x) 6∈ [0] на D, неверно.
Нам осталось показать, что из утверждения (A) следует утверждение (C).
Предположим противное, т. е. что v(x) 6∈ [0] на D. Заметим, что v(x) ∈

K по определению класса K. Согласно утверждению (A) на D существует
гармоническая функция u(x) такая, что u(x)|D(0) < 1 и u ∼ v на D.
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Рассмотрим функцию

w(x) =
v(x)− u(x)
1−max

D(0)
u(x)

.

Заметим, что w(x)|D(0) ≥ 1, откуда в силу принципа максимума и того, что
u(x) ∼ v(x), v(x) ≥ 0 на D, следует, что w(x) ≥ 0 на D.

Заметим также, что существует точка x∗ ∈ D такая, что

w(x∗) < v(x∗). (3)

Действительно, если max
D(0)

u(x) < 0, то в силу того, что u(x) ∼ v(x) 6∼ 0,

найдется такая точка x∗, что u(x∗) = 0. Тогда

w(x∗) =
v(x∗)

1−max
D(0)

u(x)
< v(x∗),

так как max
D(0)

u(x) < 0.

Пусть теперь max
D(0)

u(x) ≥ 0. Из условия u(x) ∼ v(x) 6∼ 0 и max
D(0)

u(x) < 1

следует, что найдется такая точка x∗ ∈ D, для которой

v(x∗) <
u(x∗)

max
D(0)

u(x)
.

Из последнего получаем v(x∗)−u(x∗) < v(x∗)(1−max
D(0)

u(x)), откуда следует (3).

Пусть vk — решение следующей задачи Дирихле в Bk:

�vk = 0, vk|D(k) = 0, vk|D(0) = 1.

Тогда по определению емкостного потенциала vk(x) → v(x) при k →∞.
Заметим, что

w(x)|D(0) ≥ vk(x)|D(0) = 1, w(x)|D(k) ≥ vk(x)|D(k) = 0.

Из последнего получаем, что при всех k

vk(x) ≤ w(x)

на D ∩ Bk. Переходя к пределу при k → ∞, получаем, что w(x) ≥ v(x) на D.
Пришли к противоречию с (3).

Таким образом, предположение о том, что v(x) 6∈ [0] на D, неверно.
Лемма 5 доказана.

Следствие 1. Если v(x) 6∈ [0] и u(x) — некоторая гармоническая на D
функция такая, что u(x) ∼ v(x) на D, то

min
D(0)

u(x) ≤ 1 ≤ max
D(0)

u(x).

Доказательство. Предположим, что u|D(0) > 1 либо u|D(0) < 1. Тогда,
как и при доказательстве импликаций (B) → (C) и (A) → (C) соответственно,
несложно показать, что v(x) ∈ [0]. Пришли к противоречию с тем, что v(x) 6∈ [0].
Отсюда заключаем, что min

D(0)
u(x) ≤ 1 ≤ max

D(0)
u(x).
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Следствие 2. Если v(x) — емкостный потенциал конца D гиперболиче-
ского типа, то inf

D
v(x) = 0.

Доказательство. Пусть c = inf
D
v(x) 6= 0. Рассмотрим функцию

w(x) = v +
c

c− 1
(1− v).

Заметим, что w(x)|D(0) = 1, w(x) ≤ v(x) и w(x) ≥ 0 на D. Поступая, как и
при доказательстве импликации (B) → (C), получаем, что w(x) ≥ v(x). Учи-
тывая, что w(x) ≤ v(x), заключаем, что w(x) ≡ v(x), откуда c = 0. Пришли к
противоречию.

§ 3. Доказательство теоремы 1

Построим на многообразии M функцию u ∈ H′(M) такую, что

flux
Di

u(x) = ai, i = 1, . . . , s, u(x)|Dj ∈ [fj ]∗, j = s+ 1, . . . , s+ l.

Зафиксируем произвольным образом индекс i = 1, . . . , s+ l. Для данного i
построим на M функцию ui(x) ∈ H′(M) такую, что

flux
Di

ui(x) = ai, 1 ≤ i ≤ s, ui(x)|Di ∈ [fi]∗, s+ 1 ≤ i ≤ s+ l, (4)

и

flux
Dj

ui(x) = 0, 1 ≤ j ≤ s, j 6= i, ui(x)|Dj ∈ [0]∗, s+ 1 ≤ j ≤ s+ l, j 6= i. (5)

Если 1 ≤ i ≤ s то, не ограничивая общности, считаем, что ai ≥ 0.
Пусть u0

i (x) ∈ H′(Di) — функция такая, что −c ≤ u0
i

∣∣
Di(0)

≤ c и

flux
Di

u0
i (x) = ai, 1 ≤ i ≤ s, u0

i (x)|Di ∈ [fi]∗, s+ 1 ≤ i ≤ s+ l. (6)

Здесь 0 ≤ c < +∞ — некоторая постоянная. Существование функции u0
i непо-

средственно следует из лемм 3 и 4.
Пусть {Bk} — гладкое исчерпание M , т. е. последовательность предком-

пактных открытых подмножеств с гладкими границами ∂Bk такая, что Bk ⊂
Bk+1 для всех k ≥ 1 и

∞⋃
k=1

Bk = M . Рассмотрим последовательность функций

{ϕk}∞k=1, определенных в Bk и являющихся решением задачи

�ϕk = 0 на Bk, ϕk|∂Bk = u0|∂Bk ,

где u0(x) = u0
i (x) на Di и u0(x) = 0 на Dj , 1 ≤ j ≤ s+ l, j 6= i.

Для доказательства существования предела lim
k→∞

ϕk поступаем, как и в [6].

Обозначим через Gk(x, y) функцию Грина в Bk.
Пусть ϕ0 — финитная функция, равная нулю в B и единице вне некоторой

окрестности B. Положим U = u0ϕ0, �U = f . Заметим, что supp f лежит в
окрестности B. Рассмотрим последовательность функций ψk = ϕk − U . Для
них выполнено �ψk = −f , ψk|∂Bk = 0. Тогда

ψk(x) =
∫
Bk

Gk(x, y)f(y) dy.
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Так как M — многообразие гиперболического типа, существует предел функций
Грина Gk(x, y). Из существования предела функций Грина следует существова-
ние предела последовательности {ψk} и соответственно существование предела
последовательности {ϕk}. Пусть ui = lim

k→∞
ϕk. Заметим, что ui ∈ H(M) в силу

того, что �ϕk = 0 на Bk.
Докажем, что функция ui(x) удовлетворяет условиям (4) и (5).
Действительно, так как ui = lim

k→∞
ϕk, в силу непрерывности функции u0

i

существуют
U1 = min

∂B∩Di

ui, U2 = max
∂B∩Di

ui.

Тогда U1 ≤ ui|∂B∩Di ≤ U2 и при достаточно больших k

U1 − 1 ≤ ϕk|∂B∩Di ≤ U2 + 1.

Кроме того, −c ≤ u0|∂B∩Di ≤ c.
Пусть A1 = min{−c, U1− 1}, A2 = max{c, U2 + 1}. Очевидно, A1 ≤ u0

i

∣∣
∂B∩Di

≤ A2 и A1 ≤ ϕk|∂B∩Di ≤ A2. Согласно леммам 3 и 4 на Di существуют функции
ui(x) ∈ H′(Di) и ui(x) ∈ H′(Di) такие, что

ui(x)|∂B∩Di ≤ A1, ui(x)|∂B∩Di ≥ A2 (7)

и

flux
Di

ui(x) = flux
Di

ui(x) = ai, 1 ≤ i ≤ s, ui(x) ∈ [fi]∗, ui(x) ∈ [fi]∗, s+1 ≤ i ≤ s+ l.

(8)
Из (7) получаем, что

ui|∂B∩Di ≤ u0
i |∂B∩Di ≤ ui|∂B∩Di . (9)

Рассмотрим сначала случай 1 ≤ i ≤ s. Покажем, что

flux
Di

ui = ai.

В силу (8) и (6) имеем

flux
Di

(
ui − u0

i

)
= flux

Di

(ui − ui) = flux
Di

(
u0
i − ui

)
= 0.

Учитывая формулу (9) и лемму 1 получаем, что ui ≤ u0
i ≤ ui на Di и при

достаточно больших k на Di ∩Bk имеем ui ≤ ϕk ≤ ui. Переходя к пределу при
k →∞, получаем

ui ≤ ui ≤ ui на Di, (10)

откуда следует, что ui ∈ H′(D). Так как ui − ui = const (см. доказательство
леммы 3), из (10) выводим, что

0 ≤ ui − ui ≤ ui − ui ≡ const,

т. е. ui − ui ∈ BH(M), откуда в силу леммы 2 следует, что flux
Di

(ui − ui) = 0, тем

самым flux
Di

ui = ai.

Рассуждая аналогично, несложно показать, что потоки функции ui(x) по
остальным концам параболического типа равны нулю.

Покажем, что ui(x) ∈ [0]∗ на всех концах Dj , j = s + 1, . . . , s + l, гипербо-
лического типа.
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Положим αk = max
B

ϕk. Заметим, что последовательность αk → a = const
при k → ∞ в силу того, что существует предельная для последовательности
{ϕk} функция. Положим ϕ̃k = ϕk

αk
на Bk. Тогда каждая функция ϕ̃k удовле-

творяет следующим условиям:

�ϕ̃k = 0 на Bk, ϕ̃k|∂Bk =
1
αk
u0|∂Bk , max

B
ϕ̃k = 1,

откуда в силу принципа максимума и того, что u0 = 0 на Dj , заключаем, что

0 ≤ ϕ̃k ≤ 1 на Bk ∩Dj ,

причем ϕ̃k = 0 на ∂Bk ∩Dj , max
B

ϕ̃k = 1. Отсюда вытекает, что

0 ≤ ϕ̃k ≤ vj на Bk ∩Dj , (11)

где Dj — произвольный конец гиперболического типа, vj(x) — емкостный по-
тенциал конца Dj . Из (11) получаем, что

0 ≤ ui(x) = lim
k→∞

αkϕ̃k ≤ avj

на Dj , откуда следует требуемое.
Таким образом, мы показали выполнение условий (4) и (5) для построенной

функции ui(x) в случае 1 ≤ i ≤ s.
Используя лемму 5 и действуя, как и в [11], можно показать справедливость

формул (4) и (5) для случая s+ 1 ≤ i ≤ s+ l.
Очевидно, что функция

u(x) =
s+l∑
i=1

ui(x)

является искомой.
Теорема 1 доказана.

§ 4. Доказательство теоремы 2

Из условия теоремы 2 в силу замечания 1 сразу следует разрешимость обоб-
щенной краевой задачи третьего рода для любых констант a1, . . . , as и любых
непрерывных ограниченных функций fj ∈ Kj , j = s+1, . . . , s+l. Также из усло-
вия теоремы 2 вытекает, что всякая гармоническая на M функция ограничена
с одной стороны на каждом конце многообразия M .

Пусть u1 ∈ H′(M) и u2 ∈ H′(M) — две функции, удовлетворяющие услови-
ям (1).

Рассмотрим функцию w = u1−u2 ∈ H′(M). В силу замечания 1 ее пределы
по всем концам гиперболического типа многообразия M равны нулю. Также
равны нулю ее потоки по всем концам параболического типа. Покажем, что
w(x) ≡ 0, откуда будет следовать единственность.

ПустьDi — конец параболического типа, т. е. 1 ≤ i ≤ s. В силу�-строгости
конца Di и леммы 2 получаем, что существует конечный предел lim

Di

w(x).

Положим pi = lim
Di

w(x), i = 1, . . . , s + l, и p = min
i=1,...,s+l

pi. Так как пределы

функции w(x) по всем концам гиперболического типа равны нулю, то pj = 0
для j = s+ 1, . . . , s+ l.
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Предположим, что p < 0. Пусть I — набор индексов таких, что

lim
Di,i∈I

w(x) = p.

Тогда существует такое ε > 0, что p < −ε < pi, i 6∈ I. Рассмотрим функцию
y(x) = w(x) + ε. Заметим, что flux

Di

y(x) = flux
Di

w(x) = 0 для всех i = 1, . . . , s.

Рассмотрим при достаточно больших r область, ограниченную всеми сечениями
Di(r) = Di ∩ ∂B(0, r), i = 1, . . . , s+ l. Тогда

y(x)|Di(r),i∈I < 0, y(x)|Di(r),i 6∈I > 0

и из леммы 1 получаем
−

∑
i∈I

flux
Di

y(x) > 0,

что противоречит условию flux
Di

y(x) = 0 для всех i = 1, . . . , s.

Таким образом, предположение о том, что p < 0, неверно, откуда в силу
принципа максимума функция w(x) неотрицательна на M . Аналогично можно
показать, что

P = max
i=1,...,l

pi ≤ 0,

так что w(x) неположительна на M . Отсюда заключаем, что w(x) ≡ 0 на M .
Теорема 2 доказана.

Существенность требования того, чтобы все концы гиперболического типа
были �-строгими, показана в следующем примере.

Пример 1. Пусть многообразие M не имеет концов параболического типа
и f1(x) ≡ v1(x), f2 ≡ · · · ≡ fl ≡ 0. Здесь v1(x) — емкостный потенциал конца
D1, причем конец D1 не является �-строгим, т. е. v1(x) 6∈ [0].

Предположим, что существует гармоническая функция u(x) на M , удовле-
творяющая задаче (1), где s = 0, f1 ≡ v1, f2 ≡ 0, . . . , fl ≡ 0.

Заметим, что в силу следствия 1 min
∂D1

u(x) ≤ 1 ≤ max
∂D1

u(x), и мы приходим

к противоречию с принципом максимума (так как пределы функции u(x) по
концам D2, . . . , Dl равны нулю, а на конце D1 будет u ∼ v ≤ 1).

Таким образом, условие �-строгости всех концов гиперболического типа
многообразия M в условии теоремы 2 существенно.

§ 5. Доказательство теоремы 3

Замечание. Условие теоремы 3 эквивалентно тому, что для всякой гар-
монической на конце Dj функции u существует конечный предел lim

Dj

u, j =

s + 1, . . . , s + l. Отсюда, учитывая следствие 2, получаем, что vj(x) ∈ [0] на
Dj для всех j = s + 1, . . . , s + l, т. е. концы Dj являются �-строгими для всех
j = s+1, . . . , s+ l. Обратное, вообще говоря, неверно, т. е. из �-строгости конца
гиперболического типа не следует, что класс допустимых на этом конце функ-
ций состоит только из констант и им эквивалентных функций (см., например,
[10]).

Пусть fDi ∈ H′(M), i = 1, . . . , s, — набор функций таких, что

flux
Di

fDi = 1, flux
Dj

fDi = 0, j = 1, . . . , s, j 6= i;
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lim
Dj

fDi = 0, j = s+ 1, . . . , s+ l.

Существование и единственность таких функций вытекает из теоремы 2 и усло-
вия теоремы 3.

Пусть hDj ∈ H′(M), j = s+ 1, . . . , s+ l, — набор функций таких, что
flux
Di

hDj = 0, i = 1, . . . , s;

lim
Dj

hDj = 1, lim
Di

hDj = 0, i = s+ 1, . . . , s+ l, i 6= j.

Существование и единственность таких функций следует из теоремы 2. Заме-
тим, что для всех j = s+ 1, . . . , s+ l существуют пределы

pji = lim
Di

hDj (x), i = 1, . . . , s. (12)

В силу замечания к теореме 3 пределы (12) конечны. Учитывая лемму 2 и то,
что все концы многообразия �-строгие, получаем, что hDj (x) ∈ BH(M) для
всех j = s+ 1, . . . , s+ l.

Очевидно, что функции fD1 , . . . , fDs , hDs+1 , . . . , hDs+l линейно независи-
мы.

Пусть u(x) ∈ BH(M). Из условия теоремы 3 следует, что на концах гипер-
болического типа Ds+1, . . . , Ds+l существуют конечные пределы функции u(x).
Пусть bs+1, . . . , bs+l — набор этих пределов. Рассмотрим функцию

w(x) ≡ u(x)−
s+l∑

j=s+1

bjhDj (x).

Очевидно, что w(x) ∈ BH(M) и ее пределы по всем концам гиперболического
типа равны нулю. Кроме того, в силу леммы 2 потоки функции w(x) по всем
концам параболического типа также равны нулю. Тогда, как и при доказатель-
стве теоремы 2, получаем, что w(x) ≡ 0, откуда

u(x) ≡
s+l∑

j=s+l

bjhDj (x),

т. е. набор hDs+1 , . . . , hDs+l является базисом пространства BH(M). Отсюда
получаем, что dim BH(M) = l.

Пусть теперь u(x) ∈ H′(M). Из условия теоремы 3 следует, что на концах
гиперболического типа Ds+1, . . . , Ds+l существуют конечные пределы функции
u(x). Пусть bs+1, . . . , bs+l — набор этих пределов. Пусть также a1, . . . , as —
потоки функции u(x) по концам D1, . . . , Ds.

Рассмотрим функцию

w(x) ≡ u(x)−
s∑

i=1

aifDi(x)−
s+l∑

j=s+1

bjhDj (x).

Очевидно, что потоки функции w(x) по всем концам параболического типа,
как и пределы по всем концам гиперболического типа, равны нулю. Из условия
теоремы 3, как и при доказательстве теоремы 2, следует, что w(x) ≡ 0, откуда

u(x) ≡
s∑

i=1

aifDi(x) +
s+l∑

j=s+l

bjhDj (x),

т. е. набор fD1 , . . . , fDs , hDs+1 , . . . , hDs+l является базисом пространства H′(M).
Отсюда получаем, что dim H′(M) = s+ l.

Теорема 3 доказана.
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