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О КОНЕЧНЫХ ГРУППАХ С НЕКОТОРЫМИ

ПОДГРУППАМИ ПРОСТЫХ ИНДЕКСОВ
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Аннотация: Устанавливается разрешимость конечной группы, в которой всякая
собственная не максимальная подгруппа содержится в подгруппе простого индекса.
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В работе [1] содержится вопрос 5.5: пусть всякая собственная не максималь-
ная подгруппа конечной группы G содержится в подгруппе простого индекса
группы G; верно ли, что G — разрешимая группа?

Положительный ответ на этот вопрос дает следующая

Теорема. Если G — конечная группа, у которой любая собственная не
максимальная подгруппа содержится в подгруппе простого индекса, то фактор-
группа G/F (G) сверхразрешима.

Обратно, если M — максимальная подгруппа конечной группы G и G/F (G)
сверхразрешима, то каждая не максимальная подгруппа в фактор-группеG/MG

содержится в подгруппе простого индекса.
Здесь F (G) — подгруппа Фиттинга группы G, а MG =

⋂

g∈G
Mg — ядро

подгруппы M в группе G.
Доказательство. Для более компактного проведения индуктивных рас-

суждений будем использовать фрагменты теории формаций. Пусть N, U —
формации всех нильпотентных и сверхразрешимых групп, а NU — их формаци-
онное произведение (см. [2, 3]). По определению формационного произведения
включение G ∈ NU равносильно тому, что G/F (G) сверхразрешима.

Вначале докажем первое утверждение. Пусть в конечной группе G лю-
бая собственная не максимальная подгруппа содержится в подгруппе простого
индекса. Воспользуемся индукцией по порядку группы G. Ясно, что условия
наследуются всеми фактор-группами группы G. По индукции все нетривиаль-
ные фактор-группы группы G принадлежат NU. Поскольку NU — насыщенная
формация, то в группе G единственная минимальная нормальная подгруппа N
и подгруппа Фраттини �(G) группы G единична.

Предположим, что группа G неразрешима. Пусть p — наибольший простой
делитель порядка подгруппыG и P — силовская p-подгруппа группыG. Так как
p > 2, то по теореме IV.7.4 из [4] подгруппа P не максимальна в G. По условию
теоремы существует подгруппа K такая, что P ⊆ K и |G : K| = t — простое
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число. Теперь представление группы G перестановками на левых смежных
классах по подгруппе K будет иметь степень t < p, поэтому фактор-группа
G/KG изоморфна подгруппе симметрической группы St степени t и P ⊆ KG. В
частности, группа G непростая, и N ⊆ KG.

Пусть q — наибольший простой делитель порядка подгруппы N и Q —
силовская q-подгруппа N . По лемме Фраттини G = NNG(Q) и NG(Q) — соб-
ственная подгруппа в группе G.

Если подгруппа NG(Q) не максимальна в G, то по условию теоремы суще-
ствует подгруппа H такая, что NG(Q) ⊆ H и |G : H | = r — простое число. Если
HG �= E, то из единственности минимальной нормальной подгруппы N следует,
что N ⊆ HG и G = NNG(Q) ⊆ NH = H ; противоречие. Поэтому HG = E и
представление перестановками на левых смежных классах по подгруппе H бу-
дет точным степени r. Группа G изоморфна подгруппе симметрической груп-
пы Sr и r — наибольший простой делитель порядка группы G. Из равенства
G = NH получаем, что r = |G : H | = |N : N ∩H |, т. е. r делит порядок под-
группы N и q = r. Поскольку в группе Sr силовская r-подгруппа имеет простой
порядок r, то Q ⊆ N ∩H и индекс |G : H | отличен от r; противоречие.

Следовательно, подгруппа NG(Q) максимальна в G. Допустим, что NN (Q)
⊆ �(NG(Q)). Тогда NN(Q) — нильпотентная подгруппа. Так как q > 3, по
теореме Томпсона (см. [5, теорема X.8.13]), в N имеется нормальная подгруппа
индекса q; противоречие. Поэтому допущение неверно и в NG(Q) существует
максимальная подгруппа S такая, что NN (Q) не содержится в S. Ясно, что в
этом случае NG(Q) = SNN(Q) и G = NNG(Q) = NNN (Q)S = NS. Но подгруп-
па S не максимальна в G и по условию теоремы существует подгруппаM такая,
что S ⊆ M и |G : M | = m — простое число. Теперь опять G = NM, MG = E
и представление группы G перестановками на левых смежных классах по под-
группе M будет точным степени m. Поскольку m = |G : M | = |N : N ∩M |,
то q = m и Q — силовская подгруппа группы G простого порядка q. Так как
Q ⊆ N , то N — простая группа, содержащая подгруппу N∩M простого индекса
q. Из теоремы V.21.1 в [4] следует, что NG(Q) — группа Фробениуса с цикличе-
ским q-дополнением, коммутант G′ является простой неабелевой подгруппой и
фактор-группа G/G′ циклическая порядка, делящего q − 1. Ясно, что G′ = N .

Кроме того, CG(N) — нормальная подгруппа в G и N∩CG(N) = Z(N) = E.
Поэтому CG(N) = E и группа G изоморфна подгруппе AutN . Из работ [6, 7]
получаем следующие изоморфизмы для простой группы N и ее максимальной
подгруппы N ∩M простого индекса q:

(1) N �M11, N ∩M �M10, q = 11 или N �M23, N ∩M �M22, q = 23,
(2) N � Aq, N ∩M � Aq−1,
(3) N � PSL2(11), N ∩M � A5, q = 11,
(4) N � PSLn(s), q = sn−1

s−1 > 3, n — простое число.
Рассмотрим отдельно каждый случай.
(1) N ∈ {M11,M23}. Так как Aut(N) = N [8], то G = N , что невозможно.
(2) N � Aq. В этом случае G � Sq и G = N � T , где |T | = 2. Тогда

NG(Q) = (Q � P ) � T , E �= P ⊆ N и G = N(QT ). Очевидно, что подгруппа
QT не максимальна в G. Поэтому QT ⊆ L и |G : L| = r ∈ π(G) \ {q}. Так как
G = N(QT ), то G = NL. Следовательно, подгруппа N содержит подгруппу
индекса r < q, что невозможно.

(3) N � PSL2(11), q = 11. В этом случае G � PGL2(11) = PSL2(11) �
Z2 (см. [8]). Здесь Z2 — циклическая подгруппа порядка 2. Противоречие
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получается, как в п. (2).
(4) N � PSLn(s), sn−1

s−1 = q, n — простое число и N � G ≤ Aut(N). Если
n = 2, то s2−1

s−1 = s + 1 = q и s = 2, q = 3; противоречие. Так как n — простое
число, то {s, n} �= {2, 6}. Из теоремы IX.8.3 в [9] следует, что существует число
r, примитивное по отношению к паре {s, n}. Это означает, что r делит sn − 1
и не делит si − 1 для всех i = 1, 2, . . . , n − 1. В частности, r делит sn−1

s−1 = q.
Поэтому существует единственное примитивное число по отношению к паре
{s, n}, равное q.

Порядок цикла Зингера в PSLn(s) равен

sn − 1
(n, s− 1)(s− 1) =

q

(n, s− 1)

и является целым числом. Если (n, s−1) = n, то q = n, а значит, q не примитив-
но по отношению к паре {s, n}, что невозможно. Следовательно, (n, s− 1) = 1.
Так как порядок группы диагональных автоморфизмов группы PSLn(q) ра-
вен (n, s − 1), то она тривиальна. Поэтому группа G является раcщепляемым
расширением N (см., например, [10, предложение 2.2.3]). Теперь противоречие
получается, как в п. (2).

Итак, разрешимость группы G доказана. Так как в группе G единственная
минимальная нормальная подгруппа N и подгруппа Фраттини �(G) группы G
единична, то G — примитивная группа и G = N �M для некоторой максималь-
ной подгруппы M с единичным ядром. Пусть M1 — произвольная максималь-
ная подгруппа в M . По условию теоремы существует подгруппа A такая, что
M1 ⊆ A и |G : A| = a — простое число. Если AG = E, то подгруппы M и A
сопряжены между собой по теореме II.3.9 из [4]. Теперь |N | = |G : A| = a и G
сверхразрешима. Если AG �= E, то N ⊆ A и

a = |G : A| = |NM : A| = |NM : N(M ∩A)| = |M :M1|.

По теореме VI.9.5 из [4] подгруппа M сверхразрешима. Первое утверждение
доказано.

Проверим второе утверждение. Предположим, чтоM — максимальная под-
группа конечной группы G и фактор-группа G/F (G) сверхразрешима. Пусть
A = A/MG — не максимальная подгруппа группы G = G/MG. Так как G —
примитивная группа, то G = F (G) � M , M = M/MG и M сверхразрешима.
Если F (G)A �= G, то F (G)A/F (G) является собственной подгруппой сверхраз-
решимой группы G/F (G). По теореме VI.9.5 из [4] подгруппа F (G)A/F (G) со-
держится в подгруппе простого индекса. Поэтому и подгруппа A содержится в
подгруппе простого индекса группы G. Если F (G)A = G, то A — максимальная
подгруппа группы G; противоречие. Теорема доказана.

Пример. В группе SL(2, 3) силовская 2-подгруппа нормальна, а силовская
3-подгруппа не максимальна и не содержится ни в какой подгруппе простого
индекса.

Этот пример указывает на то, что существует группа, являющаяся расши-
рением нильпотентной группы с помощью сверхразрешимой, в которой имеется
не максимальная подгруппа, не содержащаяся ни в одной подгруппе простого
индекса.
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