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В теории конечных универсальных алгебр хорошо известна (см., к примеру,
[1–4]) роль псевдомногообразий, псевдоквазимногообразий и неявных операций
на подобных классах конечных алгебр. В работе [5] автором введены понятия
псевдоуниверсального класса конечных алгебр и неявных условных операций
на псевдоуниверсальных классах и получен ряд утверждений, которые либо
обобщают утверждения о псевдомногообразиях и неявных операциях на них,
либо аналогичны таковым. В настоящей работе подобные шаги предприняты
для ситуации, связанной с так называемыми позитивно-условными термами и
позитивно-условными многообразиями (см. [6, 7]).

Напомним введенные в [5] понятия позитивно-условного терма сигнатуры σ
и позитивно-условного многообразия. Под позитивным условием сигнатуры σ
будем понимать любую конечную совокупность равенств между стандартными
термами этой сигнатуры. Понятие позитивно-условного терма сигнатуры σ для
класса алгебр K этой сигнатуры определяется следующей индукцией:

1) любой стандартный терм сигнатуры σ является позитивно-условным;
2) если f(x1, . . . , xk) ∈ σ и t1(x̄), . . . , tk(x̄) — позитивно-условные термы для

K , то f(t1(x̄), . . . , tk(x̄)) — позитивно-условный терм для K ;
3) если P1(x̄), . . . ,Ps(x̄) — конечная совокупность позитивных условий,

t1(x̄), . . . , ts(x̄) — позитивно-условные термы для K и

K |= ∀x̄

(
s∨

ī=1

Pi(x̄)

)

, K |= ∀x̄(Pi(x̄)&Pj(x̄)→ ti(x̄) = tj(x̄))

для любых i, j ≤ s, то схема

(x̄) =






P1(x̄)→ t1(x̄)
. . . . . . . . . . . . .

Ps(x̄)→ ts(x̄)
(∗)
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также является позитивно-условным термом для K .
На любой алгебре A ∈ K любой позитивно-условный терм для K есте-

ственным образом определяет соответствующую позитивно-условно термаль-
ную функцию. При этом если t(x̄) определен по схеме (∗), то для любых ā, c ∈ A

A |= t(ā) = c⇐⇒ существует i ≤ s такой, что A |= Pi(ā)&ti(ā) = c.

Формальное равенство t1(x̄) = t2(x̄) двух позитивно-условных термов назы-
ваем позитивно-условным тождеством. Совокупность всех алгебр, на кото-
рых истинна совокупность позитивно-условных тождеств, называется позитив-
но-условным многообразием. В работе [5] доказано, что наименьшее позитивно-
условное многообразие, содержащее некоторый класс алгебр K , является пе-
ресечением квазимногообразия, порожденного классом K , и универсального
(т. е. аксиоматизируемого ∀-формулами) класса, порожденного классом K ,
иначе говоря, позитивно-условное многообразие, порожденное классом K , —
это наименьший абстрактный класс K ′ алгебр, включающий в себя K , за-
мкнутый относительно ультрапроизведений, подалгебр и гомоморфных обра-
зов разложимых в подпрямое произведение K ′-алгебр. Кроме того, в работе
[5] доказано, что если A1, . . . ,An — конечная совокупность конечных алгебр
и K = I ({A1, . . . ,An}) (т. е. совокупность всех алгебр, изоморфных алгеб-
рам A1, . . . ,An) является позитивно-условным многообразием, то совокупность
функций, коммутирующих с гомоморфизмами между K -алгебрами, есть сово-
купность позитивно-условно термальных функций для K .

Пусть K — абстрактный класс конечных алгебр, замкнутый относитель-
но подалгебр и гомоморфных образов разложимых в подпрямое произведение
K -алгебр. Подобный класс K назовем позитивно-условным пcевдомногообра-
зием. Для любого класса K через Kℵ0 будем обозначать класс всех конечных
K -алгебр. Очевидно, что для любого позитивно-условного многообразия M
класс Mℵ0 является позитивно-условным псевдомногообразием. Однако обрат-
ное (аналогично ситуации с псевдомногообразиями и псевдоквазимногообрази-
ями и в отличие от ситуации с псевдоуниверсальными классами) неверно. Как
показывает следующий пример, существуют позитивно-условные псевдомного-
образия K , для которых равенство K = Mℵ0 неверно ни для какого позитивно-
условного многообразия M . Действительно, пусть сигнатура σ состоит из од-
ной одноместной функции f и K — совокупность f -циклов простой длины.
Рассмотрим M — позитивно-условное многообразие, порожденное классом K .
Прежде всего очевидно, что K является позитивно-условным псевдомногообра-
зием. Так как M замкнуто относительно ультрапроизведений, то M содержит
алгебру A вида 〈Z;′ 〉, где Z — множество целых чисел и n′ = n+ 1 для любого
n ∈ Z. Пусть p1, p2 — два различных простых числа и Apif — цикл длины pi.
Тогда алгебра Ap1 × Ap2 как гомоморфный образ алгебры A , разложимый в
прямое произведение K -алгебр, входит в класс Mℵ0 \K и тем самым K 6= M ′

ℵ0

ни для какого позитивно-условного многообразия M ′.
Однако, как и для псевдоквазимногообразий и условных псевдомногообра-

зий, для позитивно-условных псевдомногообразий имеет место аналог теоремы
Эйленберга — Шутценберже о псевдомногообразиях. Для любой совокупности
φ = {ϕi | i ∈ I} позитивно-условных тождеств, где 〈I;≤〉 — некоторое на-
правленное вверх частично упорядоченное множество, будем говорить, что φ
финально истинно на алгебре A , если для некоторого k ∈ I на A истинны все
позитивно-условные тождества из совокупности φk = {ϕi | i ∈ I, i ≥ k}. Через



374 А. Г. Пинус

Modu φ обозначим класс всех алгебр, на которых финально истинна совокуп-
ность φ.

Теорема 1. Для любого позитивно-условного псевдомногообразия K су-
ществует совокупность позитивно-условных тождеств φ такая, что

K = (Modu φ)ℵ0 .

Доказательство. Пусть для некоторых множеств J1, J2 имеют место ра-
венства K = I{Ai | i ∈ J1} и σ = 〈fi | i ∈ J2〉, где σ — сигнатура класса K .
Через Pω(A) обозначим совокупность всех конечных подмножеств произволь-
ного множества A.

Для любого S ∈ Pω(J2) через σS обозначим сигнатуру 〈fi | i ∈ S〉, а че-
рез A S — обеднение алгебры A сигнатуры σ до сигнатуры σS . Для любого
натурального n и любого S ∈ P (J2) через Kn,S будем обозначать совокупность
представителей типов изоморфизма алгебр из совокупности

{
A S
i | i ∈ J1 и

|Ai| ≤ n
}
. Тогда, выбирая при данном n достаточно большое S, можно считать,

что Kn,S — конечная совокупность алгебр, замкнутая относительно подалгебр.
Пусть K ′

n,S — расширение совокупности Kn,S путем добавления к ней пред-
ставителей типов изоморфизма алгебр, являющихся гомоморфными образами
Kn,S-алгебр, разложимыми в подпрямое произведение Kn,S-алгебр. Очевид-
но, что K ′

n,S — конечная совокупность конечных алгебр и класс IK ′
n,S — аб-

страктный класс, замкнутый относительно подалгебр и гомоморфных образов,
разложимых в подпрямое произведение IK ′

n,S-алгебр.
В силу теоремы 1 из [5] класс IK ′

n,S является позитивно-условным многооб-
разием и, следовательно, найдется совокупность позитивно-условных тождеств
φn,S такая, что IK ′

n,S = Mod(φn,S). Пусть φn,S =
{
ψkn,S | k ∈ In,S

}
. Очевидно,

что для любых n,m ∈ ω, S1, S2 ∈ Pω(J2) из неравенств n ≤ m, S1 ⊆ S2 вытекает
отношение φn,S1 ` φm,S2 . Пусть

φ =
⋃

n∈ω, S∈P (J2)

φn,S =
{
ψkn,S | n ∈ ω, S ∈ Pω(J2), k ∈ In,S

}
.

Совокупность I = {〈k, n, S〉 | n ∈ ω, S ∈ Pω(J2), k ∈ In,S} упорядочим отно-
шением ≤ следующим образом: 〈k1, n1, S1〉 < 〈k2, n2, S2〉 тогда и только тогда,
когда n1 < n2 и S1 ⊆ S2 или n1 = n2 и S1 ⊂ S2. Покажем, что K = (Modu φ)ℵ0 .
Включение K ⊆ (Modu φ)ℵ0 очевидно. Пусть теперь A — конечная алгебра
такая, что для некоторых n ∈ ω, S ∈ Pω(J2), k ∈ In,S имеет место A |= ψrm,S′

для любых 〈r,m, S′〉 ∈ I таких, что 〈n, k, S〉 ≤ 〈r,m, S′〉. Тогда A ∈ IK ′
n,S′ для

любого S′ ⊇ S. Тем самым найдется алгебра Ai, где i ∈ J1, |Ai| ≤ n, и для
любого S′ ⊇ S найдется некоторый гомоморфизм ϕS′ алгебры A S

i на алгебру
A S , при этом алгебра A S разложима с помощью отображения ψS′ в подпрямое
произведение алгебр из Kn,S′ . Так как число отображений из A S

i на A конечно
и конечно число отображений из A в подпрямые произведения алгебр из Kn,S ,
то найдутся кофинальная в Pω(J2) совокупность B, а также некоторые фикси-
рованные отображение ϕ алгебры Ai на A и разложение ψ основного множества
алгебры A в подпрямое произведение основных множеств алгебр из Kn,S такие,
что для любого S ∈ B имеют место равенства ϕ = ϕS и ψ = ψS . Тем самым
алгебра A является гомоморфным образом алгебры Ai, разложимым в подпря-
мое произведение алгебр из K , т. е. A ∈ K , и равенство K = (Modu φ)ℵ0 , из
которого следует утверждение теоремы, доказано.
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Заметим также, что в случае конечности сигнатуры σ множество I (индекс-
ное множество для совокупности позитивно-условных тождеств φ) в формули-
ровке теоремы 1 может быть выбрано упорядоченным по типу ω. Действитель-
но, в этом случае в доказательстве теоремы 1 нет нужды рассматривать огра-
ничения сигнатуры σ до сигнатур σS , т. е. можно считать, что σS = σ. Тогда
классы K ′

n,S и Kn,S совпадают и состоят из конечного числа конечных алгебр.
В силу этого классы IKn,S являются конечно аксиоматизируемыми в логике
первого порядка. С другой стороны, классы IKn,S как позитивно-условные
многообразия аксиоматизируемы позитивно-условными тождествами, а значит,
конечным числом позитивно-условных тождеств в силу конечной аксиоматизи-
руемости этих классов. Теперь возможность упорядочить множество I по типу
ω очевидна.

Пусть K — некоторое позитивно-условное псевдомногообразие и n-местная
функция g(x1, . . . , xn) определена на каждой из K -алгебр, причем она комму-
тирует со всеми изоморфными вложениями K -алгебр друг в друга и со все-
ми гомоморфизмами K -алгебр на K -алгебры. Подобную функцию назовем
неявной позитивно-условной операцией на классе K . Формальное равенство
g1(x1, . . . , xn) = g2(x1, . . . , xn) двух неявных позитивно-условных операций на
классе K будем называть позитивно-условным псевдотождеством и будем го-
ворить, что это позитивно-условное псевдотождество выполнено на K -алгебре
A , если функции g1 и g2 на алгебре A совпадают. Для любой совокупности =
позитивно-условных псевдотождеств на классе K через ModK (=) обозначим
совокупность K -алгебр, на которых истинны позитивно-условные псевдотож-
дества из =.

Имеет место следующий аналог теоремы Райтермана о псевдотождествах
и теоремы 2 из [6] об условных псевдотождествах.

Теорема 2. Пусть K0 — некоторое фиксированное позитивно-условное
псевдомногообразие конечной сигнатуры и K ⊆ K0. Тогда K является пози-
тивно-условным псевдомногообразием тогда и только тогда, когда для некото-
рой совокупности позитивно-условных псевдотождеств = имеет место равенство
K = ModK0(=).

Доказательство следует идеям Хиггинса [3]. Пусть = — совокупность
всех позитивно-условных псевдотождеств на классе K0, которым удовлетворя-
ют все алгебры из класса K . Достаточно доказать, что K = ModK0(=). Пред-
положим противное: пусть A ∈ ModK0(=)\K . В силу утверждения теоремы 1
и замечания после нее о случае конечной сигнатуры найдется совокупность{
t1i = t2i | i ∈ ω

}
позитивно-условных тождеств такая, что конечная алгебра

B входит в K тогда и только тогда, когда для некоторого k ∈ ω имеет место
B |= t1i = t2i для любого i ∈ ω, не меньшего k. Так как A 6∈ K , существует
подпоследовательность r1 < r2 < · · · < rn < . . . такая, что для всех m ∈ ω

A 2 t1rm(x1, . . . , xnrm ) = t2rm(x1, . . . , xnrm ).

Для любого натурального k в силу конечности сигнатуры класса K0 су-
ществует лишь конечное число типов изоморфизма K0-алгебр мощности, не
превышающей k. Тем самым в последовательности rm можно выделить подпо-
следовательность jm (m ∈ ω) такую, что для любого натурального числа k и
любой алгебры B ∈ K такой, что |B| ≤ k, на B истинны позитивно-условные
тождества

t1jm(x1, . . . , xnjm ) = t2jm(x1, . . . , xnjm )
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при m ≥ k.
Пусть |A | = n. Так как

A 2 t1jm(x1, . . . , xnjm ) = t2jm(x1, . . . , xnjm ),

найдется некоторое логическое следствие позитивно-условного тождества
t1jm = t2jm — позитивно-условное тождество h1

jm(x1, . . . , xn) = h2
jm(x1, . . . , xn)

от n переменных такое, что

A 2 h1
jm(x1, . . . , xn) = h2

jm(x1, . . . , xn)

для любого m ∈ ω. При этом для любого натурального k и любой алгебры
B ∈ K такой, что |B| ≤ k,

B |= h1
jm(x1, . . . , xn) = h2

jm(x1, . . . , xn)

при m ≥ k.
Два позитивно-условных тождества t1 = t2 и h1 = g2 назовем k-экви-

валентными (k — некоторое натуральное число), если на любой K0-алгебре
B мощности, не превышающей k, совпадают позитивно-условно термальные
функции, определяемые позитивно-условными термами t1, h1 и t2, h2 соот-
ветственно. Таким образом, для любого k и любой бесконечной совокупно-
сти позитивно-условных тождеств T от n переменных хотя бы один из классов
k-эквивалентности на T бесконечен. На основе этого индукцией по k ∈ ω вы-
бираем подпоследовательность l1 < l2 < · · · < ln < . . . последовательности
j1 < j2 < · · · < jn < . . . такую, что для любого натурального k позитивно-
условные тождества h1

l1
= h2

l2
, . . . , h1

lk
= h2

lk
k-эквивалентны.

На K0-алгебрах следующим образом определим неявные позитивно-услов-
ные операции g1(x1, . . . , xn) и g2(x1, . . . , xn): если B ∈ K0 и |B| ≤ k для некото-
рого k, то g1(x1, . . . , xn) является позитивно-условно термальной функцией на
B, определяемой на B позитивно-условным термом h1

lk
. Аналогично с помо-

щью позитивно-условного терма h2
lk

на B определяется операция g2(x1, . . . , xn).
В силу выбора последовательности l1 < l2 < · · · < ln < . . . операции g1 и
g2 являются неявными позитивно-условными на K0, при этом на K -алгебрах
истинно позитивно-условное псевдотождество

g1(x1, . . . , xn) = g2(x1, . . . , xn),

так как если B ∈ K и |B| ≤ k, то

B |= g1(x1, . . . , xn) = h1
lk(x1, . . . , xn),

B |= g2(x1, . . . , xn) = h2
lk(x1, . . . , xn),

B |= h1
lk(x1, . . . , xn) = h2

lk(x1, . . . , xn),

т. е. позитивно-условное псевдотождество g1 = g2 входит в совокупность =.
Поскольку |A | = n и

A 2 h1
ln(x1, . . . , xn) = h2

ln(x1, . . . , xn),

то
A 2 g1(x1, . . . , xn) = g2(x1, . . . , xn).

Полученное противоречие и доказывает равенство K = ModK0(=). Теорема
доказана.



Позитивно-условные псевдомногообразия 377

Позитивно-условное многообразие K назовем конечным, если K = I(K ′)
для некоторой конечной совокупности конечных алгебр K ′. Как замечено вы-
ше, в работе [5] доказано, что любая неявная позитивно-условная операция на
конечном позитивно-условном многообразии является позитивно-условно тер-
мальной. Так как любое позитивно-условное псевдомногообразие K конечной
сигнатуры аппроксимируется конечными позитивно-условными многообразия-
ми Kn (n ∈ ω), то на любом позитивно-условном псевдомногообразии конечной
сигнатуры любая неявная позитивно-условная операция g аппроксимируется
позитивно-условно термальными функциями. Иначе говоря, для любого подоб-
ного K , для любой подобной g и любой A ∈ K существует позитивно-условно
термальная на A функция h такая, что h совпадает с g на алгебре A .

Это, как и в случае с псевдомногообразиями и условными псевдомного-
образиями, дает основание ввести некоторую естественную метрику на сово-
купности неявных позитивно-условных операций на любом позитивно-условном
псевдомногообразии K так, что совокупность позитивно-условно термальных
функций на K оказывается плотным подмножеством в соответствующем мет-
рическом пространстве неявных позитивно-условных операций на K .

Для произвольных неявных позитивно-условных операций g(x1, . . . , xm),
h(x1, . . . , xm) на фиксированном позитивно-условном псевдомногообразии K
определим функцию d(g, h) = min{n ∈ ω | в классе Kn существует алгебра
A , на которой операции g и h не совпадают}.

Полагаем %(g, h) = 2−d(g,h). Очевидно, что совокупность PCIOm
K m-мест-

ных неявных позитивно-условных операций на классе K , наделенная метри-
кой %, является метрическим пространством. В силу замеченного выше сово-
купность PCTm

K m-местных позитивно-условно термальных функций на алгеб-
рах класса K является плотным подмножеством в метрическом пространстве
PCIOm

K . При этом если K — конечное позитивно-условное псевдомногообра-
зие, то PCTm

K = PCIOm
K .

На совокупности PCIOm
K естественным образом можно определить функ-

ции сигнатуры σ. Пусть f(x1, . . . , xn) ∈ σ и g1, . . . , gk ∈ PCIOm
K . Тогда, опре-

деляя на любой K -алгебре A для любых элементов a1, . . . , am из A значение
операции f(g1, . . . , gk) как

f(g1, . . . , gk)(a1, . . . , am) = f(g1(a1, . . . , am), . . . , gk(a1, . . . , am)),

очевидным образом получаем, что операция f(g1, . . . , gk) является неявной по-
зитивно-условной операцией на классе K . Подобным образом определенную
σ-алгебру 〈PCIOm

K ;σ〉 обозначим через PCJOm
K и назовем алгеброй неявных

позитивно-условных операций на позитивно-условном псевдомногообразии K .
Для любой алгебры A ∈ K через PC=mA обозначим σ-алгебру PCJOm

K (A ),
где K (A ) — позитивно-условное псевдомногообразие, порожденное алгеброй
A . При этом алгебра PC=mA — это на самом деле σ-алгебра позитивно-условно
термальных функций на алгебре A , наделенная дискретной топологией. Так
же, как в работе [5] для алгебр m-местных неявных условных операций на псев-
доуниверсальных классах, без труда замечается справедливость следующего
утверждения.

Теорема 3. Алгебра m-местных неявных позитивно-условных операций
PCJOm

K на любом позитивно-условном псевдомногообразии K конечной сиг-
натуры разложима в подпрямое произведение алгебр PC=mAi

m-местных пози-
тивно-условно термальных функций на алгебрах Ai (где {Ai | i ∈ I} — пред-
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ставители типов изоморфизма K -алгебр). При этом алгебра PCJOm
K — ха-

усдорфова компактная вполне несвязная топологическая σ-алгебра. Алгебра
же PC=mK m-местных позитивно-условно термальных функций на классе K
является плотной подалгеброй алгебры PCJOm

K , а последняя — пополнением
алгебры PC=mK .

Отметим еще одну форму связи неявных позитивно-условных операций
на позитивно-условных псевдомногообразиях с позитивно-условно термальны-
ми функциями. Напомним, что, как замечено в [7], любой позитивно-условный
терм на классе K сигнатуры σ эквивалентен позитивно-условному терму в нор-
мальной форме, т. е. имеющему вид

t(x1, . . . , xm) =






P1(x1, . . . , xm)→ t1(x1, . . . , xm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pk(x1, . . . , xm)→ tk(x1, . . . , xm),

где k — некоторое натуральное число, ti(x1, . . . , xm) — стандартные термы сиг-
натуры σ, а Pi(x1, . . . , xm) — позитивные условия, т. е. конечные системы
равенств между термами сигнатуры σ, при этом

K |= ∀x1, . . . , xm

(
k∨

i=1

Pi(x1, . . . , xm)

)

,

а для i 6= j

K |= ∀x1, . . . , xm(Pi(x1, . . . , xm) & Pj(x1, . . . , xm)
→ ti(x1, . . . , xm) = tj(x1, . . . , xm)).

Пусть K m
n — подкласс класса K , состоящий изm-порожденных K -алгебр,

мощность которых не превышает n (m,n ∈ ω). Пусть
{
A n

1 , . . . ,A
n
ln

}
— пред-

ставители типов изоморфизма алгебр из K m
n \

⋃
j<n

K m
j с фиксированными (с

точностью до их позитивных бескванторных типов в алгебрах Ai) порождаю-
щими. Пусть Pr

i (x1, . . . , xm) — позитивная диаграмма алгебры A r
i при интер-

претации переменных x1, . . . , xm порождающими соответствующих алгебр A r
i .

Пусть tri (x1, . . . , xm) — терм сигнатуры σ такой, что

A r
i |= g(a1, . . . , am) = tri (a1, . . . , am),

где a1, . . . , am — порождающие алгебры A r
i такие, что A r

i |= Pr
i (a1, . . . , am).

Рассмотрим следующую бесконечную схему, подобную определению пози-
тивно-условного терма:

t(x1, . . . , xm) =






P1
1 (x1, . . . , xm)→ t11(x1, . . . , xm)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pn
1 (x1, . . . , xm)→ tn1 (x1, . . . , xm)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Pn
ln

(x1, . . . , xm)→ tnln(x1, . . . , xm)

Pn+1
1 (x1, . . . , xm)→ tn+1

1 (x1, . . . , xm)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
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Подобную схему назовем бесконечно позитивно-условным термом на классе
K . В силу коммутируемости неявных позитивно-условных операций с гомо-
морфизмами между K -алгебрами и замкнутости позитивно-условного много-
образия относительно перехода к подалгебрам имеет место

K |= ∀x1, . . . , xm
( ∨

r∈ω
j≤lr

Pr
j (x1, . . . , xm)

)

,

и для любых r1, r2 ∈ ω и j1 ≤ lr1 , j2 ≤ lr2
K |= ∀x1, . . . , xm

(
Pr1

j1
(x1, . . . , xm)&Pr2

j2
(x1, . . . , xm)

→ tr1j1 (x1, . . . , xm) = tr2j2 (x1, . . . , xm)
)
.

Естественным образом с помощью этого бесконечного позитивно-условного тер-
ма t(x1, . . . , xm) на K -алгебрах определим операцию t(x1, . . . , xm): для любой
A ∈ K и любых b1, . . . , bm, c ∈ A

A |= t(b1, . . . , bm) = c⇐⇒ A |= Pn
j (b1, . . . , bm)& tnj (b1, . . . , bm) = c.

В силу замеченного выше определение операции t корректно и операция
t, определенная на K -алгебрах подобным образом, совпадает с исходной неяв-
ной позитивно-условной операцией g на K . При этом если K — равномерно
локально конечное (в частности, конечное) позитивно-условное псевдомного-
образие (т. е. существует функция h : ω → ω такая, что мощность любой
n-порожденной K -алгебры не превышает числа h(n)), то терм t(x1, . . . , xm)
является обычным позитивно-условным термом (состоит из конечного числа
строк). Тем самым имеет место следующее

Утверждение 1. Неявные позитивно-условные операции на позитивно-
условных псевдомногообразиях K конечной сигнатуры определимы бесконеч-
ными позитивно-условными термами на K , а в случае равномерной локальной
конечности K — позитивно-условными термами на K .

Представляется естественным вопрос об определимости позитивно-услов-
ных псевдомногообразий конечной системой позитивно-условных псевдотож-
деств.

Пусть Kσ — класс всех конечных алгебр сигнатуры σ и K — некоторое
позитивно-условное псевдомногообразие этой же сигнатуры. Как и в работе [6],
класс K назовем n-локальным для некоторого натурального n, если любая σ-
алгебра, все n-порожденные подалгебры которой суть K -алгебры, сама входит
в K .

Теорема 4. Для любой конечной сигнатуры σ если позитивно-условное
псевдомногообразие K ⊆ Kσ таково, что единственный гомоморфный образ
алгебр из Kσ \ K , входящий в K , — это одноэлементная алгебра и K за-
мкнут относительно гомоморфных образов, то K определимо внутри Kσ ко-
нечной системой позитивно-условных псевдотождеств тогда и только тогда,
когда K является n-локальным для некоторого натурального n. Более то-
го, любое n-локальное позитивно-условное псевдомногообразие K определи-
мо внутри Kσ некоторым одним позитивно-условным псевдотождеством вида
g(x1, . . . , xn, xn+1, xn+2) = xn+1.

Доказательство. Пусть K — n-локальное позитивно-условное псевдо-
многообразие и

〈
A1, a1

1, . . . , a
1
n

〉
, . . . ,

〈
Am, am1 , . . . , a

m
n

〉
, . . . — перечисление всех
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n-порожденных K -алгебр вместе с наборами их порождающих, включающих
не более n элементов, а

〈
B1, b11, . . . , b

1
n

〉
, . . . ,

〈
Bm, bm1 , . . . , b

m
n

〉
, . . . — перечисле-

ние всех n-порожденных (Kσ \K )-алгебр вместе с наборами их порождающих,
включающих не более n элементов.

Пусть P〈Am,am1 ,...,amn 〉(x1, . . . , xn) — позитивная диаграмма алгебры Am та-
кая, что

Am |= P〈Am,am1 ,...,amn 〉
(
am1 , . . . , a

m
n

)
.

Аналогично определяется формула P〈Bm,bm1 ,...,bmn 〉(x1, . . . , xn). Рассмотрим бес-
конечный позитивно-условный терм на Kσ:

t(x1, . . . , xn, xn+1, xn+2) =






P〈A1,a1
1,...,a

1
n〉(x1, . . . , xn)→ xn+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P〈Am,am1 ,...,amn 〉(x1, . . . , xn)→ xn+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P〈B1,b11,...,b
1
n〉(x1, . . . , xn)→ xn+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

P〈Bm,bm1 ,...,bmn 〉(x1, . . . , xn)→ xn+2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

В силу того, что единственный гомоморфный образ алгебр из Kσ \K —
это одноэлементная алгебра и K замкнут относительно гомоморфных образов,
схема t действительно определяет бесконечный позитивно-условный терм на
классе Kσ.

Пусть g(x1, . . . , xn, xn+1, xn+2) — неявная позитивно-условная операция, оп-
ределенная на Kσ-алгебрах бесконечно позитивно-условным термом t. Тогда
очевидно, что позитивно-условное псевдотождество g(x1, . . . , xn, xn+1, xn+2) =
xn+1 определяет позитивно-условное псевдомногообразие K внутри класса Kσ.

Обратное, т. е. n-локальность позитивно-условного псевдомногообразия,
определяемого внутри класса Kσ некоторой конечной системой позитивно-ус-
ловных псевдотождеств, очевидно в силу того, что в этой системе фигурирует
лишь конечное число переменных.

Хорошо известны понятие рациональной эквивалентности многообразий и
теорема А. И. Мальцева о рационально эквивалентных многообразиях. По
аналогии в работе [8] введено понятие условной рациональной эквивалентно-
сти универсальных классов и доказан категорный критерий этой эквивалентно-
сти. В работе [6] аналогичные вопросы рассмотрены для псевдоуниверсальных
классов универсальных алгебр. Рассмотрим эту же ситуацию для позитивно-
условных псевдомногообразий.

Два позитивно-условных псевдомногообразия K1 и K2 сигнатур σ1 и σ2
соответственно назовем неявно позитивно-условно эквивалентными, если су-
ществуют отображения F1 (F2) сигнатурных символов операций из σ1 (σ2) в
совокупности неявных позитивно-условных операций на K2 (K1) такие, что
F1(f) (F2(F )) для n-арного символа f ∈ σ1 (σ2) есть n-арная неявная позитивно-
условная операция на K2 (K1). При этом

1) для любой K1-алгебры A = 〈A;σ1〉 алгебра F2(A ) = 〈A;σ2〉 принадле-
жит классу K2, здесь σ2 — операции алгебры F2(A ) — определены как соот-
ветствующие F2(σ2)-неявные позитивно-условные операции алгебры A ;

2) для любой K2-алгебры A = 〈A;σ2〉 алгебра F1(A ) = 〈A;σ1〉 принадле-
жит классу K1;



Позитивно-условные псевдомногообразия 381

3) для любой K1-алгебры A = 〈A;σ1〉 имеет место равенство F1(F2(A )) =
A ;

4) для любой K2-алгебры A = 〈A;σ2〉 имеет место равенство F2(F1(A )) =
A .

Как обычно, под категорией
−→
K класса универсальных алгебр K понимаем

категорию, объектами которой являются K -алгебры, а морфизмами — гомо-
морфизмы одной K -алгебры в другую.

Классы алгебр K1 и K2 называются категорно эквивалентными тогда и
только тогда, когда эквивалентны их категории

−→
K1 и

−→
K2, иначе говоря, когда

существует изоморфизм G категории
−→
K1 на категорию

−→
K2, коммутирующий со

стирающими функторами этих категорий, т. е. такой, что

SK2 ·G = SK1 .

Здесь SK — стирающий функтор из категории
−→
K в категорию множеств.

В силу определения неявной позитивно-условной эквивалентности очевид-
но, что любые неявно позитивно-условно эквивалентные позитивно-условные
псевдомногообразия будут категорно эквивалентными. С другой стороны, из
определения неявных позитивно-условных операций как любых операций, ком-
мутирующих с гомоморфизмами между алгебрами позитивно-условного псев-
домногообразия, столь же очевидно обратное.

Пусть, как и выше, для любого класса алгебр K и любого натурального n

Kn = {A ∈ K | |A | ≤ n}.

Два позитивно-условных псевдомногообразия K1 и K2 назовем аппрокси-
мационно позитивно-условно эквивалентными, если для любого n ∈ ω суще-
ствуют отображения Fn

1 (Fn
2 ) сигнатурных символов операций σ1 (σ2) в сово-

купности PCT (σ2) (PCT (σ1)) такие, что для m-арного символа f ∈ σ1 (σ2),
Fn

1 (f) (Fn
2 (f)) есть m-арный позитивно-условный терм сигнатуры σ2 (σ1). При

этом
1) для любой (K1)n-алгебры A = 〈A;σ1〉 алгебра Fn

2 (A ) = 〈A;σ2〉 принад-
лежит классу (K2)n;

2) для любой A = 〈A;σ2〉 ∈ (K2)n алгебра Fn
1 (A ) = 〈A;σ1〉 входит в (K1)n;

3) для любой A ∈ (K1)n имеет место равенство A = Fn
1 (Fn

2 (A ));
4) для любой A ∈ (K2)n имеет место равенство A = Fn

2 (Fn
1 (A )).

Ввиду отмеченной выше аппроксимации неявных позитивно-условных опе-
раций на позитивно-условных псевдомногообразиях конечной сигнатуры пози-
тивно-условными термами очевидна связь между категорной эквивалентностью
и аппроксимационной позитивно-условной эквивалентностью подобных классов
алгебр. Таким образом, имеет место

Утверждение 2. Для любых позитивно-условных псевдомногообразий
K1 и K2 следующие условия эквивалентны:

1) K1 и K2 категорно эквивалентны,
2) K1 и K2 неявно позитивно-условно эквивалентны.

Если сигнатуры классов K1 и K2 конечны, то условиям 1 и 2 эквивалентно и
условие:

3) K1 и K2 аппроксимационно позитивно-условно эквивалентны.
В силу же определимости неявных позитивно-условных операций на равно-

мерно локально конечных позитивно-условных псевдомногообразиях конечной
сигнатуры позитивно-условными термами имеет место



382 А. Г. Пинус

Следствие 1. Для любых равномерно локально конечных позитивно-ус-
ловных псевдомногообразий K1 и K2 конечных сигнатур следующие условия
эквивалентны:

1) K1 и K2 категорно эквивалентны,
2) K1 и K2 позитивно-условно эквивалентны.
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