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ПОЛНОТА ПРОСТРАНСТВА

СЕПАРАБЕЛЬНЫХ МЕР В МЕТРИКЕ

КАНТОРОВИЧА ––– РУБИНШТЕЙНА
А. С. Кравченко

Аннотация: Рассматривается пространство сепарабельных мерM(X), определен-
ных на борелевской σ-алгебре B(X) метрического пространства X. Пространство
M(X) метризуется расстоянием Канторовича — Рубинштейна, известным также
как «расстояние Хатчинсона» (см. [1]). Доказывается теорема о том, что простран-
ство M(X) полно в том и только том случае, если полно пространство X. Рассмот-
рены приложения этой теоремы в теории самоподобных фракталов.

Ключевые слова: фракталы, самоподобные множества, инвариантные меры, се-
парабельные меры, метрика Канторовича — Рубинштейна, расстояние Хатчинсона.

1. Введение. В работе [2] Хатчинсон, вводя понятие инвариантной меры
для конечной системы сжимающих подобий, рассматривает метрическое про-
странство (X, ρ) и пространство Mloc(X) мер ν на X с ограниченным носителем,
нормированных условием ν(X) = 1, в котором вводится метрика [2, 4.3(1)]

H(ν, µ) = sup
∣∣∣∣

∫

X

f dν −
∫

X

f dµ

∣∣∣∣, (1)

где супремум берется по всем функциям f из пространства

lip1(X) = {f : X → R : |f(x)− f(y)| ≤ ρ(x, y) для всех x, y ∈ X}.

Эта метрика, названная в [1] «расстоянием Хатчинсона», была введена в 50-х гг.
в работах Л. В. Канторовича и Г. Ш. Рубинштейна (см. [3, гл. 4, § 4]).

При доказательстве теоремы о существовании инвариантной меры на само-
подобном множестве в [2, 4.4(1)] используется теорема Банаха о неподвижной
точке, но отсутствует доказательство полноты рассматриваемого пространства
мер Mloc(X). В случае компактного X пространство Mloc(X) является ком-
пактным (см. [3, гл. 8, § 4]) и, следовательно, полным. Однако в общем случае
справедливо

Утверждение 1.1. Если пространство X неограниченное, то простран-
ство Mloc(X) не полно.

Действительно, выбирая последовательность точек xk ∈ X, для которой
ρ(x0, xk) ≤ k и ρ(x0, xk)→∞ при k →∞, и используя меру Дирака δx (см. п. 2),

можем определить последовательность мер νn = 2−nδx0 +
n∑

k=1
2−kδxk , фундамен-

тальную в Mloc(X), но не имеющую предела в этом пространстве.
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Пробел в доказательстве теоремы Хатчинсона отмечен в [1], где для случая
X = Rn дано новое доказательство этой теоремы с использованием простран-
ства M(X) мер ν, удовлетворяющих условиям ν(X) = 1 и

∫

X

ρ(x0, x) dν <∞ для

некоторой точки x0 ∈ X, наделенного метрикой (1). Там же была установлена
полнота пространства M(X) для частного случая X = Rn. В п. 4 мы дока-
зываем основной результат (теорема 4.2) об эквивалентности свойств полноты
пространства M(X) и полноты пространства X в общем случае. Приложение
этой теоремы к самоподобным фракталам (п. 5) не только полностью снимает
вопрос о корректности теоремы Хатчинсона в общем случае, но и распростра-
няет ее на случай счетных систем сжимающих отображений. Это позволяет
рассматривать аттрактор (счетной) системы сжимающих подобий в банаховом
пространстве как носитель инвариантной меры без априорного требования его
компактности.

2. Основные понятия. Пусть (X, ρ) — метрическое пространство и
Cb(X) — пространство всех непрерывных ограниченных функций f : X → R
с нормой ‖f‖∞ = sup

x∈X
|f(x)|. При этом число

Lip f = sup
{∣∣∣∣
f(x)− f(y)
ρ(x, y)

∣∣∣∣ : x 6= y, x, y ∈ X
}

называем константой липшицевости функции f , и если оно конечно, то функ-
цию f называем липшицевой. Пространства всех вещественных липшицевых
функций, ограниченных липшицевых функций и функций с константой липши-
цевости < α на X обозначаются соответственно через lip(X), lip◦(X) и lipα(X).
Введем обозначения: diam(A) = sup{ρ(x, y) : x, y ∈ A} ∈ [0,+∞] — диаметр
множества A ⊂ X, ρ(x,A) = inf

y∈A
ρ(x, y) — расстояние от точки x ∈ X до мно-

жества A. Носителем вещественной функции f : X → [0,+∞) называется
множество spt f = {x ∈ X : f(x) > 0}.

Будем писать αn ↓ α0 (или αn ↑ α0) для монотонно убывающей (соответ-
ственно возрастающей) числовой последовательности {αn}, сходящейся к α0.
Аналогично будем писать fn ↓ f0 (или fn ↑ f0) на множестве X, если последо-
вательность вещественных функций {fn}, определенных на X, убывает (соот-
ветственно возрастает) и поточечно сходится к функции f0 всюду на X.

Под мерой ν на X мы понимаем вещественную неотрицательную счетно-
аддитивную функцию множества, заданную на σ-алгебре B(X) всех борелев-
ских подмножеств пространства X и удовлетворяющую равенству ν(∅) = 0.
Меру δx(A) = {1 при x ∈ A; 0 при x 6∈ A} называем мерой Дирака в точке
x ∈ X (см. [4, 10.9.4(1)]). Мера µ на X, удовлетворяющая условию µ(X) < +∞,
называется конечной. Носитель меры µ есть множество sptµ = X \ ∪{A ⊂ X :
A открыто и µ(A) = 0}. Множество A ⊂ X называется сепарабельным, если оно
содержится в замыкании своего не более чем счетного подмножества. Следуя
[5, гл. 1, § 1.], мы называем меру µ сепарабельной, если существует борелевское
сепарабельное множество A ⊂ X такое, что µ(X \ A) = 0. Известно [6, 2.2.16],
что носитель конечной меры всегда является сепарабельным множеством и по-
этому для конечных мер условие µ(X \ sptµ) = 0 равносильно сепарабельности
меры µ.

Семейство конечных мер � называется плотным (см. [5, гл. 1, § 1]), если для
любого ε > 0 найдется такое компактное множествоK, что ν(X\K) < ε для всех
мер ν ∈ �, и соответственно конечная мера называется плотной, если плотно
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семейство, состоящее только из этой меры. Конечная плотная мера однозначно
определяется значениями интеграла на функциях f ∈ lip◦(X) (см. [5, гл. 1, § 1,
теорема 1.3]). Отметим, что в полном метрическом пространстве X свойства
плотности и сепарабельности меры эквивалентны (см. [5, добавление III]). Мы
будем рассматривать только сепарабельные меры, не касаясь так называемой
проблемы меры (см. [5, добавление III] или [6, 2.1.6]). Каждая конечная мера на
X порождает линейный функционал µ(f) =

∫

X

f dµ на пространстве E(X,µ) всех

вещественных µ-суммируемых функций. Для метрического пространства X
мы, следуя [1, с. 159], рассматриваем пространство M(X) всех сепарабельных
мер µ таких, что µ(X) = 1 и µ(f) < +∞ для любой функции f ∈ lip(X).
Заметим, что в общем случае Mloc(X) ⊂ M (X), где M (X) — пространство
мер, введенное в [1, с. 160] без требования их сепарабельности. Кроме того,
M(X) ⊂M (X). Каждой точке a ∈ X сопоставляется функция φa(x) = ρ(a, x),
принадлежащая пространству lip(X).

Утверждение 2.1. Сепарабельная мера µ на метрическом пространст-
ве (X, ρ), удовлетворяющая условию µ(X) = 1, принадлежит пространст-
ву M(X) тогда и только тогда, когда существует точка a ∈ X такая, что
µ(φa) < +∞.

Доказательство. Если µ ∈M(X), то φa ∈ lip(X) для любой точки a ∈ X
и, следовательно, µ(φa) < +∞. Если имеется точка a ∈ X такая, что µ(φa) <
+∞, то для любой функции f ∈ lip(X) выполняется оценка f(x) ≤ f(a) +
(Lip f) · ρ(a, x) = f(a)+ (Lip f) ·φa(x), из которой следует требуемая оценка для
интеграла: µ(f) ≤ f(a) + (Lip f) · µ(φa) < +∞. �

3. Метризация пространства мер. Расстояние H(µ, ν) между мера-
ми µ, ν определяется формулой (1), где супремум берется по всем функциям
f ∈ lip1(X), и является ограничением на M(X) метрики H(µ, ν), рассмотренной
в [1] на формально более широком пространстве M (X). Заметим, что при про-
верке аксиом метрики для H(µ, ν) в [1, теорема 1, с. 161] свойство полноты мет-
рического пространства X не использовалось. Мы говорим, что последователь-
ность конечных мер µk слабо сходится к конечной мере µ, если µk(f) → µ(f)
при k → ∞ для любой функции f ∈ Cb(X), и в этом случае пишем µk ⇒ µ.
Семейство множеств вида {µ ∈M(X) : |µ(fj)−ν(fj)| < ε; j = 1, . . . , k} при про-
извольных ε > 0 и любых конечных наборах f1, . . . , fk функций из Cb(X) задает
систему базисных окрестностей для каждой точки ν ∈ M(X), порождающую
топологию слабой сходимости, которую будем обозначать через W .

Последовательность мер {νn}∞n=1 называется слабо фундаментальной, ес-
ли для любой функции f ∈ Cb(X) фундаментальна последовательность νn(f).
Множество мер � называется слабо полным, если любая слабо фундаменталь-
ная последовательность мер {νn} из этого множества слабо сходится к некото-
рой мере из �.

Теорема 3.1. Для любого метрического пространства X топология T
в пространстве мер M(X), порожденная метрикой H(µ, ν), совпадает с тополо-
гией слабой сходимости W тогда и только тогда, когда diamX <∞. При этом
если diam(X) =∞, то топология T строго сильнее топологии W .

Доказательству этой теоремы предпошлем несколько вспомогательных
утверждений.
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Лемма 3.2. Для любой функции f ∈ Cb(X) существует последователь-
ность {ϕn} функций из lip◦(X) такая, что ϕn ↓ f на X.

Доказательство. Пусть f ∈ Cb(X) и ||f ||∞ = m < +∞.
Для n = 1, 2, . . . каждая из непрерывных функций

ϕn(x) = sup{f(t)− nρ(x, t) : t ∈ X}
ограничена на X, так как −m ≤ f(x) ≤ ϕn(x) ≤ sup{f(t) : t ∈ X} = m. Из нера-
венства (f(t)−n · ρ(x1, t))−n · ρ(x1, x2) ≤ f(t)−n · ρ(x2, t) ≤ ϕn(x2) следует, что
ϕn(x1)−ϕn(x2) ≤ n ·ρ(x1, x2) при любых x1, x2 ∈ X. Следовательно, Lipϕn ≤ n
и ϕn ∈ lip◦(X). Неравенство ϕn+1(x) ≤ ϕn(x) вытекает непосредственно из
определения функций ϕn(x). При любом фиксированном x ∈ X для произ-
вольного ε > 0 имеется δ = δ(ε) > 0 такое, что |f(x) − f(t)| < ε, как только
ρ(x, t) < δ. Так как при любом n > 2m/δ и ρ(x, t) ≥ δ выполняется неравенство
(f(t)− f(x))− n · ρ(x, t) ≤ 0, оценка

0 ≤ ϕn(x)− f(x) = sup{(f(t)− f(x))− n · ρ(x, t) : ρ(x, t) < δ} ≤ ε
выполняется при всех достаточно больших n. Следовательно,

f(x) = lim
n→∞

ϕn(x). �

Замечание. Аналогичное утверждение для полунепрерывных функций
на ограниченных множествах в Rn было доказано Хаусдорфом (1919 г.), см. [7,
теорема II.5].

Пусть V — векторная решетка. Линейный функционал F : V → R называ-
ется секвенциально o-непрерывным или секвенциально порядково непрерывным,
если для любой монотонно убывающей последовательности un элементов V та-
кой, что inf un = 0, выполняется F (un)→ 0 при n→∞. Примером секвенциаль-
но o-непрерывного функционала является интеграл по произвольной конечной
мере µ на X.

Лемма 3.3. Пусть V — векторная решетка и V0 такое подмножество V , что
для любого элемента v ∈ V найдется убывающая последовательность элемен-
тов uk ∈ V0, k = 1, 2, . . . , такая, что inf uk = v. Если последовательность линей-
ных секвенциально o-непрерывных положительных функционалов Fn : V → R,
n = 0, 1, . . . , поточечно сходится к F0 на множестве V0, то последовательность
{Fn} поточечно сходится к F0 и на всем V .

Доказательство. Выберем произвольный элемент v ∈ V и произволь-
ное ε > 0. По условию найдется убывающая последовательность элементов
uk ∈ V0, для которой inf uk = v. Выберем k = k(ε) такое, что |F (uk)−F (v)| < ε,
и N = N(ε) такое, что для n > N выполняется |Fn(uk)− F (uk)| < ε. Тогда

Fn(v) ≤ Fn(uk) < F (uk) + ε < F (v) + 2ε.

Переходя к lim sup при n → ∞, получим lim supFn(v) ≤ F (v) + 2ε. В силу
произвольности выбора ε имеем lim supFn(v) ≤ F (v). Применив аналогичные
рассуждения к элементу (−v), получим lim inf Fn(v) ≥ F (v), откуда следует, что
limFn(v) = F (v). �

Следствие 3.4. Пусть последовательность конечных мер {µn} и конечная
мера µ таковы, что для любой функции f ∈ lip◦(X) выполняется µn(f)→ µ(f).
Тогда µn ⇒ µ.

Доказательство. Положим V = Cb(X) и V0 = lip◦(X) ⊂ V . Тогда ре-
зультат следствия непосредственно вытекает из лемм 3.2 и 3.3. �
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Следствие 3.5. Топология T , порождаемая метрикой H в пространстве
M(X), не слабее топологии W .

Доказательство. Из следствия 3.4 вытекает, что любая сходящаяся
в метрике H последовательность мер из M(X) сходится в слабой топологии. �

Лемма 3.6. Если пространство X ограничено, то любая слабо сходящаяся
последовательность мер из M(X) сходится в метрике H.

Доказательство. Пусть X ограничено. Рассмотрим произвольную слабо
сходящуюся последовательность сепарабельных мер νn ⇒ ν0 (n = 1, 2, . . . ).

Пусть X̃ — пополнение множества X. Семейство множеств D = {A ⊂ X̃ :
A∩X ∈ B(X)}— σ-алгебра. Это непосредственно следует из того, что семейство
борелевских множеств B(X) является σ-алгеброй. Если множество V открыто
в X̃, то V ∩X открыто в X, следовательно, V ∩X ∈ B(X) и V ∈ D . Так как
B(X̃) — минимальная σ-алгебра, содержащая все открытые в X̃ множества, то
B(X̃) ⊂ D , или, иными словами, {A∩X : A ∈ B(X̃)} ⊆ B(X). Таким образом,
каждая сепарабельная мера νn : B(X)→ [0,+∞) порождает сепарабельную ме-
ру ν̃n : B(X̃)→ [0,+∞), определяемую формулой ν̃n(A) = νn(A∩X) (все необхо-
димые свойства ν̃n непосредственно вытекают из аналогичных свойств меры ν).

Для любой функции f ∈ Cb(X̃) имеем

ν̃n(f) = νn(f |X)→ ν0(f |X) = ν̃0(f),

т. е. ν̃n ⇒ ν̃0. Следовательно, семейство � = {ν̃n}∞n=0 компактно в топологии
слабой сходимости. Зафиксируем ε > 0. По обратной теореме Прохорова [5,
гл. 1, § 6, теорема 6.2] семейство � является плотным, т. е. найдется компактное
множество K ⊂ X̃ такое, что ν̃n(X̃ \K) < ε для n = 0, 1, . . . .

Так как множество X всюду плотно в X̃, то множество шаров B(x, ε) диа-
метром ε с центрами x ∈ X покрывает X̃ и, в частности, компакт K. Выберем

конечное подпокрытие K:
m⋃
i=1

B(xi, ε) ⊃ K, и обозначим A = {xi}mi=1. Так как

множество A конечно, то множество функций

F = {ϕ ∈ lip1(A) : ϕ(x1) = 0}

гомеоморфно замкнутому ограниченному подмножеству Rm и, следовательно,
F компактно в равномерной норме ‖ϕ‖∞ = max |ϕ|. Выберем в F конечную
ε-сеть ϕk ∈ F . Рассмотрим набор функций ψk : X → R:

ψk(x) = min{ϕk(xi) + ρ(x, xi) | i = 1, . . . ,m}.

Каждая такая функция является продолжением ϕk на все пространство X,
ψk|A ≡ ϕk, и ψk ∈ lip1(X) по построению.

Выберем настолько большой номер n0, что |νn(ψk)− ν0(ψk)| < ε для всех k
и всех n ≥ n0. Пусть f ∈ lip1(X) — произвольная липшицева функция. Тогда
функция g(x) = f(x) − f(x1) такова, что g|A ∈ F и, значит, найдется k со
свойством max{|g(xi)− ϕk(xi)| : i = 1, . . . ,m} < ε. Для любой точки x ∈ K ∩X
найдется точка xi такая, что ρ(xi, x) ≤ ε, и тогда

|g(x)− ψk(x)| ≤ |g(x)− g(xi)|+ |g(xi)− ψk(xi)|+ |ψk(xi)− ψk(x)| < 3ε.
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Таким образом, max{|g(x) − ψk(x)| : x ∈ K ∩ X} ≤ 3ε. Собирая полученные
оценки, для n ≥ n0 имеем

|νn(f)− ν0(f)| = |νn(g)− ν0(g)| ≤
∣∣∣∣

∫

X∩K

g d(νn − ν0)
∣∣∣∣+
∣∣∣∣

∫

X\K

g d(νn − ν0)
∣∣∣∣

≤ |νn(ψk)− ν0(ψk)|+ 2 max
x∈X∩K

|g(x)− ψk(x)|+ max |g| · |νn(X \K) + ν0(X \K)|

≤ ε+ 6ε+ 2ε ·max |g| ≤ ε · (7 + 2diamX).

Переходя к верхней грани по функциям f ∈ lip1(X), приходим к оценке

H(νn, ν0) ≤ ε · (7 + 2diamX).

В силу произвольности выбора ε это доказывает сходимость последовательности
{νn} к ν0 в метрике H. �

Лемма 3.7. Если пространство X неограниченное, то топология метри-
ки H на M(X) не эквивалентна (строго сильнее) слабой топологии.

Доказательство. ПустьX неограниченное. Выберем последовательность
точек {xn}∞n=0 такую, что ρ(x0, xn) ≥ n2. Пусть νn = 1

n · δxn + (1 − 1
n ) · δx0 , то-

гда νn ⇒ δx0 . В самом деле, для любой непрерывной ограниченной функции f
имеем

|δx0(f)− νn(f)| = 1
n
· |f(x0)− f(xn)| ≤ 1

n
· 2 max |f | −→

n→∞
0.

С другой стороны,

H(δx0 , νn) = νn(φx0) =
1
n
· ρ(x0, xn) ≥ n,

и, стало быть, в метрике H сходимости нет. �

Теорема 3.1 является непосредственным следствием утверждений 3.5–3.7.

4. Основные теоремы о полноте пространства мер. В данном пункте
мы докажем следующие две теоремы.

Теорема 4.1. Если пространство X полно, то пространство конечных се-
парабельных мер на X слабо полно.

Теорема 4.2. Пространство M(X) полно в метрике H тогда и только то-
гда, когда полно пространство X.

Сначала приведем несколько технических лемм. Следующая лемма встре-
чается в [5, гл. 1, § 6] как часть доказательства обратного утверждения теоремы
Прохорова.

Лемма 4.3. В полном пространстве семейство мер � плотно тогда и толь-
ко тогда, когда для любых ε > 0 и δ > 0 найдется конечный набор шаров {Bi}
радиусом ε такой, что ν(X \ ∪Bi) < δ для всех мер ν ∈ �.

Доказательство в прямую сторону непосредственно следует из опреде-
ления плотного семейства и вполне ограниченности любого компактного мно-
жества. Обратно, пусть Uk =

⋃
i
Bik — объединение конечного набора шаров ра-

диусом 1
2k и ν(X \Uk) < δ

2k . Тогда пересечение множеств Uk вполне ограничено
по построению. Значит, его замыкание K = cl

⋂
k
Uk по теореме Хаусдорфа [4,

4.6.7.] компактно, и, кроме того, ν(X \K) < δ. �
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Следствие 4.4. Если последовательность сепарабельных мер {νk} не яв-
ляется плотной, то существуют такие ε > 0 и δ > 0, что для любого конечного
набора шаров {Bi} радиусом ε и любого n0 ≥ 0 найдется натуральное число
n > n0 такое, что νn(X \ ∪Bi) ≥ δ.

Доказательство. Пусть последовательность � = {νk}∞k=1 сепарабельных
мер не плотна, и пусть n0 > 0. Из определения плотного семейства мер вытека-
ет, что объединение конечного числа плотных семейств плотно. Следовательно,
семейство �′ = {νk : k ≤ n0} плотно, а семейство �′′ = {νk : k > n0} не является
плотным в силу � = �′ ∪ �′′. Из леммы 4.3 следует, что найдутся такие ε > 0
и δ > 0, что для любого конечного набора шаров {Bi} радиусом ε найдется мера
νn ∈ �′′ (n > n0) такая, что νn(X \ ∪Bi) ≥ δ. �

Лемма 4.5. Пусть пространство X полно. Если последовательность ко-
нечных сепарабельных мер {νn} такова, что для любой функции f ∈ lip◦(X)
последовательность νn(f) фундаментальна, то {νn} составляет плотное семей-
ство. Как следствие, любая слабо фундаментальная последовательность сепа-
рабельных мер составляет плотное семейство.

Доказательство. Пусть последовательность {νn} не плотна. Покажем,
что найдется такая функция f ∈ lip◦(X), что последовательность νn(f) не фун-
даментальна. Обозначим через B(x, r) = {t ∈ X : ρ(t, x) ≤ r} замкнутый шар
радиусом r > 0 с центром в точке x ∈ X. Для любого конечного множества A
и r > 0 будем обозначать Ar =

⋃
x∈A

B(x, r). Из следствия 4.4 вытекает, что

существуют ε > 0 и δ > 0 такие, что для любого конечного множества A ⊂ X и
любого n0 ≥ 0 найдется натуральное число n > n0 такое, что νn(X \Aε) ≥ δ.

Построим последовательность натуральных чисел 1 ≤ n1 < n2 < . . . и
последовательности {Ak} и {Dk} конечных подмножеств пространства X такие,
что выполняются следующие свойства:

(i) Ai−1 ⊂ Ai для всех i > 1,
(ii) Di ⊂ Aj при i ≤ j,
(iii) Dε/2

i ∩Aε/2
j = ∅ при i > j,

(iv) νnk
(
Dε/4
k

)
> δ/2,

(v) νnk
(
X \Aε/2

k

)
< δ/32.

Будем действовать по следующему алгоритму.

Шаг 1. Согласно выбору ε и δ найдется номер n1 такой, что νn1(X) ≥ δ.
В силу сепарабельности меры νn1 найдется конечное множество A1 такое, что
νn1

(
X \Aε/4

1
)
< δ/32. Свойство (v) для k = 1 следует из включения Aε/4

1 ⊂ Aε/2
1

и монотонности меры νn1 . Положим D1 = A1, тогда выполнено (ii) для i = j = 1
и νn1

(
Dε/4

1
)

= νn1(X)− νn1

(
X \Aε/4

1
)
> δ− δ/32 > δ/2, что в точности дает (iv)

для k = 1.

Шаг k для k > 1. Пусть имеются числа {ni} и множества Ai, Di, где
i = 1, . . . , k − 1, удовлетворяющие свойствам (i)–(v). Из выбора ε и δ вытекает,
что найдется число nk > nk−1 такое, что νnk

(
X \ Aε

k−1
)
≥ δ. Так как мера νnk

сепарабельна, найдется конечное множество Dk ⊂ X \ Aε
k−1, удовлетворяющее

свойству (iv). Так как Dk ∩ Aε
k−1 = ∅, то Dε/2

k ∩ Aε/2
k−1 = ∅. По (i) имеем Aj ⊂

Ak−1 при j < k−1, откуда следует (iii) для случая i = k. В силу сепарабельности
меры νnk найдется конечное множество Fk такое, что νnk

(
X \ F ε/2

k

)
< δ/32.
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Положим Ak = Fk ∪ Ak−1 ∪Dk, откуда получим свойства (i) для случая i = k,
(ii) для случая j = k и (v).

Зададим последовательности вещественных функций {ϕk} и {fk}:

ϕk(x) = max(1− 2/ερ(x,Dk), 0), где k = 1, 2, . . . ,

f1 = 0, fk+1 =
{
fk, если |νnk(fk)− νnk+1(fk)| > δ

8 ,

fk + ϕk+1 иначе.

Из свойств (i)–(iii) следует, что Dε/2
i ∩ Dε/2

j = ∅ при i 6= j. Таким обра-
зом, носители функций sptϕk = Dε/2

k , k ∈ N, попарно не пересекаются. Для
любого k ∈ N и x ∈ Dε/4

k имеем ϕk(x) ≥ 1/2. Значит, νnk(ϕk) ≥ 1
2νnk
(
Dε/4
k

)
.

Применив (iv), получим νnk(ϕk) >
δ
4 , откуда следует, что для любого k ∈ N

выполняется оценка
|νnk(fk)− νnk+1(fk+1)| > δ/8.

Определим f(x) = sup
k
fk(x). Так как 0 ≤ ϕk(x) ≤ 1, Lipϕk ≤ 2/ε и носители

функций ϕk не пересекаются, то 0 ≤ fk ≤ 1 и Lip fk ≤ 2/ε для всех k ∈ N и 0 ≤
f ≤ 1 и Lip f ≤ 2/ε. Таким образом, f ∈ lip◦(X). Для любого натурального k

0 ≤ (f − fk) ≤
∞∑

i=k+1

ϕi ≤ 1.

Следовательно,

spt(f − fk) ⊂
∞⋃

i=k+1

Dε/2
i .

В силу свойства (iii) имеем
∞⋃

i=k+1
Dε/2
i ⊂ X \Aε/2

k и

|νnk(f − fk)| ≤ νnk
(
X \Aε/2

k

)
< ε/32.

Применяя неравенство треугольника, получаем

|νnk(f)− νnk+1(f)| ≥ |νnk(fk)− νnk+1(fk+1)|

− |νnk(f)− νnk(fk)| − |νnk+1(f)− νnk+1(fk+1)| >
δ

8
− 2

δ

32
=

δ

16
.

Значит, последовательность νn(f) не является фундаментальной. �

Лемма 4.6. Пусть пространство X полно, и пусть последовательность ко-
нечных сепарабельных мер {νn} такова, что для любой функции f ∈ lip◦(X)
числовая последовательность νn(f) фундаментальна. Тогда существует един-
ственная сепарабельная мера µ, к которой последовательность мер {νn} слабо
сходится.

Доказательство. Определим неотрицательный линейный функционал µ
по формуле µ(f) = lim

n→∞
νn(f) для всех функций f ∈ lip◦(X). Рассмотрим

последовательность функций ϕk ∈ lip◦(X), монотонно сходящуюся к нулю. За-
фиксируем ε > 0. По лемме 4.5 последовательность мер νn составляет плотное
семейство, значит, найдется компактное множество K такое, что νn(X \K) < ε.
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Сходящаяся на компакте последовательность функций ϕk сходится равномер-
но, следовательно, найдется настолько большой номер k0, что при k > k0 имеем
max{ϕk(x) | x ∈ K} < ε и

νn(ϕk) =
∫

K

ϕk dνn +
∫

X\K

ϕ1 dνn ≤ ε(νn(1) + maxϕ1),

µ(ϕk) = lim
n→∞

νn(ϕk) ≤ ε(µ(1) + maxϕ1)

для всех k > k0. Таким образом, µ(ϕk) ↓ 0 для произвольной последователь-
ности ϕk ↓ 0. По теореме Даниэля [8, II.7.1] функционал µ является мерой
на X.

Чтобы показать сепарабельность меры µ, достаточно рассмотреть сепара-
бельное множество S = cl

(⋃
spt νn

)
и убедиться в том, что µ(S) = µ(X). Ис-

пользуя последовательность липшицевых функций fk(x) = max(1−k ·ρ(S, x), 0),
монотонно сходящуюся всюду на S к характеристической функции χS множе-
ства S, получаем

µ(S) = µ(χS) = lim
k→∞

µ(fk) = lim
k→∞

lim
n→∞

νn(fk) = µ(1) = µ(X).

Применяя следствие 3.4, выводим, что последовательность {νn} слабо сходится
к сепарабельной мере µ. �

Доказательство теоремы 4.1. Рассмотрим произвольную слабо фунда-
ментальную последовательность сепарабельных мер {νn}, т. е. такую, что для
любой функции f ∈ Cb(X) числовая последовательность {νn(f)} фундамен-
тальна. Так как lip◦(X) ⊂ Cb(X), по лемме 4.6 последовательность {νn} слабо
сходится к некоторой сепарабельной мере. Значит, пространство сепарабельных
мер слабо полно. �

Доказательство теоремы 4.2. Пусть последовательность {νn} мер из
пространства M(X) фундаментальна в метрике H. Из определения метри-
ки H вытекает, что для любой функции f ∈ lip(X) последовательность νn(f)
фундаментальна. По лемме 4.6 существует сепарабельная мера µ такая, что
νn ⇒ µ. Покажем, что H(νn, µ) → 0. Зафиксируем ε > 0. В силу фун-
даментальности {νn} найдется такой номер n, что H(νn, νm) < ε для всех
m > n. Если f ∈ lip1(X) — некоторая неотрицательная липшицева функ-
ция, то последовательность ограниченных функций fk(x) = min{f(x), k} мо-
нотонно сходится: fk ↑ f на X. По теореме Лебега [9, гл. 1, § 12, (12.6), с. 48]
νn(fk) ↑ νn(f) и µ(fk) ↑ µ(f), следовательно, найдется настолько большой но-
мер k, что |νn(f) − νn(fk)| < ε и |µ(f) − µ(fk)| < ε. Из слабой сходимости
вытекает, что lim

m→∞
νm(fk) = µ(fk). Согласно выбору n имеем

|νn(fk)− µ(fk)| = lim
m→∞

|νn(fk)− νm(fk)| ≤ ε.

В итоге получаем

|νn(f)− µ(f)| ≤ |νn(f)− νn(fk)|+ |νn(fk)− µ(fk)|+ |µ(fk)− µ(f)| < 3ε.

Любая липшицева функция представима в виде разности неотрицательных: f =
f+−f−, следовательно, µ(f) = lim

n→∞
νn(f) для всех f ∈ lip1(X). Отсюда следует,

во-первых, что µ ∈M(X), так как µ(φx0) = lim
n→∞

νn(φx0) <∞, и, во-вторых, что
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lim
n→∞

H(νn, µ) = 0. Это доказывает полноту пространства M(X). Первая часть
теоремы доказана.

Пусть теперь пространство M(X) полно, покажем полноту X. Рассмот-
рим некоторую фундаментальную последовательность {xn}∞n=1 в X. Так как
H(δx, δy) = ρ(x, y) для всех x, y ∈ X, то последовательность мер Дирака {δxn}
фундаментальна и в силу полноты M(X) сходится в метрике H к некоторой
мере ν. Из сепарабельности меры ν получаем, что ее носитель непуст. Пусть
x0 ∈ spt ν. Выберем произвольное ε > 0. Для липшицевой функции fε(x) =
max(0, 1 − 1

ερ(x0, x)) имеем lim
n→∞

δxn(f) = ν(f) > 0. Поэтому существует N

такое, что для n > N выполнено δxn(f) = f(xn) > 0, значит, ρ(x0, xn) < ε.
Следовательно, xn → x0, при n→∞. Полнота пространства X доказана. �

5. Приложения теоремы о полноте. Теорема 4.2, как упомянуто во вве-
дении, имеет приложения в теории самоподобных множеств. Например, без ее
использования некорректно доказательство теоремы Хатчинсона [2, 4.4(1)] о су-
ществовании единственной инвариантной меры на инвариантном множестве.
Так как в [2] используются борелевские регулярные внешние меры, теорему 4.2
необходимо переформулировать в терминах внешних мер.

Внешней мерой на X называется функция µ : 2X → [0,∞] такая, что

µ(∅) = 0 и µ

( ∞⋃
i=1

Ei

)
≤

∞∑
i=1

µ(Ei) для Ei ⊂ X. Множество A называется µ-

измеримым, если µ(T ) = µ(T ∩A)+µ(T \A) для всех T ⊂ X. Говорят, что внеш-
няя мера µ борелевски регулярна, если все борелевские множества µ-измеримы
и для любого A ⊂ X существует борелевское множество B ⊃ A такое, что
µ(A) = µ(B). Будем обозначать через M∗(X) пространство всех сепарабельных
внешних мер на X, удовлетворяющих µ(X) = 1 и

∫

X

φx0 dµ <∞ для некоторого

x0 ∈ X. Метрика H на M∗(X) также определяется формулой (1).

Теорема 5.1. Пространство M∗(X) полно в метрике H тогда и только
тогда, когда полно пространство X.

Доказательство непосредственно вытекает из теоремы 4.2 и следующего
предложения.

Предложение 5.2. Пространство M∗(X), метризованное метрикой H,
взаимно однозначно отображается на M(X) с сохранением метрики.

Доказательство. Пусть отображение F : M∗(X) → M(X) задано фор-
мулой F (µ) = µ|B(X). Мера F (µ) совпадает с µ на борелевских множествах.
Из определения интеграла Лебега следует, что интегралы

∫

X

f dµ и
∫

X

f dF (µ) сов-

падают на непрерывных функциях. Следовательно, отображение F сохраняет
метрику H. Так как борелевски регулярная внешняя мера однозначно опреде-
ляется своими значениями на борелевских множествах, то F является отобра-
жением «в». Для произвольной меры ν ∈ M(X) формула µ(A) = inf{ν(B) :
B ⊃ A, B ∈ B(X)} задает внешнюю меру на X. Мера µ является борелевски
регулярной, так как по построению для любого A ⊂ X найдется последователь-
ность Bn ∈ B(X), n = 1, 2, . . . , такая, что Bn ⊃ A и |µ(A) − µ(Bn)| < 1/2n,
откуда B =

⋂
Bn ∈ B(X), B ⊃ A и µ(A) = µ(B). Мера µ совпадает с ν на

борелевских множествах, следовательно, µ ∈ M∗(X) и F (µ) = ν. Таким обра-
зом, F является также отображением «на», а значит, и взаимно однозначным
отображением. �
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В работе [1] приводится пример построения мер в Rn, инвариантных от-
носительно счетных систем сжимающих отображений, известных [10] как IIFS
(Infinite Iterated Function System). Следующая теорема обобщает данный при-
мер на случай полного метрического пространства.

Теорема 5.3. В полном метрическом пространстве (X, ρ) для любой счет-
ной системы S = {Si}i∈N сжимающих отображений (Si : X → X, LipSi < 1
для i ∈ N) с неподвижными точками xi и для любого вероятностного векто-
ра p = (p1, p2, . . . )

(∑
i∈N

pi = 1, pi ≥ 0 для i ∈ N
)
, удовлетворяющего условию

∑
i∈N

piρ(x1, xi) <∞, существует единственная мера ν ∈M(X) такая, что

ν(A) =
∞∑

i=1

piνS
−1
i (A) для всех ν-измеримых A ⊆ X.

Доказательство. Оператор T : M(X) → M(X), T (ν) =
∞∑
i=1

piνS
−1
i явля-

ется сжимающим в H метрике из [2; 3, теорема 5]. По теореме 4.2 простран-
ство M(X) полно. Применяя теорему Банаха о неподвижной точке, получаем,
что существует единственная мера ν ∈M(X) такая, что T (ν) = ν. �

Мера ν, порождаемая системой S, называется инвариантной мерой. Мно-
жество, инвариантное относительно системы S, можно определить как spt ν.
Заметим, что построенные таким образом множества могут быть неограничен-
ными и тем самым в отличие от аттракторов IFS некомпактными. Следующий
пример показывает также существование инвариантных мер с ограниченным,
но не компактным носителем.

Пример 5.1. На гильбертовом пространстве l2 с гильбертовым базисом
{ei}∞i=1 рассмотрим систему S = {Si}∞i=1 сжимающих отображений Si(x) =
1
2 (x− ei) + ei и вероятностный вектор p =

( 1
2i
)∞
i=1. Носитель соответствующей

инвариантной меры ограничен (лежит в единичном шаре), но не компактен, так
как содержит {ei} — неподвижные точки отображений {Si}.

Результаты настоящей работы анонсированы в [11, 12].

Выражаю огромную благодарность своему научному руководителю д. ф.-
м. н. В. В. Асееву за постоянное внимание к данному исследованию и ценные
советы по оформлению. Благодарю рецензента за сделанные им замечания,
способствовавшие улучшению текста статьи.
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