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СВОЙСТВА БАЗИСНОСТИ

В Lp СИСТЕМ СТЕПЕНЕЙ

Б. Т. Билалов

Аннотация: Рассматривается система степеней с комплекснозначными коэффи-
циентами. Установлено необходимое и достаточное условие полноты и минималь-
ности, а также необходимое условие базисности такой системы в лебеговых про-
странствах.

Ключевые слова: система степеней, свойства базисности, полнота, минималь-
ность.

Многие задачи механики и математической физики требуют исследования
базисных свойств в соответствующих банаховых пространствах систем вида
[1–4]

a(t)vn(t) + b(t)wn(t), n ≥ 1, (1)

где a(t), b(t), v(t) и w(t) — (вообще говоря) комплекснозначные функции. По-
этому базисные свойства систем (1) изучались многими авторами [5–11]. При
различных условиях на входящие в эту систему функции были получены раз-
личные условия полноты и в некоторых случаях минимальности в простран-
ствах Lp. В основном исследование базисных свойств системы вида (1) сводит-
ся к разрешимости соответствующей краевой задачи сопряжения со сдвигом
в классах Харди Hp и Смирнова Ep. Имеются тесные связи между базисными
свойствами системы вида (1) и построенной по ней «двойной» системы степеней

{A(t)ϕn(t);B(t)ϕn(t)}n≥0. (2)

Поэтому исследование базисных свойств системы (2), которая обобщает класси-
ческую систему экспонент {eint}+∞−∞ и систему {ei(n+β·signn)t}+∞−∞ (см. [10, 12–14]),
представляет особый интерес.

С другой стороны, рассмотрение системы (2) интересно и с теоретической
точки зрения. Так, еще в 1926 г. Уолшем (см. [15]) доказана следующая

Теорема У. Пусть � — произвольная кривая Жордана конечной плоско-
сти z. Тогда любая функция f(z), непрерывная на � , может быть равномерно
приближена на � суммой полиномов от z и от z̄ (z̄ — комплексное сопряжение).

Иначе говоря, система {zn(t); z̄n(t)}n≥0 полна в C0[a, b], а значит, и в
Lp(a, b), p ≥ 1, где � ≡ z{[a, b]} (z(a) = z(b)), C0[a, b] ≡ {f ∈ C[a, b] : f(a) = f(b)}.

Взяв в качестве B(t) функцию A(t) в (2) и перейдя от комплексной к дей-
ствительнозначным функциям, получим эквивалентность базисных свойств си-
стем (2) и

{Re[A(t)ϕn(t)]; Im[A(t)ϕn(t)]}n≥0, (3)
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рассмотренной в [9, 16]. В случае, когда A(t) кусочно гёльдерова на [a, b], � =
ϕ{[a, b]} — кусочно ляпуновский контур, в [9] получено необходимое и достаточ-
ное условие полноты и минимальности системы (3) в LRp (a, b), p ∈ (1,+∞).

В предлагаемой работе дано необходимое и достаточное условие полноты и
минимальности в Lp, p ≥ 1 (L∞ ≡ C), а также необходимое условие базисности
в L2 системы вида (1) при более общих предположениях относительно функций
A(t), B(t) и ϕ(t). Результаты работы анонсированы в [17].

1. Вспомогательные понятия
и основные предположения

Пусть B — банахово пространство над полем комплексных чисел с нормой
‖ · ‖B , в котором задана «двойная» система элементов

{x+
n ;x−n }n≥0. (4)

Определение. Систему (4) назовем базисом в B, если для любого x ∈ B
существует единственная последовательность комплексных чисел

{
a+
n ; a−n

}
n≥0,

для которой
∥∥∥∥∥

N+∑

n=0

a+
nx

+
n +

N−∑

n=0

a−n x
−
n − x

∥∥∥∥∥→ 0 при N−, N+ →∞.

Из этого определения не следует безусловная базисность, так как если клас-
сическую систему экспонент {eint}+∞−∞ записать в виде {eint; e−i(n+1)t}n≥0, то,
как известно, она образует базис в Lp(−π, π), 1 < p < +∞, в смысле данного
определения.

Через Hp и Ep(D) обозначены обычные классы аналитических функций
Харди и Смирнова в области D.

Будем предполагать, что комплекснозначные функции A(t) ≡ |A(t)|eiα(t),
B(t) ≡ |B(t)|eiβ(t) и ϕ(t) удовлетворяют следующим условиям.

1. Функции |A(t)|, |B(t)| и |ϕ′(t)| измеримы на (a, b), причем

{|A(t)|±1; |B(t)|±1; |ϕ′(t)|±1} < +∞.

2. � = ϕ{[a, b]} — замкнутый (ϕ(a) = ϕ(b)) спрямляемый простой контур
Жордана, � либо кривая Радона (т. е. угол θ(ϕ(t)) между касательной в точке
ϕ = ϕ(t) к кривой � и действительной осью есть функция ограниченной вариа-
ции на [a, b]), либо кусочно ляпуновский контур. Обозначим через {ϕk} точки
разрыва функции argϕ′(t) на (a, b). Кривая � не имеет точек заострения.

Для определенности будем считать, что, когда точка ϕ = ϕ(t) с возраста-
нием t пробегает кривую � , внутренняя область int � остается слева.

3. Функции α(t) и β(t) кусочно непрерывны на [a, b] и могут иметь беско-
нечное число точек разрыва первого рода. Пусть {αk} и {βk} — точки разрыва
этих функций на (a, b) соответственно.

4. Положим {s̃k} ≡ {αk}∪{βk}∪{ϕk}. Множество {s̃k} может иметь един-
ственную предельную точку s0 ∈ (a, b). Функция θ(t) ≡ β(t)− α(t) + 2

p argϕ′(t)
в точке s0 имеет справа и слева конечные пределы, где p ∈ (1,+∞) — некоторое
число.

Не ограничивая общности, будем считать, что функции α(t), β(t) и argϕ′(t)
непрерывны слева на (a, b).
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Функцию argϕ′(t) определим следующим образом. Будем брать в каждой
начальной точке разрыва ϕ̃k, где (ϕ̃k, ϕ̃k+1) — интервал непрерывности функции
argϕ′(t)), ветвь argϕ′(ϕ̃k + 0). В конечной точке ϕ̃k+1 значение argϕ′(ϕ̃k+1− 0)
будем получать из выбранной ветви argϕ′(ϕ̃k + 0) путем непрерывного измене-
ния, причем 0 ≤ argϕ′(a+ 0) < 2π, | argϕ′(ϕ̃k + 0)− argϕ′(ϕ̃k − 0)| < π.

5.
∞∑
i=1
|h̃i| < +∞, где h̃i = θ(s̃i + 0)− θ(s̃i − 0).

Прежде чем сформулировать основные теоремы, определим некоторые ве-
личины, необходимые в дальнейшем.

Пусть r — номер, после которого выполняется условие

−2π
q
< h̃k <

2π
p
,

1
p

+
1
q

= 1, k ≥ r.

Перенумеруем элементы множества {s̃i}r1 по возрастанию и обозначим их
через {si}ri . Перенумеруем соответствующие им скачки {h̃i}ri и обозначим их
через {hi}ri . Отметим, что в зависимости от того, принадлежит ли число h0 =
θ(s0+0)−θ(s0−0) интервалу (− 2π

q ,
2π
p ), точка s0 и число h0 могут быть включены

соответственно в множества {s̃i}r1 и {h̃i}r1.
Определим целые числа ni, i = 1, r, из условий

−1
q
<
hi
2π

+ ni−1 − ni ≤
1
p
, n0 = 0, i = 1, r. (5)

Обозначим

ωϕ
def≡ 1

2π

[
β(a+ 0)− β(b− 0) + α(b− 0)− α(a+ 0)

+
2
p
(argϕ′(a+ 0)− argϕ′(b− 0))

]
+

2
p

+ nr − 1. (6)

Всюду в дальнейшем через L{M} обозначаем замыкание линейной оболоч-
ки множества M .

При доказательстве основных теорем нам понадобятся следующие леммы,
которые представляют самостоятельный интерес.

Лемма 1. Пусть B — банахово пространство, система {xi}i≥1 ⊂ B неми-
нимальна, а {xi}i≥2 минимальна в B. Тогда x1 ∈ X1, где X1 — замыкание
линейной оболочки {xi}i≥2, т. е. X1 ≡ L{xi}i≥2.

Доказательство. Так как {xi}i≥1 неминимальна, существует r ∈ N та-
кое, что xr ∈ X1

r , где X1
r ≡ L{xn}n≥1,n 6=r.

Пусть X2
r ≡ L{xn}n≥2,n 6=r. Если r = 1, то утверждение леммы очевидно.

Пусть r > 1. Очевидно, что inf
x∈X2

r

‖xr−x‖ = ρ > 0, ‖ ·‖ — норма в B. Из xr ∈ X1
r

следует, что для любого k > 1 существуют N (k) и
{
akn
}N(k)

1 такие, что
∥∥∥∥∥xr −

N(k)∑

n=1,n 6=r

aknxn

∥∥∥∥∥ <
1
k
. (7)

Следовательно,

1
k
>

∥∥∥∥∥xr −
N(k)∑

n=2,n 6=r

aknxn

∥∥∥∥∥−
∣∣ak1
∣∣‖x1‖ ≥ ρ−

∣∣ak1
∣∣‖x1‖,
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т. е.
∥∥ak1
∥∥ > 1

‖x1‖

(
ρ− 1

k

)
≥ ρ

2‖x1‖
> 0 ∀k ≥ N0

при некотором N0, и, значит, inf
k≥N0

|ak1 | ≥
ρ

2‖x1‖ . Возьмем произвольное ε > 0.

Тогда найдется N1 ≥ N0 такое, что 2‖x1‖
ρk < ε для любого k ≥ N . В результате

из (7) имеем
∥∥∥∥∥x1 −

(
1
ak1
xr −

N(k)∑

n=2,n 6=r

akn
ak1
xn

)∥∥∥∥∥ <
1
k
· 1∣∣ak1

∣∣ ≤
2‖x1‖
ρk

< ε ∀k ≥ N1, т. е. x1 ∈ X1.

Лемма доказана.

Лемма 2. Пусть B — банахово пространство. Система {xn}n≥1 ⊂ B ми-
нимальна в B только в том случае, если xk /∈ L{xn}n≥k+1 ∀k ∈ N.

В [18] условие этой леммы положено в основу определения усиленно линей-
ной независимости систем.

Доказательство. Покажем, что x2 /∈ L{xn}n≥1,n 6=2. Ясно, что есть такое
ρ > 0, что ∥∥∥∥∥

N∑

n=3

aNn xn − x2

∥∥∥∥∥ ≥ ρ > 0

для всех N ≥ 3 и
{
aNn
}
. Пусть x2 ∈ L{xn}n≥1,n 6=2. Тогда для любого k ≥ 1

найдутся N и
{
akn
}N
n=1 такие, что

∥∥∥∥∥

N∑

n=3

aknxn + ak1x1 − x2

∥∥∥∥∥ <
1
k
. (8)

Тем самым

1
k
>

∥∥∥∥∥

N∑

n=3

aknxn − x2

∥∥∥∥∥−
∣∣ak1
∣∣‖x1‖ ≥ ρ−

∣∣ak1
∣∣‖x1‖,

∣∣ak1
∣∣ ≥ 1
‖x1‖

(
ρ− 1

k

)
.

Из (8) имеем ∥∥∥∥∥

N∑

n=3

akn
ak1
xn −

1
ak1
x2 + x1

∥∥∥∥∥ ≤
1
k
· ‖x1‖
ρ− 1/k

→ 0

при k → ∞, т. е. x1 ∈ L{xn}n≥2. Получили противоречие, следовательно,
x2 /∈ L{xn}n≥1,n 6=2. Итак, по условиям леммы 2 для любого k0 ≥ 1 будет

xk0−1 /∈ L{xn}n≥k0−1,n 6=k0 , xko /∈ L{xn}n≥k0+1.

Из предыдущих рассуждений следует, что xko /∈ L{xn}n≥k0−1,n 6=k0 . Рассмотрим
систему {xk0−2;xk0 ;xk0−1;xk0+1; . . . }. Для нее выполняются все условия лем-
мы 2, если в качестве элементов x1, x2 взять соответственно xk0−2 и xk0 . В
результате xk0 /∈ L{xk0−2;xk0−1;xk0+1; . . . }. Продолжая этот процесс, в итоге
получаем xk0 /∈ L{xn}n≥1,n 6=k0 . То, что из минимальности вытекает выполнение
условий леммы, очевидно. Лемма доказана.
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2. Необходимое и достаточное
условие полноты системы степеней

Основным результатом этого пункта является следующая

Теорема 1. Пусть функции A(t), B(t) и ϕ(t) удовлетворяют условиям 1–5
и ωϕ определяется из (5), (6). Тогда система (2) полна в Lp(a, b), 1 < p < +∞,
только в том случае, если ωϕ ≤ 1

p .

Доказательство. Полнота системы (2) в Lp эквивалентна равенству ну-
лю п. в. любой f ∈ Lp, для которой

b∫

a

Aϕnf̄dt = 0,
b∫

a

Bϕnf̄ dt = 0, n = 0,∞. (9)

Обозначим через t = ψ(ϕ) функцию, обратную к ϕ = ϕ(t) на (a, b). Оче-
видно, что t = ψ(ϕ) является однозначной и кусочно дифференцируемой на
�\{ϕ(a) = ϕ(b)}. В дальнейшем точка ϕ0 = ϕ(a) = ϕ(b) рассматривается как
«склеенные» две различные «концевые» точки: ϕ+

0 = ϕ(a), ϕ−0 = ϕ(b). Тогда
естественно считать ψ(ϕ+

0 ) = a и ψ(ϕ−0 ) = b. Из (9) имеем

b∫

a

Aϕnf̄ dt =
∫

�

A(ψ(ϕ))f̄(ψ(ϕ))[ϕ′(ψ(ϕ))]−1ϕndϕ

=
∫

�

�1(ϕ)ϕndϕ = 0, n = 0,∞, (10)

где

�1(ϕ) =
A(ψ(ϕ))f̄(ψ(ϕ))

ϕ′(ψ(ϕ))
.

Из условия 1 следует, что �1(ϕ) ∈ L1(� ). Тогда согласно [19, c. 205] равен-
ства (10) эквивалентны существованию функции F1(z) из класса Смирнова
E1(int � ) : F+

1 (ϕ) = �(ϕ) п. в. на � , где F+
1 (ϕ) — граничные значения по всем

некасательным путям изнутри области int � функции F (z) на � . Из условия 1
и того, что f ∈ Lq(a, b) ( 1

p + 1
q = 1), следует, что F+

1 ∈ Lq(� ). Из [20, с. 90]
согласно условию 2 вытекает, что int � принадлежит классу C областей Смир-
нова. Тогда по теореме В. И. Смирнова [20, с. 92] функция F1(z) принадлежит
классу Eq(int � ). Выражая f̄ через F+

1 , имеем

f̄(ψ(ϕ)) =
ϕ′(ψ(ϕ))
A(ψ(ϕ))

F+
1 (ϕ), ϕ ∈ � .

Из второго равенства (9) находим

b∫

a

B(t)ϕn(t)f(t) dt =
∫

�

�2(ϕ)ϕn dϕ = 0, n = 0,∞,

где

�2(ϕ) =
B(ψ(ϕ))
ϕ′(ψ(ϕ))

· f(ψ(ϕ)).



30 Б. Т. Билалов

Аналогично предыдущему показываем, что существует функция F2(z) ∈
Eq(int � ), для которой F+

2 (ϕ) = �2(ϕ) п. в. на � . В результате

f̄(ψ(ϕ)) =
ϕ′(ψ(ϕ))
B(ψ(ϕ))

F
+
2 (ϕ), ϕ ∈ � . (11)

Таким образом, получаем следующую задачу сопряжения в классе Смир-
нова Eq(int � ):

F+
1 (ϕ)− A(ψ(ϕ))

B(ψ(ϕ))
· ϕ
′(ψ(ϕ))

ϕ′(ψ(ϕ))
F

+
2 (ϕ) = 0 п. в. на � . (12)

Итак, если система (2) не полна в Lp(a, b), то однородная задача сопряже-
ния (12) нетривиально разрешима в классе Eq(int � ).

Пусть теперь задача (12) имеет нетривиальное решение (F1(z);F2(z)) в
классе Eq(int � ). Рассмотрим функцию (11). По теореме 11.4 работы [20, с. 91]
функции |F+

i (ϕ)|q, i = 1, 2, суммируемы вдоль � , т. е.
∫

�

|F+
i |

q| dϕ| ≤ C < +∞, i = 1, 2.

Принимая во внимание условие 1, получим
b∫

a

|f(ϕ(t))|q dt =
b∫

a

|F+
2 (ϕ(t))|q |ϕ

′(t)|q−1

|B(t)|q
|dϕ(t)| ≤ C0

∫

�

|F+
2 (ϕ)|q|dϕ|, C0 > 0.

Значит, g(t) ≡ f(ϕ(t)) ∈ Lq(a, b).
Очевидно, что Fi(z) ∈ E1(int � ), i = 1, 2. Тогда выполняется следующее

равенство [19, с. 205]:
∫

�

F+
i (ϕ)ϕkdϕ = 0, k ≥ 0, i = 1, 2.

Полагая здесь сначала F+
1 (ϕ) = A(ψ(ϕ))

ϕ′(ψ(ϕ)) f̄(ϕ), затем F+
2 (ϕ) = B(ψ(ϕ))

ϕ′(ψ(ϕ))f(ϕ),
получаем равенства (9).

Таким образом, если задача сопряжения (12) нетривиально разрешима в
классе Eq(int � ), то система (2) не полна в Lp(a, b).

Итак, полнота системы (2) в Lp(a, b), p ∈ (1,+∞), эквивалентна существо-
ванию только нулевого решения задачи сопряжения (12) в классе Смирнова
Eq(int � ).

Обозначим через z = ω(ξ), ω′(0) > 0, ω(−π) = ϕ(a), функцию, осуществ-
ляющую конформное однолистное отображение круга D = {ξ ∈ C/|ξ| < 1} на
int � . Рассмотрим следующие функции, определенные в единичном круге:

�i(ξ) ≡ Fi[ω(ξ)][ω′(ξ)]
1
q , i = 1, 2.

Известно [20, c. 91], что функции Fi(z), i = 1, 2, принадлежат классу Смир-
нова Eq(int � ) тогда и только тогда, когда функции �i(ξ), i = 1, 2, принадлежат
классу Харди Hq в единичном круге. Очевидно, что ϕ = ω(eiσ), −π < σ < π.
Тогда из (12) имеем

�+
1 (ξ)−G(ω(ξ))

[
ω′(ξ)
ω′(ξ)

] 1
q

�
+
2 (ξ) = 0, |ξ| = 1, (13)
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где

G(ϕ) =
A(ψ(ϕ))
B(ψ(ϕ))

· ϕ
′(ψ(ϕ))

ϕ′(ψ(ϕ))
, ϕ ∈ � .

Следовательно, полнота системы (2) в Lp(a, b) эквивалентна существованию
только нулевого решения задачи сопряжения (13) в классе Харди Hq. Введем
следующие функции:

Ã(σ) ≡ A(ψ(ω(eiσ))),

B̃(σ) ≡ B(ψ(ω(eiσ)))
ϕ′(ψ(ω(eiσ)))
ϕ′(ψ(ω(eiσ)))

[
ω′(eiσ)
ω′(eiσ)

] 1
q

, −π < σ ≤ π.

Рассмотрим систему экспонент

{Ã(σ)einσ; B̃(σ)e−inσ}∞n=1. (14)

Рассуждая, как и выше, доказываем, что полнота системы (14) в Lp(−π, π)
эквивалентна существованию только нулевого решения задачи сопряжения (13)
в классе Харди Hq в единичном круге. Следовательно, полнота системы (2) в
Lp(a, b) эквивалентна полноте системы (14) в Lp(−π, π).

Обозначим через ξ = τ(z) обратную функцию к z = ω(ξ), осуществляющую
конформное однолистное отображение области int � на единичный круг. Пусть
τk = τ(ϕ(s̃k)), k = 1,∞. Очевидно, что множество {σk = arg τk}∞1 состоит из
точек разрыва функции θ̃(σ) ≡ arg B̃(σ)− arg Ã(σ) на (−π, π). Ясно, что

arg Ã(σ) ≡ α(ψ(ω(eiσ))),

arg B̃(σ) ≡ β(ψ(ω(eiσ))) + 2 argϕ′(ψ(ω(eiσ)))− 2
q

argω′(eiσ).

Отметим, что ϕ′(ν(σ)) — значение функции ϕ(t) в точке t = ν(σ). Используя
теорему 11.2 из [20, с. 88], представим функцию argω′(eiσ) в следующем виде:

argω′(eiσ) = θ(s(σ))− σ − π

2
, −π < σ ≤ π,

где θ(s(σ)) — угол между касательной в точке ω(eiσ) к кривой � и действитель-
ной осью; s(σ) — длина дуги, отсчитываемая от точки ϕ = ϕ(a) в положитель-
ном направлении до точки ω(eiσ), −π < σ ≤ π. Из условий 1–5 следует, что
функции Ã(σ) и B̃(σ) удовлетворяют всем условиям теоремы 1 на [−π, π] из
[21]. Учитывая геометрический смысл аргумента производной и применяя ре-
зультаты работы [21] к системе (14), получаем утверждение теоремы. Теорема
доказана.

3. Необходимое и достаточное условие
минимальности системы степеней

Справедлива следующая

Теорема 2. Пусть функции A(t), B(t) и ϕ(t) удовлетворяют условиям 1–5,
ωϕ определяется из (5), (6). Тогда система (2) минимальна в Lp(a, b), 1 < p <
+∞, только в том случае, если ωϕ > − 1

q , 0 ∈ int � .

Доказательство. Сначала предположим, что 0 ∈ int � . Пусть − 1
q < ω ≤

1
p . Применяя теорему 1 к системе

{A1(t)ϕn(t);B(t)ϕn(t)}∞n=0,
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где A1(t) ≡ A(t) · ϕ(t), и учитывая, что argϕ(b) − argϕ(a) = 2π, получаем, что
она не полна в Lp(a, b). Из того, что (2) полна в Lp(a, b), следует, что A(t) /∈
{A(t)ϕn+1(t);Bϕn(t)}

∞
n=0, причем дефект этой системы равен 1. Рассмотрим

систему
{A2(t)ϕn(t);B(t)ϕn(t)}∞n=0, (15)

где A2(t) ≡ A(t)ϕ2(t). Как показано при доказательстве полноты, подпростран-
ство функций из Lq(a, b), аннулирующих последовательность (15), и подпро-
странство решений задачи сопряжения

F+
1 (ϕ)− A2(ψ(ϕ))

B(ψ(ϕ))
· ϕ
′(ψ(ϕ))

ϕ′(ψ(ϕ))
F

+
2 (ϕ) = 0, ϕ ∈ � ,

в классе Eq(int � ) имеют одинаковую размерность. В свою очередь, эта задача
эквивалентна задаче

�+
1 (ξ)−G(ω(ξ))

[
ω′(ξ)
ω′(ξ)

] 1
q

�
+
2 (ξ) = 0, |ξ| = 1, (16)

в Hq, где G(ϕ) = A2(ψ(ϕ))
B(ψ(ϕ)) ·

ϕ′(ψ(ϕ))
ϕ′(ψ(ϕ)) .

Аналогичная связь имеется между задачей (16) и системой

{Ã(σ)einσ; B̃(σ)e−inσ}∞n=1, (17)

где Ã(σ) ≡ A2(ψ(ω(eiσ))), B(σ) из п. 2. По теореме 1 работы [21] система
{Ãeinσ; B̃e−ikσ}∞n=−1,k=1 полна и минимальна в Lp(−π, π), значит, система (17)
имеет дефект, равный 2. Следовательно, и система (15) имеет дефект, равный 2,
в результате

A(t)ϕ(t) /∈ {A(t)ϕk(t);Bϕn(t)}
∞
k=2,n=0.

Продолжая этот процесс, получаем, что для любого l ≥ 0

Aϕl /∈ {Aϕk;Bϕn}
∞
k=l+1,n=0, Bϕl /∈ {Aϕk;Bϕn}

∞
k=0,n=l+1.

Из леммы 2 следует минимальность системы (2) в Lp(a, b). То, что при ω ≤
− 1
q система (2) полна, но неминимальна, доказывается аналогично теореме 1

работы [21].
Рассмотрим случай, когда 0 ∈ ext � . Пусть сначала ω ≤ 1

p . Из 0 ∈ ext �
вытекает, что argϕ(b) = argϕ(a). Тогда из теоремы 1 в [21] следует, что система

{A(t)ϕn(t);B(t)ϕn}∞n=m (18)

полна в Lp(a, b) для любого целого m, т. е. (1) неминимальна.
Пусть теперь ω > 1

p . Как уже показано, полнота системы (18) эквивалентна
существованию только нулевого решения задачи сопряжения

�+
1 (ϕ)− A(ψ(ϕ))

B(ψ(ϕ))
· ϕ
′(ψ(ϕ))

ϕ′(ψ(ϕ))
· ϕ

m

ϕm
�

+
2 (ϕ) = 0, ϕ ∈ � , (19)

в Eq(int � ).
Очевидно, что если (F1(z);F2(z)) является решением задачи (12), то �i(z) ≡

Fi(z) · zm, i = 1, 2, — решение (19), и, обратно, так как z±m является аналити-
ческим в int � . Значит, подпространства решений задач (12) и (19) имеют оди-
наковую размерность. В итоге множество функций из Lq(a, b), аннулирующих
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последовательности (2) и (18) при любом m ≥ 0, имеют одинаковую размер-
ность. Таким образом, удаление m первых пар функций системы (2) не влияет
на ее полноту в Lp(a, b) и, значит, она неминимальна.

Пусть теперь 0 ∈ � . Не ограничивая общности, будем считать, что ϕ(a) =
ϕ(b) = 0. Докажем, что при любом m ≥ 0 система (18) неминимальна. Пусть
при некотором целом m0 ≥ 0 система (18) минимальна в Lp(a, b), и пусть
{h+

n (t);h−n (t)}∞n=m0
— биортогональная ей система, т. е.

b∫

a

A(t)ϕm0(t)h̄+
m0

(t) dt =
∫

�

A(ψ(ϕ))
h̄+
m0

(ψ(ϕ))
ϕ′(ψ(ϕ))

ϕm0 dϕ = 1 6= 0, (20)

b∫

a

A(t)ϕm0+n(t)h̄+
m0

(t) dt =
∫

�

A(ψ(ϕ))
h̄+
m0

(ψ(ϕ))
ϕ′(ψ(ϕ))

ϕn+m0 dϕ = 0, n ≥ 1, (21)

где t = ψ(ϕ) — обратная к ϕ = ϕ(t) функция.
Введем функцию

ω(ϕ) =

ϕ∫

ϕ−0

ξm0A(ψ(ξ))
h̄+
m0

(ψ(ξ))
ϕ′(ψ(ξ))

dξ,

где интегрирование идет от точки ϕ−0 = ϕ(a) по контуру � в положительном
направлении до точки ϕ. Интегрируя по частям, из (21) имеем

0 = ϕnω(.ϕ)|ϕ
+
0

ϕ−0
− n

∫

�

ϕn−1ω(ϕ)dϕ, n = 1,∞.

Из ϕ(a) = ϕ(b) = 0 следует, что
∫

�

ϕnω(ϕ)dϕ = 0, n = 0,∞. (22)

Функция ω(ϕ) имеет ограниченное изменение относительно длины дуги s. Тогда
по теореме Риссов [19, с. 209] из (22) следует, что функция ω(ϕ) абсолютно
непрерывна на � и, значит, ω(ϕ−0 ) = ω(ϕ+

0 ). С другой стороны, из (20) имеем

ω(ϕ+
0 )− ω(ϕ−0 ) =

∫

�

A(ψ(ϕ))
h̄+
m0

(ψ(ξ))
ϕ′(ψ(ξ))

ϕm0 dϕ 6= 0.

Получили противоречие. Теорема доказана.
Замечание. Как следует из доказательств теорем 1, 2, на полноту и мини-

мальность системы (1) влияет только разность аргументов функций A(t), B(t)
(т. е. на утверждения этих теорем функция ξ(t) не имеет никакого влияния,
если α = β(mod ξ)).

4. Необходимое условие
базисности систем степеней в L2

В этом пункте рассматривается базисность системы (1) в L2. Оказывается,
система экспонент, которая образует базис в L2, является исключением среди
систем вида (1).
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Теорема 3. Пусть функции A(t), B(t), ϕ(t) удовлетворяют условиям 1, 2.
Если система (1) образует базис в L2(a, b), то |ϕ(t)| ≡ const на [a, b].

Доказательство. Допустим противное. Пусть

R = max
[a,b]
|ϕ(t)| > min

[a,b]
|ϕ(t)| = r.

Из базисности (2) следует, что любая f ∈ L2 имеет биортогональное разложение

f(t) = A(t)
∞∑

n=0

anϕ
n(t) +B(t)

∞∑

n=0

bnϕ
n(t). (23)

Обозначим

f+(t) =
∞∑

n=0

anϕ
n(t).

Из базисности и из условия 1 получаем, что f+(t) ∈ L2(a, b). Рассмотрим

степенной ряд F (z) ≡
∞∑
n=0

anzn. Его радиус сходимости обозначим через R0.

Покажем, что R0 ≥ R. Пусть R0 < R. Так как |ϕ(t)| ∈ C[a, b], найдется точка
t0 ∈ [a, b] такая, что R = |ϕ(t0)|. Следовательно, существует δ-окрестность
Gδ(t0) = [t0−δ, t0+δ] (при t0 = a или t0 = b — односторонняя окрестность) точки
t0 такая, что R0 < |ϕ(t)| ≤ R для любого t ∈ Gδ(t0), т. е. rδ = min

Gδ(t0)
|ϕ(t)| > R0.

Из сходимости в L2 ряда (23) следует, что ‖anϕn(t)‖L2 → 0 при n → ∞, где
‖ · ‖L2 — норма в L2(a, b). Таким образом, ‖anϕn(t)‖L2(Gδ(t0)) → 0, n→∞. Как
известно, R0 = 1

lim
n

n
√
|an|

, т. е. существует последовательность {nk} такая, что

R−1
0 = lim

k→∞
nk
√
|ank |. Так как rδ > R0, то для достаточно больших k

rδ >
1

nk
√
|ank |

, т. е. |ankϕnk(t)| > 1 ∀t ∈ Gδ(t0).

Отсюда ‖ankϕnk(t)‖L2(Gδ(t0)) ≥ 2δ > 0 для достаточно больших k; противоречие.
Значит, R0 ≥ R. Следовательно, для любой f ∈ L2 функция F (z) является
аналитической в круге z : |z| < R. Так как r < R, найдется δ0-окрестность
некоторой точки τ ∈ (a, b) такая, что |ϕ(t)| < R для любого t ∈ Dδ0(τ) =
[τ − δ0, τ + δ0]. Очевидно, что F+[ϕ(t)] = f+(t) п. в. на Dδ0(τ). Из условий 1, 2

вытекает, что ряд
∞∑
n=0

anξn сходится в L2(� ). Тогда

∫

�

∞∑

n=0

anξ
nξk dξ =

∞∑

n=0

an

∫

�

ξn+k dξ = 0 ∀k ≥ 0.

Из этого равенства и теоремы Смирнова [22, с. 424] следует, что существует

F1(z) ∈ E1(int � ), для которой F1(ξ) =
∞∑
n=0

anξn п. в. на � . По условию 2 int �

принадлежит классу C областей Смирнова [20, c. 90]. Так как F+
1 (ξ) ∈ L2(� ),

опять же по теореме Смирнова [20, c. 92] функция F1(z) принадлежит E2(int � ).
Из предыдущих рассуждений вытекает, что F+

1 [ϕ(t)] = F+[ϕ(t)] п. в. на Dδ0(τ).
По теореме единственности Привалова [22, с. 413] F1(z) ≡ F (z) в int � .

Следовательно, F (z) ∈ E2(int � ) и F+[ϕ(t)] = f+(t) п. в. на [a, b].
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Аналогично доказывается, что функция

�(z) ≡
∞∑

n=0

b̄nz
n

принадлежит E2(int � ) и

�[ϕ(t)] =
∞∑

n=0

bnϕ
n(t) п. в. на [a, b].

В итоге функции F (z) и �(z) являются решениями следующей задачи со-
пряжения в E2(int � ):

A(t)F+[ϕ(t)] +B(t)�
+
[ϕ(t)] = f(t) п. в. на [a, b]. (24)

Аналогично доказательству теоремы 1 получаем, что однородная задача

A(t)F+[ϕ(t)] +B(t)�
+
[ϕ(t)] = 0 п. в. на [a, b]

имеет только тривиальное решение в E2(int � ), так как (2) полна в L2(a, b).
Значит, (24) однозначно разрешима в E2(int � ).

Так как r < R, найдется z0 ∈ ext � такая, что |z0| < R. Рассмотрим функ-
цию

f0(ϕ(t)) ≡ 1
ϕ(t)− z0

≡ f(t)
A(t)

.

Очевидно, что

f0(z) =
1

z − z0
∈ E2(int � )

и, более того,
A(t)f+

0 [ϕ(t)] = f(t) на [a, b]. (25)

Сравнивая (25) с (24), из единственности получаем, что F (z) ≡ f0(z), �(z) ≡ 0 в
int � . Тем самым F (z) является аналитическим продолжением f0(z) из области
int � в CR\ int � , CR = {z ∈ C | |z| < R}. Но из единственности аналитического
продолжения следует, что это невозможно, так как z0 ∈ CR является полюсом
функции f0(z) в CR. Теорема доказана.

Замечание. Как показано в [23], в случае базисности система вида (1)
изоморфна классической системе экспонент.
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