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Аннотация: Доказаны две теоремы представления в смысле Боянич — Сенети для
двух классов O-правильно изменяющихся последовательностей CRc и ERc.
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1. Введение

Пусть (an) — некоторая последовательность положительных чисел. Если
an → 0 при n→∞, то последовательность (cn), определенная равенством cn =
n∑

k=1
ak (n ∈ N), не обязательно O-правильно изменяющаяся (см. [1]), т. е. не

обязательно удовлетворяет условию

kc(λ) = lim
n→∞

c[λn]

cn
< +∞, λ > 0. (1)

Но если при этом (an) монотонна, то последовательность (cn) O-правильно из-
меняется и ее индексная функция kc(λ) непрерывна для всех λ > 0. Если теперь

kc(λ) = lim
n→+∞

c[λn]

cn
, λ > 0, (2)

— ee вспомогательная индексная функция, то для каждого λ ≥ 1 и некоторого
d ≥ 0 имеем

1 ≤ kc(λ) ≤ kc(λ) ≤ λd.

Множество всех O-правильно изменяющихся последовательностей, индексные
функции которых непрерывны, обозначается через CRc (см. например, [2]).
Оно играет определенную роль в анализе расходящихся асимптотических про-
цессов (см., например, [3, 4]).

Множество всех положительных последовательностей (cn), которые для
всех λ ≥ 1 удовлетворяют неравенствам

λc ≤ kc(λ) ≤ kc(λ) ≤ λd

для некоторых действительных чисел c, d, обозначается через ERc (см., напри-
мер, [5]).

Теория Караматы правильной изменяемости занимает важное место в ана-
лизе асимптотических процессов (см. [5]). Множество CRf всех O-правильно
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изменяющихся функций, индексная функция которых непрерывна (см. [2]), и
множество ERf всех расширенных правильно изменяющихся функций (см. [5])
играют значительную роль в этой теории.

Напомним, что множество всех измеримых функций f : [a,+∞) 7→ (0,+∞),
a > 0, у которых индексная функция

kf (λ) = lim
x→+∞

f(λx)
f(x)

непрерывна для всех λ > 0, обозначается через CRf , а множество всех положи-
тельных измеримых функций f(x) (x ≥ a, a > 0), у которых индексная функция
и вспомогательная индексная функция

kf (λ) = lim
x→+∞

f(λx)
f(x)

для всех λ ≥ 1 удовлетворяют условию

λc ≤ kc(λ) ≤ kc(λ) ≤ λd

для некоторых действительных чисел c, d, обозначается через ERf .
Напомним, что, как известно, ERf ( CRf (см. [2]).
Напомним также, что сужение произвольной функции f(x), x ≥ 1, из клас-

са ERf на множество N представляет один из основных примеров последова-
тельностей из класса ERc. Аналогичное верно и для классов CRf и CRc.

Кроме того, если RVc — множество всех правильно изменяющихся после-
довательностей (см. [6]) и ORc — множество всех O-правильно изменяющихся
последовательностей (см. [1]), то, как известно,

RVc ( ERc ( CRc ( ORc.

2. Основной результат

Сформулируем два утверждения типа Боянич — Сенеты (см. [6]) для клас-
сов CR и ER. Эти утверждения служат также теоремами представления для
классов последовательностей CRc и ERc. Подобные утверждения для правиль-
но изменяющихся последовательностей (класс RVc) и для O-правильно изменя-
ющихся последовательностей (класс ORc) доказаны в [6, 1].

Теорема 1. Пусть (cn) — последовательность положительных чисел. То-
гда эквивалентны следующие утверждения:

(a1) (cn) ∈ CRc;
(a2) f(x) = c[x], x ≥ 1, принадлежит классу CRf ;

(a3) cn = exp
{
θn + r(log n)+

n∑
k=n0

δk
k

}
, n ≥ n0 , причем θn → 0 при n→ +∞,

функция r(t) ограничена и равномерно непрерывна на отрезке [log n0,+∞), где
(δn) — некоторая ограниченная последовательность.

Доказательство. (a1) =⇒ (a2). Предположим, что (cn) ∈ CRc. Тогда
для каждого ε > 0 существует r = r(ε) > 1 такое, что |kc(λ) − 1| < ε для
каждого λ ∈

[ 1
r2 , r

2
]
. Покажем, что существуют промежуток [A,B] ⊆

[ 1
r , r

]
(A < B) и n0 ∈ N такие, что c[zn]

cn
< 1 + ε для всех n ≥ n0 и z ∈ [A,B].

Для произвольного λ ∈
( 1
r , r

)
определим nλ ∈ N следующим образом:

nλ =

{
1, если c[λn]

cn
< 1 + ε для всех n ∈ N,

1 + max
{
n ∈ N : c[λn]

cn
≥ 1 + ε

}
в ином случае.
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Очевидно, что 1 ≤ nλ < +∞ для всех таких λ.
Определим последовательность множеств (Ak) (k ∈ N):

Ak = {λ ∈ (1/r, r) | nλ > k}, k ∈ N.

Тогда (Ak) — убывающая последовательность множеств такая, что
+∞⋂
k=1

Ak = ∅.

Покажем, что не все множества Ak (k ∈ N) плотные в
( 1
r , r

)
.

Если λ ∈ Ak для фиксированного k ∈ N, то c[(nλ−1)λ]

cnλ−1
≥ 1 + ε, так что

существует некоторое δλ > 0 такое, что
c[(nλ−1)t]

cnλ−1
=

c[(nλ−1)λ]

cnλ−1
≥ 1 + ε

для всех t ∈ [λ, λ + δλ) (
( 1
r , r

)
. Поэтому каждое t ∈ (λ, λ + δλ) принадлежит

множеству Ak, так как nt ≥ (nλ − 1) + 1 > k. Следовательно, если λ ∈ Ak, то
(λ, λ + δλ) ⊆ Ak. Если некоторое множество Ak плотно в

( 1
r , r

)
, то множество

IntAk также плотно в
( 1
r , r

)
. Если предположить, что все множества Ak (k ∈ N)

плотны в
( 1
r , r

)
, то (IntAk) — некоторая последовательность открытых подмно-

жеств множества
( 1
r , r

)
второй категории. Тогда следует, что множество

+∞⋂
k=1

Ak

плотно в
( 1
r , r

)
и поэтому непусто; противоречие. Отсюда получаем, что суще-

ствует n0 ∈ N такое, что множество An0 не плотно в
( 1
r , r

)
. Поэтому существует

некоторый промежуток [A,B] ⊆
[ 1
r , r

]
(A < B) такой, что

[A,B] ⊆ (1/r, r) \An0 = {λ ∈ (1/r, r) | nλ ≤ n0}.
Отсюда для каждого λ ∈ [A,B] имеем nλ ≤ n0, поэтому для каждого n ≥ n0 ≥
nλ и каждого λ ∈ [A,B] будет c[λn]

cn
< 1 + ε. Тем самым для каждого λ ∈

[ 1
r , r

]
и всех достаточно больших x ≥ x0 получим

c[λx]

c[x]
=

c[t[η[x]]]

c[η[x]]
·
c[η[x]]

c[x]
, (3)

где t = t(x) ∈ [A,B] и η = 2λ/(A+B).
Так как 1/r2 ≤ η ≤ r2, находим, что

1− ε < kc(λ) ≤ kf (λ) < (1 + ε)2 (4)

для каждого λ ∈
[ 1
r , r

]
. Отсюда lim

λ→1
kf (λ) = 1, поэтому kf (λ) — непрерывная

функция для всех λ > 0. Но это значит, что функция f(x) = c[x], x ≥ 1,
принадлежит классу CRf .

(a2) =⇒ (a3). Предположим, что функция f(x) = c[x], x ≥ 1, принадлежит
классу CRf . Тогда, используя [2], получаем, что существует некоторое n ≥ B
такое, что

cn = f(n) = exp

{
θ(n) + r1(log n) +

n∫
B

ε(t)
t

dt

}
,

где ε и θ — ограниченные измеримые функции на [B,+∞), функция r1 огра-
ничена и равномерно непрерывна на [logB,+∞) и lim

x→+∞
θ(x) = 0. Если взять

n0 = [B] + 1 и

s =
n0∫
B

ε(t)
t

dt, (5)
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то функция r(t) = r1(t)+s ограничена и равномерно непрерывна на [log n0,+∞).

Далее, пусть δk = k
k∫

k−1

ε(t)
t dt для всех k ≥ n0 + 1 и δn0 = 0. Так как

|δk| = k

∣∣∣∣∣∣
k∫

k−1

ε(t)
t

dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ k sup
t≥k−1

|ε(t)| · log
(

1 +
1

k − 1

)
≤ 2 sup

t≥k−1
|ε(t)| < M < +∞

для всех k ≥ n0 + 1, то (δn) — ограниченная последовательность. Отсюда для
всех n ≥ n0 и θn = θ(n) получаем

cn = exp

{
θn + r(log n) +

n∑
k=n0

δk
k

}
,

где lim
n→+∞

θn = 0, (δn) — ограниченная последовательность и функция r = r(t)

ограничена и равномерно непрерывна на отрезке [logn0,+∞).

(a3) =⇒ (a1). Предположим, что λ > 1 и n ≥ n0. Тогда

c[λn]

cn
= exp

{
θ[λn] − θn + r(log[λn])− r(log n) +

[λn]∑
k=n+1

δk
k

}
.

Taк кaк функция r(t) равномерно непрерывна на отрезке [log n0,+∞), θn →
0 при n→ +∞ и

inf
k≥n+1

δk log
[λn] + 1
n+ 1

= inf
k≥n+1

δk

[λn]+1∫
n+1

dt

t
≤

[λn]∑
k=n+1

δk
k

≤ sup
k≥n+1

δk

[λn]+1∫
n+1

dt

t− 1
= sup

k≥n+1
δk log

[λn]
n

для каждого n ≥ n0 и некоторой ограниченной последовательности (δn), на-
ходим, что lim

n→+∞
λ→1+

c[λn]/cn = 1. Аналогично можно получить lim
n→∞
λ→1−

c[λn]/cn = 1,

поэтому (cn) ∈ CRc. Теорема доказана.

Теорема 2. Если (cn) — последовательность положительных чисел, то эк-
вивалентны следующие условия:

(b1) (cn) ∈ ERc;
(b2) f(x) = c[x], x ≥ 1, принадлежит классу ERf ;

(b3) cn = exp
{
εn +

n∑
k=n0

δk
k

}
, n ≥ n0, где εn → c ∈ R, n → +∞ и (δn) —

ограниченная последовательность.
Доказательство. (b1) =⇒ (b2). Предположим, что (cn) ∈ ERc. Тогда

для любого ε > 0 существует r = r(ε) > 1 такое, что |kc(λ) − 1| ≤ ε для всех
λ ∈ [1, r2]. Существуют промежуток [A,B] ⊆ [1, r] (A < B) и n0 ∈ N такие, что
для всех n ≥ n0 и каждого z ∈ [A,B] будет c[zn]/cn ≤ 1+ε. Это можно доказать
таким же способом, как в части (a1) =⇒ (a2). Значит, для каждого λ ∈ [r, r2]
и всех достаточно больших x ≥ x0 выполняется (3), где t = t(x) ∈ [A,B] и
η = 2λ/(A+B). Так как 1 ≤ η ≤ r2, получаем (4) для всех λ ∈ [r, r2].
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Далее, пусть λ ∈ (1, r) и α такое, что 1 < α ≤ λ ≤ α2. Аналогично преды-
дущему случаю существуют некоторый промежуток [C,D] ⊆ [1, α] (C < D) и
n0 ∈ N такие, что для всех n ≥ n0 и каждого z ∈ [C,D] будет c[zn]/cn ≤ 1 + ε.
Тогда для всех таких λ и всех достаточно больших x ≥ x0 выполняется (3), где
t = t(x) ∈ [C,D] и η = 2λ/(C +D). В силу 1 ≤ η ≤ α2 < r2 снова получаем (4).

Отсюда для всех рассматриваемых ε > 0 и всех λ ∈ [1, r2] приходим к (4).
Это дает равенство lim

λ→1+
kf (λ) = 1. Далее, для ε > 0 существует s = s(ε) > 1

такое, что |kc(λ)− 1| ≤ ε для всех λ ∈ [1, s2].
Кроме того, существуют промежуток [A1, B1] ⊆ [1, s] (A1 < B1) и n0 ∈ N

такие, что c[zn]/cn ≥ 1 − ε для каждого n ≥ n0 и всех z ∈ [A1, B1]. Это можно
доказать аналогично доказательству существования промежутка [A,B] в части
(a1) =⇒ (a2). Тогда для каждого λ ∈ [s, s2] и всех достаточно больших x ≥ x0,
очевидно, выполняется (3), причем t = t(x) ∈ [A1, B1] и η = 2λ/(A1 + B1). Так
как к тому же 1 ≤ η ≤ s2, находим, что для всех λ ∈ [s, s2]

1 + ε ≥ kc(λ) ≥ kf (λ) ≥ (1− ε)2. (6)

Пусть, далее, λ ∈ (1, s). Рассмотрим произвольное β такое, что 1 < β ≤
λ ≤ β2. Аналогично предыдущей части существуют некоторый промежуток
[C1, D1] ⊆ [1, β] (C1 < D1) и n0 ∈ N такие, что c[zn]/cn ≥ 1 − ε для каждого
n ≥ n0 и всех z ∈ [C1, D1]. Тогда для всех рассматриваемых λ и достаточно
больших x ≥ x0 выполняется (3), где t = t(x) ∈ [C1, D1] и η = 2λ/(C1 +D1). Так
как 1 ≤ η ≤ β2 < s2, получаем (6) для всех рассматриваемых λ. Отсюда для
всех ε > 0 и λ ∈ [1, s2] приходим к (6). Это сразу дает lim

λ→1+
kf (λ) = 1, поэтому

существует δ > 1 такое, что 0 < kf (λ) ≤ kf (λ) < +∞ для всех λ ∈ [1, δ]. Это
значит, что 0 < kf (λ) < +∞ для всех λ ∈

[ 1
δ , δ

]
, откуда f ∈ ORf , тем самым

kf (λ) < +∞ для всех λ > 0. Так как lim
λ→1−

kf (λ) = 1, находим, что функция

kf (λ) непрерывна для всех λ > 0. Отсюда f ∈ CRf . Поскольку kc(λ) = kf (λ),
λ > 0, получаем

λc ≤ kf (λ) ≤ kf (λ) ≤ λd

для некоторых c, d ∈ R и всех λ ≥ 1. Значит, f ∈ ERf .

(b2) =⇒ (b3). Предположим, что функция f(x) = c[x], x ≥ 1, принадлежит
классу ERf . Тогда из [5] следует существование B > 0 такого, что для каждого
n ≥ B выполнено

cn = f(n) = exp

{
ε1(n) +

n∫
B

δ(t)
t

dt

}
,

где функция δ(t) ограничена и измерима на [B,+∞), функция ε1(t) ограничена
и измерима на [B,+∞) и ε1(t) → c1 ∈ R при t → +∞. Если определим n0 =
[B] + 1 и s, как в (5), то функция ε(t) = ε1(t) + s ограничена и измерима на
[B,+∞) и ε(t) → c1 + s = c при t→ +∞. Отсюда

cn = exp

{
εn +

n∑
k=n0

δk
k

}

для каждых n ≥ n0, причем εn = ε(n) (n ≥ n0), εn → c при n → ∞ и последо-
вательность (δn) аналогично части (a2) =⇒ (a3) ограничена.
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(b3) =⇒ (b1). Если λ ≥ 1 и n ≥ n0, то

c[λn]

cn
= exp

{
ε[λn] − εn +

[λn]∑
k=n+1

δk
k

}
.

Так как lim
n→∞

(ε[λn] − εn) = 0 и∣∣∣∣∣
[λn]∑

k=n+1

δk
k

∣∣∣∣∣ ≤ sup
k≥n+1

|δk| · log
[λn]
n

, n ≥ n0,

находим, что
log kc(λ) ≤ d · log λ,

где d = sup
k∈N

|δk|. Поэтому λc ≤ kc(λ) ≤ λd, где c = − sup
k∈N

|δk| и λ ≥ 1 произволь-

ное. Отсюда (cn) ∈ ERc.
Теорема доказана.

Следствие 1. Пусть (cn) — некоторая последовательность положитель-
ных чисел. Тогда эквивалентны следующие условия:

(a1) (cn) ∈ CRc;
(a2) lim

λ→1
kc(λ) = 1;

(a3) если ki : N 7→ N (i = 1, 2) — функции такие, что lim
n→∞

ki(n) = +∞ и
k1(n) ∼ k2(n) при n→ +∞, то ck1(n) ∼ ck2(n), если n→ +∞;

(a4) имеет место равенство

lim
n→+∞
λ→1

c[λn]

cn
= 1.

Следствие 2. Предположим, что (cn) ∈ CRc. Тогда
(b1) kc(λ) = kf (λ), λ > 0, где f(x) = c[x], x ≥ 1;
(b2) имеет место равенство

lim
n→+∞

sup
λ∈T

(
sup
k≥n

c[λk]

ck
− kc(λ)

)
= 0

для любого компакта T ⊆ (0,+∞).
Заметим, что утверждение (b2), по-существу, является теоремой о равно-

мерной сходимости для последовательностей из класса CRc.
С помощью предыдущих результатов можно расширить теорию последова-

тельностей из классов ERc и CRc аналогично соответствующей теории функ-
ций, как в случае RV (см. [6]).
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