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О БИФУРКАЦИЯХ РАВНОВЕСИЙ

ПРИ РАЗРУШЕНИИ КОСИММЕТРИИ

ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ
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Аннотация: Исследуются бифуркации, сопутствующие распаду непрерывного се-
мейства равновесий косимметричной динамической системы (или вообще семейства
решений косимметричного операторного уравнения) при возмущении, разрушаю-
щем косимметрию. Продолжаются исследования, начатые в работах [1–3]. Приме-
няется метод Ляпунова — Шмидта. Проведен детальный анализ в случаях, когда
уравнение разветвления одномерно или двумерно.
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Существуют два подхода к исследованию бифуркаций — метод Ляпунова —
Шмидта и метод центрального многообразия. Метод Ляпунова — Шмидта не
связан ограничениями размерности ядра линеаризованного оператора и приго-
ден для исследования ветвления решений операторных уравнений. Вместе с
аналитической теорией возмущений спектра он может служить и для исследо-
вания устойчивости равновесий и периодических решений дифференциальных
уравнений. Метод центрального многообразия дает наглядную геометрическую
картину локальных фазовых портретов системы и во многих случаях удобней
для исследования устойчивости движения. В данной работе применяется метод
Ляпунова — Шмидта. Все заданные операторы предполагаются аналитически-
ми, хотя большинство результатов распространяется и на тот случай, когда они
класса Ck при k = 2 или k = 3.

Общая теория [4, 5] классифицирует бифуркации по коразмерности вырож-
дения. Для рассмотрения динамической системы с непрерывным семейством
равновесий, что соответствует бесконечной коразмерности вырождения, долж-
ны быть серьезные причины. Самая известная среди них — присутствие группы
симметрии рассматриваемой динамической системы. Другой возможной при-
чиной служит косимметрия [6, 7].

Члены семейства равновесий косимметричной динамической системы об-
ладают изменчивым спектром устойчивости [6, 7], что принципиально отличает
такое семейство от орбиты действия любой динамической группы симметрии.
Не раз было подчеркнуто [8, 9], что причины сильной неединственности равно-
весий в системах с косимметрией и в системах с симметрией двойственны: нали-
чие косимметрии указывает на недоопределенность системы, тогда как наличие
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симметрии говорит о ее переопределенности. Равновесия, принадлежащие од-
ной орбите группы симметрии, лишены индивидуальности, и поэтому теория
бифуркаций в симметричных системах рассматривает скорее бифуркации ор-
бит, а не равновесий в отдельности.

Роль симметрии в современной физике и, в частности, в теории бифуркаций
хорошо известна [10–14]. В то же время понятие косимметрии является срав-
нительно новым и нет сомнений, что нетривиальные косимметрии будут еще
обнаружены во многих задачах математической физики. Известные в насто-
ящее время примеры — фильтрационная конвекция жидкости [6, 7], в частно-
сти, многокомпонентной и магнитной [15–17], системы классической механики с
симметричной потенциальной энергией [9, 18], модели фазовых переходов анти-
ферромагнетиков [19], задачи о волнах на поверхностях раздела жидкостей [20].
Разумеется, речь здесь идет о неголономных косимметриях, голономные косим-
метрии суть дифференциалы интегралов системы и, конечно, хорошо извест-
ны. Заметим, что пуассоновы системы и их обобщения, наряду с известными
интегралами Казимира и соответствующими им голономными косимметриями,
могут обладать и неголономными косимметриями [19]. В частности, это имеет
место для уравнений Эйлера идеальной несжимаемой жидкости [7, 19]. Класси-
ческие уравнения Эйлера — Пуассона тяжелого гироскопа и уравнения Кирк-
гофа — движения твердого тела в потенциальном потоке жидкости — обладают
неголономными косимметриями лишь при специальных значениях параметров
[19].

Нетривиальная косимметрия указывает на скрытую недоопределенность
системы, которая выражается в появлении нового свободного параметра, ска-
жем, длины дуги вдоль одномерного семейства. Когда явно входящие парамет-
ры косимметричной системы изменяются, происходят необычные бифуркации
как самих непрерывных семейств, так и входящих в них равновесий [6, 21–31]. В
работах [27, 28] показано, что при косимметричном возмущении системы семей-
ство равновесий может разорваться, на нем могут появиться новые устойчивые
и неустойчивые дуги, на первоначально гладком семействе может возникнуть
острие (нулевой угол), от которого может ответвиться цикл равновесий или
петля равновесий. Описана бифуркация рождения цикла равновесий «из возду-
ха». Прослежены также бифуркации, связанные с изменением типа равновесия
(узел-фокус, узел-седло и т. д.).

Понятно, что непрерывные семейства равновесий косимметричных систем
не выдерживают возмущений, разрушающих косимметрию и, вообще говоря,
распадаются или даже полностью исчезают. Как показано в [2, 3] при таких
возмущениях, в предположении аналитичности операторов в условиях общего
положения сохраняется не более чем конечное число решений. Если исчезают
все решения, то цикл равновесий превращается в предельный цикл — траекто-
рию периодического режима с большим периодом.

В работах [2, 3] разобран случай невырожденного семейства равновесий, ко-
гда размерность ядра производной оператора совпадает с размерностью семей-
ства и с числом нетривиальных косимметрий. Основная цель данной работы —
рассмотреть случай вырожденных равновесий семейства, когда соответству-
ющее уравнение разветвления двумерно. Мы ограничиваемся здесь случаем
единственной косимметрии. Вопросы устойчивости авторы намерены рассмот-
реть в другой статье, с применением метода центрального (нейтрального) мно-
гообразия. Ранее в работах [27, 28] были изучены возмущения, сохраняющие
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косимметрию. Можно сказать, что в данной работе исследовано разрушение
бифуркаций, описанных в [27, 28].

Распаду семейства стационарных режимов фильтрационной конвекции в
невырожденном случае посвящена работа [32]. В работе [33] для одной ко-
нечномерной модели фильтрационной конвекции рассмотрен и вырожденный
случай.

Статья организована следующим образом. В § 1 дана постановка задачи и
с применением спектральных проекторов выведено общее уравнение разветвле-
ния. Показано (предложение 1.1), что уравнение разветвления наследует ко-
симметрию при косимметричном возмущении [6]. Доказано, что в условиях
общего положения в результате возмущения непрерывное семейство полностью
исчезает (теорема 1.1).

В § 2 разобран случай одномерного уравнения разветвления. Сначала при-
водятся известные результаты [27, 28] для косимметричного возмущения, когда
применима косимметричная версия теоремы о неявной функции [6]. Затем в
теореме 2.1 описываются бифуркации при разрушении косимметрии. Показано,
в частности, что распад семейства равновесий может сопровождаться бифурка-
цией рождения пары равновесий «из воздуха». Рассмотрены как случай общего
положения, так и случай линейного вырождения коразмерности 1 и произволь-
ных нелинейных вырождений.

Вырождение коразмерности 1 в нашей задаче означает, что соответству-
ющая невозмущенная система встречается неустранимым образом в однопара-
метрических семействах косимметричных векторных полей, т. е. сохраняется
при малых гладких косимметричных возмущениях.

В § 3 показано, что вырождения в задаче о структуре множества равнове-
сий связаны с изменением размерности ядра линеаризованного поля, а не со
строением спектрального подпространства (предложение 3.1). Детально иссле-
дованы двумерные уравнения разветвления. Снова сначала разбирается косим-
метричный случай (теоремы 3.1 и 3.2) [27, 28]. Рассмотрены ситуация, когда
линейная часть уравнения разветвления невырожденна, а также случай ее вы-
рождения. Изучены возможные вырождения вплоть до самого сильного, когда
равновесные режимы существуют лишь при критическом значении параметра и
заполняют двумерную поверхность в окрестности невозмущенного равновесия.
Описаны: а) двусторонняя седловая бифуркация, b) односторонняя бифурка-
ция рождения равновесного цикла «из воздуха» и с) бифуркация потери гладко-
сти семейством равновесий — образование нулевого угла на гладком семействе.
Затем (теорема 3.3) исследован распад бифуркаций а) и b) под действием неко-
симметричных возмущений.

§ 1. Постановка задачи и уравнения разветвления

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение в гильбертовом
пространстве H :

θ̇ = M(θ, λ, γ), M(θ, λ, γ) = F (θ, λ) + γK(θ, λ, γ), (1.1)

с вещественными параметрами λ, γ ∈ R. Предположим, что зависящее от пара-
метра λ отображение F : H×R → H допускает косимметрию L, тоже зависящую
от λ. Это означает, что известно отображение L : H × R → H , (θ, λ) 7→ L(θ, λ),
такое, что для всех θ ∈ H , λ ∈ R векторы F (θ, λ), L(θ, λ) ортогональны [6, 7]:

(F (θ, λ), L(θ, λ)) = 0. (1.2)
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Допустим, что уравнение (1.1) при γ = 0 и некотором λ = λ0 имеет равновесие
θ0, так что

F (θ0, λ0) = 0. (1.3)

Заметим, что вектор L0 = L(θ0, λ0) принадлежит ядру оператора A∗, со-
пряжeнного к производной A = F ′

θ(θ0, λ0) [6]. Для гладкой косимметрии это
следует из равенства [6]

F ′∗(θ, λ)L(θ, λ) + L′∗(θ, λ)F (θ, λ) = 0, (1.4)

получаемого дифференцированием тождества (1.2) по переменной θ. Таким
образом, если равновесие θ0 некосимметрично, т. е. L0 6= 0, то нуль является
собственным значением оператора A∗.

Пусть выполняются следующие гипотезы.
H1. Косимметрия L и векторное поле M аналитичны соответственно в

некоторых окрестностях точек (θ0, λ0) и (θ0, λ0, 0).
H2. Равновесие θ0 некосимметрично: L0 6= 0.
H3. Спектр σ(A) производной A = F ′

θ(θ0, λ0) состоит из нейтрального (ле-
жащего на мнимой оси) множества σ0(A), а также устойчивого σ−(A) и неустой-
чивого σ+(A) спектральных множеств, расположенных соответственно внутри
левой и правой полуплоскостей. Нейтральный спектр сводится к единственной
точке 0: σ0(A) = {0}.

H4. Точка 0 — полюс оператора A, так что 0 является собственным зна-
чением конечной кратности k как оператора A, так и его сопряжeнного A∗ (в
дальнейшем k = 1 или k = 2).

Специфика системы с косимметрией проявляется в том, что в случае обще-
го положения здесь k = 1. Кроме того, однопараметрическое семейство неко-
симметричных равновесий общего положения может содержать как устойчивые,
так и неустойчивые дуги [7]. Их разделяют граничные равновесия [30], линеари-
зация на которых может иметь кратное нулевое собственное значение. Выходит,
что в ситуации общего положения семейство некосимметричных равновесий со-
держит точки, для которых k = 2 (клетка Жордана порядка 2). Когда мы
пересекаем такую точку, двигаясь вдоль семейства в сторону неустойчивости
(устойчивости), от нулевого собственного числа отщепляются ветви собствен-
ных значений, идущие в правую (левую) полуплоскость.

Спектральным множествам σ0(A), σ1(A) = σ−(A) ∪ σ+(A) соответствуют
спектральные подпространства H0, H1 и спектральные проекторы P0 : H → H0,
P1 : H → H1:

P0 =
1

2πi

∮

�0

(λI −A)−1 dλ, P1 = I − P0. (1.5)

Здесь контур �0 = ∂D0 — гладкая граница ограниченной области D0 комплекс-
ной плоскости, не содержащей иных точек спектра σ(A), кроме 0. Контур �0
состоит из регулярных точек оператора A, а в остальном произволен.

Применяя метод Ляпунова — Шмидта [34], будем разыскивать решения
уравнения равновесий

M(θ, λ, γ) = 0 (1.6)

вблизи точки (θ0, λ0, 0) в виде

θ = θ0 + u, λ = λ0 + δ, γ = γ. (1.7)
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Полагая u = x0 + x1, где x0 = P0u, x1 = P1u, сведем уравнение

M(θ0 + u, λ0 + δ, γ) = 0 (1.8)

к системе
P0M(θ0 + x0 + x1, λ0 + δ, γ) = 0, (1.9)

P1M(θ0 + x0 + x1, λ0 + δ, γ) = 0. (1.10)

Выделяя линейные части, переписываем уравнения (1.9)–(1.10) в виде

A0x0 + P0G(x0, x1, δ, γ) = 0, (1.11)

A1x1 + P1G(x0, x1, δ, γ) = 0, (1.12)

G(x0, x1, δ, γ) def= M(θ0 + x0 + x1, λ0 + δ, γ) −A(x0 + x1).

Здесь A0, A1 — сужения оператора A на H0 и H1 соответственно, так что
их спектры суть σ(A0) = σ0(A) и σ(A1) = σ1(A).

Так как оператор A1 обратим, к уравнению (1.12) относительно x1 при
заданном малом x0 применима теорема о неявной функции и можно выразить
x1 через x0:

x1 = T (x0, δ, γ). (1.13)

Отображение T : �0 → H1 определено и аналитично в некоторой окрестности
�0 ⊂ H0 × R2 точки (0, 0, 0).

Подставляя (1.13) в (1.9), приходим к уравнению разветвления

R0(x0, δ, γ) = 0, (1.14)

где

R0(x0, δ, γ) = P0M(Q(x0, δ, γ), λ0 + δ, γ) = M(Q(x0, δ, γ), λ0 + δ, γ), (1.15)

а Q : H0 × R2 → H1 — отображение, определяемое как

Q(x0, δ, γ) = θ0 + x0 + T (x0, δ, γ). (1.16)

Оператор R0 : H0 × R2 → H0 определен в некоторой окрестности нуля
подпространства H0 × R2.

Рассмотрим отображение L0 : H0 × R → H0,

L0 : (x0, δ) 7→ L0(x0, δ) = P ∗
0 L(Q(x0, δ, 0), λ0 + δ). (1.17)

Предложение 1.1. Уравнение разветвления (1.14) при выполнении усло-
вия γ = 0 наследует косимметрию [6]: допускает косимметрию (1.17), а его
нулевое решение сохраняет некосимметричность: L0(0, 0) 6= 0.

Доказательство. Вводя замену переменных (1.16) в косимметричном тож-
дестве (1.2) и полагая γ = 0, получаем

0 = (F (θ, λ), L(θ, λ)) = (F (Q(x0, δ, 0), λ0 + δ), L(Q(x0, δ, 0), λ0 + δ)
= (P0F (Q(x0, δ, 0), λ0 + δ), L(Q(x0, δ, 0), λ0 + δ)

= (F (Q(x0, δ, 0), λ0 + δ), P ∗
0 L(Q(x0, δ, 0), λ0 + δ) = (R0(x0, δ, 0),L0(x0, δ)).

Здесь учтено, что F (Q(x0, δ, 0), λ0 + δ) = P0F (Q(x0, δ, 0), λ0 + δ).
Заметим, что L0(0, 0) = P ∗

0 L0 = L0, так как L0 ∈ kerA∗. Предложение 1.1
доказано.
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Уравнение разветвления (1.14) запишем в виде

A0x0 + P0f(x0, δ, γ) = 0, (1.18)

f(x0, δ, γ) def= G(x0, T (x0, δ, γ), δ). (1.19)
Заметим, что оператор A0 нильпотентен, а в случае, когда индекс ν(0) нулевого
собственного значения равен единице, A0x0 = 0. Дальнейшие выкладки будем
проводить в предположении ν(0) = 1 (см. предложение 3.1).

Разложение оператора F в ряд Тейлора по степеням θ − θ0 = u, λ− λ0 = δ
в окрестности точки (θ0, λ0) имеет вид

F (θ0 + u, λ0 + δ) = Au + F0λδ +
∑

k+`≥2

1
k!`!

F (k)
0λ`u

kδ`. (1.20)

Здесь штрих соответствует дифференцированию по θ, индекс 0 означает, что
соответствующая производная вычислена в точке (θ0, λ0).

Разложим операторK в ряд Тейлора по степеням u, δ, γ в окрестности точки
(θ0, λ0, 0):

K(θ0 + u, λ0 + δ, γ) = K0 + Bu + K0λδ + K0γγ +
∑

k+`+m≥2

1
k!`!m!

K(k)
0λ`γmukδ`γm.

(1.21)
Здесь K0 = K(θ0, λ0, 0) — постоянный вектор, а B = K ′

θ(θ0, λ0, 0) — линейный
оператор. Отображение T (см. (1.13)) разыскиваем в виде ряда Тейлора по
степеням δ, γ:

T (x0, δ, γ) = T ′x0 + δTλ + γTγ

+
1
2
T ′′x2

0 + δT ′
λx0 + γT ′

γx0 +
δ2

2
Tλλ + λγTγλ +

γ2

2
Tγγ + . . . , (1.22)

где точками обозначены слагаемые выше второй степени, несущественные во
всех рассмотренных далее случаях. Слагаемые ряда (1.22) находим последова-
тельно, подставляя его в уравнение (1.12) вместо x1, с учетом (1.20), (1.21).

Среди линейных относительно x0, δ, γ слагаемых одно равно нулю:

T ′x0 = 0, Tλ = −A−1
1 P1F0λ, Tγ = −A−1

1 P1K0. (1.23)

Теперь, подставляя ряд (1.22) в (1.19), находим разложение оператора f по
степеням параметров δ и γ:

f(x0, δ, γ) = δfλ + γfγ

+
1
2
f ′′x2

0 + δf ′
λx0 + γf ′

γx0 +
δ2

2
fλλ + δγfγλ +

γ2

2
fγγ

+
1
6
f ′′′x3

0 +
δ

2
f ′′
λx

2
0 +

γ

2
f ′′
γ x

2
0 + δγf ′

λγx0 +
γ2

2
f ′
γγx0 +

δγ2

2
fδγγ

+
δ2γ

2
fδδγ +

γ3

6
fγγγ + . . . . (1.24)

Здесь также выписаны лишь существенные для дальнейших рассуждений сла-
гаемые. Они определяются равенствами

fλ = F0λ, fγ = K0, f ′′x2
0 = F ′′

0 x
2
0,

f ′
λx0 = F ′′

0 (x0, Tλ) + F ′
0λx0, f ′

γx0 = F ′′
0 (x0, Tγ) + Bx0,

fλλ = F ′′
0 T

2
λ + 2F ′

0λTλ + F0λλ, fλγ = F ′′
0 (Tλ, Tγ) + F ′

0λTγ + BTλ + K0λ,

fγγ = F ′′
0 T

2
γ + 2BTγ + 2K0γ

(1.25)
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f ′′′x3
0 = 3F ′′

0 (x0, T
′′x2

0) + F ′′′
0 x3

0,

f ′′
λx

2
0 = 2F ′′

0 (x0, T
′
λx0) + F ′′

0 (Tλ, T
′′x2

0) + F ′
0λT

′′x2
0 + F ′′′

0 (x2
0, Tλ) + F ′′

0λx
2
0,

f ′′
γ x

2
0 = 2F ′′

0 (x0, T
′
γx0) + F ′′

0 (Tγ , T
′′x2

0) + F ′′′
0 (x2

0, Tγ) + K ′′
0 x

2
0 + BT ′′x2

0,

f ′
λγx0 = F ′′′

0 (x0, Tλ, Tγ) + F ′′
0 (x0, Tλγ) + F ′′

0λ(x0, Tγ) + F ′′
0 (Tλ, T

′
γx0)

+ F ′
0λT

′
γx0 + F ′′

0 (Tγ , T
′
λx0) + K ′′

0 (x0, Tλ) + K ′
0λx0 + K ′

0T
′
λx0,

f ′
γγx0 = F ′′′

0 (x0, T
2
γ ) + F ′′

0 (x0, Tγγ) + 2F ′′
0 (Tγ , T

′
γx0)

+ 2K ′′
0 (x0, Tγ) + 2K ′

0γ + 2BT ′
γx0,

fλγγ = F ′′′
0 (T 2

γ , Tλ) + F ′′
0 (Tγγ , Tλ) + 2F ′′

0 (Tλγ , Tγ) + F ′′
0λT

2
γ + F ′

0λTγγ

+ 2K ′′
0 (Tγ , Tλ) + 2K ′

0γTλ + 2BTλγ + 2K ′
0λTγ + 2K0λγ ,

fλλγ = F ′′′
0 (Tγ , T

2
λ) + 2F ′′

0 (Tλ, Tλγ) + 2F ′′
0λ(Tγ , Tλ) + 2F ′

0λTλγ

+ F ′′
0 (Tγ , Tλλ) + F ′

0λλTγ + K ′′
0 T

2
λ + 2K ′

0λTλ + BTλλ + K0λλ,

fγγγ = F ′′′
0 T 3

γ + 3F ′′
0 (Tγ , Tγγ) + 3K ′′

0 T
2
γ + 6K ′

0γTγ + 3BTγγ + 3K0γγ .

Подставляя найденное выражение f в (1.12), получаем уравнения для опре-
деления слагаемых ряда (1.22):

T (k)
λ`γmxk

0 = −A−1
1 P1f

(k)
λ`γmxk

0 , k + ` + m ≥ 1. (1.26)

Теорема 1.1. Пусть для уравнения (1.1) выполнены гипотезы H1–H4 и
справедливы неравенства γ 6= 0, (K0, L0) 6= 0.

Тогда при малых δ = λ − λ0 и γ уравнение (1.1) не имеет равновесий в
некоторой окрестности W точки θ0.

Доказательство. Умножая уравнение разветвления (1.14) скалярно на
L0(x0, δ) и разлагая полученное уравнение в ряд в окрестности нуля простран-
ства (x0, δ, γ), получаем

(R0(x0, δ, 0),L0(x0, δ)) = γ((K0, L0) + . . . ) = 0, (1.27)

где точками обозначены слагаемые ненулевой степени. Отсюда и следует утвер-
ждение теоремы 1.1.

Для дальнейшего анализа уравнения разветвления (1.18) необходимо кон-
кретизировать предположения о структуре спектрального подпространства H0.
Мы рассмотрим сначала случай общего положения, а затем основные вырож-
дения.

§ 2. Случай общего положения (k = 1)

Простому нулевому собственному значению отвечают собственные векторы
ϕ0, L0 операторов A,A∗ соответственно, так что

Aϕ0 = 0, A∗L0 = 0, (ϕ0, L0) = 1. (2.1)

Проектор на нейтральное подпространство H0 задается равенством

P0θ = αϕ0, α = (θ, L0).

Косимметричный случай. Пусть γ = 0. Мы находимся в ситуации ко-
симметричной версии теоремы о неявной функции [6, 8, 35], из которой следует,
что равновесие в окрестности точки θ0 при любом фиксированном λ, близком
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к λ0, образует однопараметрическое подмногообразие. Скажем об этом подроб-
нее.

Уравнение равновесий (1.6) локально эквивалентно уравнению (1.12)
[6, 8, 35], которое запишем в виде

P1F (θ, λ) = 0, P1 = I − P0. (2.2)

Действительно, из заданного уравнения (1.6), очевидно, следует (2.2), а умно-
жая (1.6) на L(θ, λ), с учетом косимметричного тождества (1.2) приходим к
равенству

(F (θ, λ), L0) · (ϕ0, L(θ, λ)) = 0. (2.3)

Второй множитель при θ = θ0, λ = λ0 равен единице, а значит, не может обра-
щаться в нуль вблизи точки (θ0, λ0). Поэтому равен нулю первый множитель.
Тем самым и уравнение (1.6) является следствием уравнения (2.2).

Отсюда вытекает, что в некоторой окрестности � точки (θ0, λ0) равновесия
уравнения (1.1) образуют однопараметрическое семейство, задаваемое разложе-
нием в ряд Тейлора:

θ = θ0 + αϕ0 + δTλ +
1
2
α2T ′′ϕ2

0 + δαT ′
λϕ0 +

δ2

2
Tλλ + . . . . (2.4)

Его слагаемые задаются формулами (1.26) при x0 = ϕ0. Других равновесий в
окрестности � уравнение (1.1) не имеет.

Разрушение косимметрии. Рассмотрим случай γ 6= 0. Правую часть
уравнения разветвления (1.14) разобьем на два слагаемых:

R0(x0, δ, γ) = S(x0, δ) + γW (x0, δ, γ), (2.5)

S(x0, δ) = R0(x0, δ, 0) = (F (Q(x0, δ, 0), λ0 + δ), L0)ϕ0. (2.6)

Покажем, что функция S является нулевой. Действительно, согласно предло-
жению 1.1 она обладает косимметрией L0(x0, δ) такой, что L0(0, 0) = L0 6= 0, и
имеет место косимметричное тождество

(F (Q(x0, δ, 0), λ0 + δ), L0) · (ϕ0,L0(x0, δ)) = 0. (2.7)

Поскольку в некоторой окрестности точки (0, 0) второй множитель отличен от
нуля, там тождественно равен нулю первый множитель, а значит, и функция S.

Таким образом, в рассматриваемой ситуации уравнение разветвления (1.14)
принимает вид

W (x0, δ, γ) = 0. (2.8)

Разлагая в окрестности нуля правую часть уравнения (2.8) в ряд Тейлора,
получаем уравнение разветвления в виде

�(α, δ, γ) def= r000 + r100α + r010δ + r001γ +
∞∑

k+`+m≥2

rk`mαkδ`γm = 0. (2.9)

Коэффициенты rkm` вычисляются по формулам

rklm =
1

k!`!(m + 1)!
(f (k)

λ`γ(m+1)ϕ
k
0 , L0),

в которых существенные для дальнейших рассмотрений функции f (k)
λ`γ(m+1) за-

даются выражениями (1.25), (1.26), в частности, r000 = (K0, L0).
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Проведем анализ уравнения разветвления (2.9). Случай r000 6= 0 описан в
теореме 1.1. Далее предполагаем, что r000 = 0, и рассматриваем последователь-
но случаи выполнения условий

(i) r100 6= 0, (ii) r100 = 0, r010 6= 0, (iii) r100 = 0, r001 6= 0.

При выполнении условий (ii) или (iii) переходим к малым параметрам ε, ε1
посредством замен

δ =
1

r010
(ε1 − r001γ), γ = ε

или
δ = ε, γ =

1
r001

(ε1 − r010δ).

Уравнение разветвления (2.9) разрешаем относительно переменной α в слу-
чае (i) или переменной ε1 при выполнении хотя бы одной из групп условий
(ii), (iii). Соответственно получаем одно из двух уравнений

α = s(δ, γ), (2.10)

ε1 = h(α, ε), (2.11)

причем функции s, h задаются в окрестности нуля рядами Тейлора

s(δ, γ) = −r010
r100

δ − r001
r100

γ +
∞∑

m+`≥2

sm`δ
`γm, (2.12)

h(α, ε) =
∞∑

m+`≥2

hm`α
mε`. (2.13)

Коэффициенты sm`, hm` выражаются через величины rkm`.
Далее, помимо случая общего положения

h20 6= 0, �1 = h2
11 − 4h20h02 6= 0,

будет рассмотрено вырождение

h20 6= 0, �1 = 0. (2.14)

При условии (2.14) замена переменных

α → α + c1ε, ε → ε, c1 =
h11

2h20
(2.15)

приводит уравнение (2.11), (2.13) к виду

ε1 = h(α, ε) = h20α
2 + m1ε

3 + . . . , (2.16)

где m1 = −h30c31 + h21c21 − h12c1 + h03, а многоточие означает слагаемые выше
второй степени, кроме выписанного.

Теорема 2.1. Пусть для уравнения (1.1) выполнены гипотезы H1–H4, ядро
H0 = kerA одномерно и

γ 6= 0, r000 = 0, r100 6= 0.

Тогда при малых δ = λ − λ0, γ уравнение (1.1) имеет единственное равно-
весие в некоторой окрестности W точки θ0, задаваемое аналитическими функ-
циями (2.4), (2.10).
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Рис. 1.

В случае выполнения условий (ii) или (iii) при малых ε1 решения урав-
нения разветвления (2.9) образуют в некоторой окрестности нуля плоскости
переменных (α, ε) линии уровня аналитической функции h. Каждому малому
решению (α, ε) уравнения разветвления соответствует единственное равновесие
уравнения (1.1), и это соответствие взаимно однозначно.

В зависимости от значений коэффициентов ряда Тейлора (2.13), в окрест-
ности точки (0, 0) имеют место следующие бифуркации линий уровня функции
h (рис. 1, где следует считать, что u = α, v = ε, номер 2 отвечает условию
ε1 = 0, а 1 и 3 — противоположным знакам ε1).

(a) Выполнена группа условий h20 6= 0, �1 = h2
11−4h20h02 > 0. Тогда имеет

место двусторонняя седловая бифуркация (см. рис. 1а).
(б) При h20 6= 0, �1 < 0 происходит односторонняя бифуркация рождения

цикла «из воздуха» (см. рис. 1б).
(в) Пусть имеет место вырождение �1 = 0, но h20 6= 0 и в разложении

(2.16) m1 6= 0. Тогда происходит бифуркация потери гладкости линий уровня
функции h (см. рис. 1в, где принято, что h20m1 > 0).

Анализ рис. 1 приводит к следующим выводам.
1. Пусть выполнены условия (а) теоремы 2.1. Если при этом h20ε1 > 0, то

в малой окрестности W1 точки θ0 и при малых ε, ε1 уравнение (1.1) имеет два
равновесия, аналитически зависящих от этих параметров.

В случае h20ε1 < 0 в окрестности W1 наблюдается бифуркация рождения
пары равновесий «из воздуха», когда параметр |ε|, увеличиваясь, проходит че-
рез критическое значение.

2. Пусть выполнены условия (б) теоремы 2.1. Тогда уравнение разветвления
не имеет решений, если h20ε1 < 0, а при h20ε1 > 0 в окрестности W1 наблюда-
ется бифуркация рождения пары равновесий «из воздуха», когда параметр |ε|,
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уменьшаясь, проходит через критическое значение.
3. В случае (в) теоремы 2.1 в окрестности W1 имеется единственное крити-

ческое значение параметра ε. Оно отвечает бифуркации рождения пары равно-
весий «из воздуха».

§ 3 Метод Ляпунова — Шмидта
в случае двумерного ядра

Когда применяется метод Ляпунова — Шмидта, связь уравнения равнове-
сий (1.3) с дифференциальным уравнением (1.1) несущественна. Понятно, что
одно и то же уравнение равновесий соответствует многим дифференциальным
уравнениям, например Mθ̇ = F (θ, λ), где M — обратимый линейный оператор.
Более того, с формальной стороны ничего не изменится, если рассматривать
оператор, действующий из H × R не в H , а в другое банахово пространство.
Отсюда ясно, что строение спектрального подпространства здесь не имеет зна-
чения (оно начинает играть существенную роль, когда мы переходим к исследо-
ванию устойчивости). Как видно, основные вырождения в задаче о структуре
множества равновесий связаны с изменением размерности ядра и соответствен-
но уравнения разветвления. В этом параграфе рассматривается случай, когда
уравнение разветвления двумерно.

Далее будем все-таки предполагать, что базис ядра оператора A допуска-
ет биортогональный базис ядра сопряженного оператора, т. е. что ν(0) = 1.
В работе [27] показано, что это условие «безобидно» — его можно достигнуть,
переходя к эквивалентному уравнению MF (θ, λ) = 0 с линейным обратимым
оператором M или, что, по сути, то же самое, переходя к иному, эквивалентно-
му скалярному произведению. Следующее предложение и его доказательство
имеются в работе [27]. Приведем их здесь для удобства читателя.

Предложение 3.1 [27]. Пусть A : H → H — линейный оператор и
dim kerA = 2, dim kerA∗ = 2. Тогда существует обратимый линейный опера-
тор M такой, что у оператора MA точка 0 — собственное значение индекса 1:
ν(0) = 1.

Доказательство. Пусть {ϕ0, ϕ1}, {�0, �1} — базисы соответственно в
H0 = kerA и H∗

0 = kerA∗. Возьмем произвольную систему векторов {�0, �1},
биортогональную к базису {ϕ0, ϕ1}, так что (ϕi, �j) = δij .

Введем обозначение Lin{�0, �1} = Y. Определим оператор B : H∗ → H∗

следующими требованиями: он переводит H∗
0 в Y , а ортогональное дополнение

H∗⊥
0 — в Y ⊥. При этом на H∗

0 он определяется равенствами B�i = �i(i = 0, 1),
а на H∗⊥

0 произвольно, лишь бы B(H∗⊥
0 ) = Y ⊥ и отображение B : H∗⊥

0 → Y ⊥

было обратимо.
Теперь ясно, что оператор M = B∗−1 обратим и удовлетворяет поставлен-

ным условиям. Действительно, ker(MA) = kerA = Lin{ϕ0, ϕ1}, а ker(MA)∗ =
ker(A∗M∗) = Lin{M∗−1�0,M∗−1�1} = Lin{�0, �1}. Условие биортогональности
выполнено по построению. Предложение 3.1 доказано.

Заметим, что это предложение непосредственно обобщается на случай про-
извольной размерности ядра kerA.

В обычном изложении метода Ляпунова — Шмидта [34, 36] используются
два произвольных проектора: на ядро и на образ линейного оператора A. Они
определяются соответствующей биортогональной системой ковекторов для про-
ектора на ядро и биортогональной системой векторов для проектора на коядро
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kerA∗. Из предложения 3.1 следует, что при надлежащем определении гиль-
бертова сопряженного оператора любую биортогональную к kerA систему ко-
векторов можно превратить в базис коядра, добиваясь при этом, чтобы индекс
нулевого собственного значения стал равен единице, а проектор на ядро стал
спектральным.

Пусть подпространства H0 = kerA и H∗
0 = kerA∗ двумерны: dimH0 =

dimH∗
0 = 2, ν(0) = 1, и существуют такие базисы {ϕ0, ϕ1}, {L0, �1} в H0, H∗

0
соответственно, что

Aϕ0 = 0, Aϕ1 = 0, A∗L0 = 0, A∗�1 = 0,
(ϕ0, L0) = (ϕ1, �1) = 1, (ϕ0, �1) = (ϕ0, L0) = 0.

(3.1)

Напомним, что вектор L0 = L(θ0, λ0) принадлежит ядру H0.
Проекторы P0 : H → H0, P1 : H → H1 задаются равенствами

P0θ = x0 = αϕ0 + βϕ1, α = (θ, L0), β = (θ, �1), P1 = I − P0.

Уравнение разветвления рассматриваем в форме (1.14), (2.5), (2.6). Соглас-
но предложению 1.1 отображение S обладает косимметрией L0(x0, δ) такой, что
L0(0, 0) = L0 6= 0. Имеют место разложения

S(x0, δ) = U(x0, δ)ϕ0 + V (x0, δ)ϕ1,

U(x0, δ) = (S(x0, δ), L0), V (x0, δ) = (S(x0, δ), �1),
(3.2)

L0(x0, δ) = P(x0, δ)L0 + Q(x0, δ)�1,

P(x0, δ) = (L0(x0, δ), ϕ0), Q(x0, δ) = (L0(x0, δ), ϕ1)
(3.3)

и косимметричное тождество

P(x0, δ)U(x0, δ) + Q(x0, δ)V (x0, δ) = 0. (3.4)

Для дальнейших рассмотрений потребуется разложение отображения K в
ряд Тейлора в окрестности точки (x0, δ) = (0, 0) :

K (x0, δ) = K0 + K ′x0 + δKδ +
∑

k+`≥2

1
k!`!

K
(k)
δ`

xk
0δ

`. (3.5)

Здесь K — любое из отображений S,P , Q, U, V, . . . .
Из косимметричного тождества (3.4), поскольку S0 = S(0, 0) = 0 и S′x0 = 0,

следует равенство
P0Uδ + Q0Vδ = 0. (3.6)

Напомним, что, по условию

L0(0, 0) = P0L0 + Q0�1 = L0 6= 0. (3.7)

Из системы уравнений (3.6), (3.7) ввиду ортогональности векторов L0, �1 сле-
дует, что

P0 = 1, Q0 = 0, Uδ = 0. (3.8)

Рассмотрим случай, когда выполнено условие

Vδ 6= 0. (3.9)

Функция P(x0, δ) не обращается в нуль в некоторой окрестности точки
(x0, δ) = (0, 0), поскольку P0 = P(0, 0) = 1. Косимметрия вообще определена с
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точностью до умножения на функцию с таким свойством. Поэтому ненулевую
функцию P(x0, δ) можно выбрать произвольно, лишь бы P0 = 1. Пусть она
является постоянной:

P(x0, δ) = 1. (3.10)

Ряды Тейлора (3.5) функций Q, U, V подставляем в косимметричное тожде-
ство (3.4) и учитываем условия (3.8)–(3.10). Приравнивая коэффициенты при
одинаковых степенях, получаем систему уравнений для коэффициентов ряда
Тейлора оператора Q. Косимметрия налагает на ряды Тейлора функций U и V
определенные ограничения.

В результате получаем разложение

Q(x0, δ) = Q′x0 + δQδ +
1
2
Q′′x2

0 + δQ′
δx0 +

δ2

2
Qδδ + . . . . (3.11)

Здесь выписаны лишь слагаемые, участвующие в дальнейших рассмотрениях:

Qδ = − 1
2Vδ

Uδδ , Q′x0 = − 1
Vδ

U ′
δx0, Qδδ = − 1

Vδ

(
QδVδδ +

1
3
Uδδδ

)
,

Q′
δx0 = −

1
Vδ

(
1
2
Q′x0Vδδ + QδV

′
δx0 +

1
2
U ′
δδx0

)
,

Q′′x2
0 = − 1

Vδ

(
2Q′x0V

′
δx0 + QδV

′′x2
0 + U ′′

δ x
2
0
)
.

Квадратичные и кубические слагаемые рядов Тейлора функций U и V свя-
заны соотношениями

U ′′x2
0 = 0, U ′′′x3

0 = −3Q′x0V
′′x2

0.

В остальном они могут быть произвольными. Согласно представлениям (3.3),
(3.10), (3.11) можно считать, что косимметрия L0(x0, δ) имеет вид

L0(x0, δ) = L0 + Q(x0, δ)�1. (3.12)

Подстановка выражения x0 = αϕ0 + βϕ1 в ряд Тейлора (3.11) приводит к
разложению

Q(αϕ0 + βϕ1, δ) = q100α + q010β + q001δ +
∞∑

k+m+`≥2

qkm`α
kβmδ`,

q100 = − 1
a001

(f ′
λϕ0, L0), q010 = − 1

a001
(f ′

λϕ1, L0), q001 =
1

2a001
(fλλ, L0).

Уравнение разветвления (1.14), (2.5), (2.6), (3.2) записывается в виде систе-
мы

(R0(x0, δ, γ), L0) = 0, (3.13)

(R0(x0, δ, γ), �1) = 0, (3.14)

которая в малой окрестности точки (x0, δ, γ) = (0, 0, 0) эквивалентна системе

(R0(x0, δ, γ),L0(x0, δ)) = 0, (3.15)

(R0(x0, δ, γ), �1) = 0. (3.16)
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С учетом представления (2.5) и косимметричного тождества (S,L0) = 0 урав-
нения разветвления приводятся к виду

γ(W (x0, δ, γ),L0(x0, δ)) = 0, (3.17)
(R0(x0, δ, γ), �1) = 0. (3.18)

Косимметричные возмущения (γ = 0). Этот случай при условии дву-
мерности ядра оператора A был исследован в работах [6, 27, 28]. Изложим крат-
ко полученные там результаты.

Полагая в (3.18) x0 = αϕ0+βϕ1, представим уравнение разветвления в виде

� (α, β, δ) def= a001δ +
∞∑

k+m+`≥2

akm`α
kβmδ` = 0. (3.19)

Коэффициенты akm`, существенные для дальнейших рассмотрений, задаются
выражениями

a001 = (F0λ, �1), a101 = (F ′′
0 (ϕ0, Tλ) + F ′

0λϕ0, �1),

a200 =
1
2
(F ′′

0 ϕ
2
0, �1), a110 = (F ′′

0 (ϕ0, ϕ1), �1), (3.20)

a002 =
1
2
(
F ′′

0 T
2
λ + 2F ′

0λTλ + F0λλ, �1
)
, a300 =

1
6
(
3F ′′

0
(
ϕ0, T

′′ϕ2
0
)

+ F ′′′
0 ϕ3

0, �1
)
,

a210 =
1
2
(
3F ′′

0
(
ϕ1, T

′′ϕ2
0
)

+ 6F ′′
0 (ϕ0, T

′′(ϕ0, ϕ1)) + 3F ′′′
0 (ϕ2

0, ϕ1), �1
)
.

Здесь использованы формулы

Tλ = −A−1
1 P1F0λ, T ′′ϕ2

0 = −A−1
1 P1F

′′
0 ϕ

2
0,

T ′′ϕ2
1 = −A−1

1 P1F
′′
0 ϕ

2
1, T ′′(ϕ0, ϕ1) = −A−1

1 P1F
′′
0 (ϕ0, ϕ1).

Выражения величин a011, a020, a120, a030 получаются заменой (ϕ0, ϕ1) → (ϕ1, ϕ0)
в представлениях (3.20) коэффициентов a101, a200, a210, a300 соответственно.

Имеем a001 = Vδ 6= 0. Значит, по теореме о неявной функции уравнение
(3.19) при достаточно малых α, β можно разрешить относительно δ, так что

δ = g(α, β). (3.21)

Аналитическая функция g однозначно определяется требованием g(0, 0) = 0.
При этом дифференциал dg нулевой в точке (0, 0). Таким путем приходим к
следующей теореме.

Теорема 3.1 [27, 28]. Пусть γ = 0, а для уравнения (1.1) c косимметри-
ей L выполнены гипотезы H1–H4, ядро H0 = kerA двумерно и справедливо
неравенство (3.9).

Тогда при малых δ = λ−λ0 равновесия уравнения (1.1) в некоторой окрест-
ности W ⊂ H точки θ0 образуют образ линии уровня {(α, β) : g(α, β) = δ} при
аналитическом диффеоморфизме k : R2 → H :

k : (α, β) → θ0 + x0 + x1, x0 = αϕ0 + βϕ1 ∈ H0, x1 = T (x0, δ) ∈ H1. (3.22)

При этом имеются лишь две возможности.
(а) Функция g принимает положительные (отрицательные) значения в сколь

угодно малой проколотой окрестности нуля. Тогда равновесия уравнения (1.1)
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существуют при δ > 0 (δ < 0) и образуют однопараметрические аналитические
семейства.

(b) Функция g ≡ 0 — тождественный нуль. Тогда при λ = λ0 уравнение
(1.1) имеет в окрестности W двупараметрическое аналитическое семейство рав-
новесий, а при малых ненулевых λ − λ0 уравнение (1.1) не имеет равновесий в
окрестности W .

Замечание 1. Из теоремы 3.1 следует, что при выполнении условия (3.9)
значение δ = 0 бифуркационное. Интересно сравнить ситуацию с тем, что име-
ется в случае общего положения. Фактически условие (3.9) показывает, что
кратность нулевого собственного числа совпадает с размерностью ядра и равна
двум. В случае общего положения размерность ядра равна единице и анало-
гичное условие показывает, что кратность нулевого собственного значения тоже
равна единице. Известная теорема Красносельского [37] в таком случае (и в бо-
лее общем, когда кратность — любое нечетное число) гарантирует наличие би-
фуркации, правда при дополнительном предположении о возможности сведения
системы к уравнению вида x− λAx = 0 с вполне непрерывным оператором A.

Замечание 2. Случай (b) типичен для линейного оператора, так что усло-
вие (a), по сути, есть условие нелинейности.

Для более детального исследования семейств равновесий уравнения (1.1),
их числа и аналитических свойств необходимо учесть нелинейные слагаемые.
Разлагая функцию g в окрестности нуля в ряд Тейлора, получаем

δ = g(α, β) = pα2 + qαβ + rβ2 + b30α
3 + b21α

2β + b12αβ
2 + b03β

3 + . . . . (3.23)

Здесь многоточие означает слагаемые выше третьей степени, а коэффициенты
выписанных слагаемых задаются выражениями

p = −
a200

a001
, q = −

a110

a001
, r = −

a020

a001
,

b30 = − 1
a001

(a300 + a101p), b21 = − 1
a001

(a210 + a011p + a101q),

b12 = − 1
a001

(a120 + a011q + a101r), b03 = − 1
a001

(a030 + a011r).

(3.24)

Далее помимо случая общего положения � = q2−4pr 6= 0 будет рассмотрено
вырождение

� = q2 − 4pr = 0, p 6= 0. (3.25)

При условии (3.25) замена переменных

α → α + cβ, β → β, c =
q

2p
(3.26)

приводит разложение (3.23) к виду

δ = g(α, β) = pα2 + mβ3 + . . . , (3.27)

где m = −b30c3+b21c2−b12c+b03, а многоточие означает слагаемые выше второй
степени, кроме выписанного.

Случай � = 0, r 6= 0 сводится к (3.25) заменой α ↔ β.
Анализ линий уровня функции g(α, β) в условиях (3.23) и (3.27) приводит

к следующей теореме.
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Теорема 3.2. Пусть выполнены условия теоремы 3.1. Тогда в зависимости
от значений коэффициентов в окрестности точки (θ0, λ0) имеют место следую-
щие бифуркации семейств равновесий уравнения (1.1) (см. рис. 1, где теперь
следует считать, что u = α, v = β, а номера 1, 2 и 3 отвечают условиям δ < 0,
δ = 0 и δ > 0 соответственно).

(a) Пусть � = q2 − 4pr 6= 0. Если � > 0, то имеет место двусторонняя
седловая бифуркация (рис. 1(a)), а при � < 0 происходит односторонняя би-
фуркация рождения равновесного цикла «из воздуха» (рис. 1(б)).

(b) Пусть имеет место вырождение � = 0, но p 6= 0 (см. (3.25)), и в разло-
жении (3.27) m 6= 0. Тогда происходит бифуркация потери гладкости семейства
равновесий (см. рис. 1(в), где принято, что pm > 0).

Нуждается в комментариях лишь случай (b). Здесь семейство равновесий
при δ = 0 теряет гладкость: на нем образуется в точке (0, 0) острие c нулевым
углом, и локальное уравнение семейства имеет вид β = (− p

mα2)1/3. Стоит отме-
тить, что семейства равновесий при различных малых δ остаются гомеоморф-
ными, в то время как их диффеоморфность теряется. Если удовлетвориться
гомеоморфностью, то выйдет, что в этом случае вообще нет бифуркации. Заме-
тим еще, что интересные явления (рождение петли и ответвление цикла равно-
весий от острия) обнаруживаются, когда мы переходим к двупараметрическому
семейству (см. [27, 28]).

Разрушение косимметрии. Пусть теперь γ 6= 0. Уравнения разветвле-
ния равновесий (3.17), (3.18), (3.12) записываются в виде системы двух скаляр-
ных уравнений для коэффициентов α, β разложения x0 = αϕ0 + βϕ1:

�(α, β, δ, γ) = 0, (3.28)

� (α, β, δ) + γ�(α, β, δ, γ) = 0. (3.29)

Разлагая в окрестности нуля правые части уравнений (3.28), (3.29) в ряд Тей-
лора, получаем уравнения разветвления в виде

r0000 + r0001δ + r0010γ + r1000α+ r0100β +
∞∑

k+m+`+n≥2

rkm`nα
kβmδ`γn = 0, (3.30)

a001δ +
∞∑

k+m+`≥2

akm`α
kβmδ` + γ(ω0000 + ω0001δ + ω0010γ + ω1000α

+ ω0100β +
∞∑

k+m+`+n≥2

ωkm`nα
kβmδ`γn) = 0. (3.31)

Коэффициенты rkm`n, akm`, ωkm`n, существенные для дальнейших рассмот-
рений, задаются выражениями (3.20) и равенствами

r0000 = (K0, L0), r0001 =
1
2
(fγγ , L0),

r1000 = (f ′
γϕ0, L0) −

1
a001

(K0, �1)(f ′
λϕ0, L0),

r0100 = (f ′
γϕ1, L0) −

1
a001

(K0, �1)(f ′
λϕ1, L0),

r0010 = (fλγ , L0) −
1

2a001
(K0, �1)(fλλ, L0),
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ω00`n =
1

`!(n + 1)!
(fλ`γ(n+1) , �1), ` + n ≥ 0,

ωk0`n =
1

k!`!(n + 1)!
(f (k)

λ`γ(n+1)ϕ
k
0 , �1), k > 0,

ω0m`n =
1

m!`!(n + 1)!
(f (m)

λ`γ(n+1)ϕ
m
1 , �1), m > 0,

ω1100 = 2(2F ′′
0 (ϕ0, T

′
γϕ1) + F ′′

0 (Tγ , T
′′(ϕ0, ϕ1))

+ F ′′′
0 (ϕ0, ϕ1, Tγ) + K ′′

0 (ϕ0, ϕ1) + BT ′′(ϕ0, ϕ1), �1).

Участвующие здесь функции f (m)
λ`γ(n+1) определены формулами (1.25). Те-

перь приступим к анализу уравнений разветвлений (3.30), (3.31). Прежде всего
заметим, что они не имеют решений в некоторой окрестности нуля четырехмер-
ного пространства переменных (α, β, γ, δ), если выполнено условие

r0000 6= 0. (3.32)

Рассмотрим случай нарушения условия (3.32) при отличии от нуля опреде-
лителя D :

r0000 = 0, D
def=

∣∣∣∣
r0001 r0010
a001 ω0000

∣∣∣∣ 6= 0. (3.33)

Вводя новые малые параметры

γ1 = r0001δ + r0010γ, δ1 = a001δ + ω0000γ (3.34)

и разрешая относительно них уравнения (3.30), (3.31), получаем

γ1 = g1(α, β), δ1 = g2(α, β), (3.35)

где g1, g2 — аналитические в окрестности нуля функции, удовлетворяющие усло-
вию g1(0, 0) = 0, g2(0, 0) = 0.

Теорема 3.3. Пусть для уравнения (1.1) выполнены гипотезы H1–H4, ядро
H0 = kerA двумерно и справедливо неравенство γ 6= 0.

Если при этом выполнено условие r0000 6= 0, то при малых δ = λ − λ0, γ
уравнение (1.1) не имеет равновесий в некоторой окрестности W точки θ0.

В случае a001 6= 0 и выполнения условий (3.33) при малых δ1, γ1 множество
решений уравнений разветвления (3.30), (3.31) в некоторой окрестности нуля
плоскости переменных (α, β) есть пересечение линий уровней аналитических
функций g1, g2. Каждому малому решению (α, β) системы уравнений разветвле-
ния соответствует единственное равновесие уравнения (1.1), и это соответствие
взаимно однозначно.

Разлагая функции g1, g2 в ряд Тейлора в окрестности нуля, получаем урав-
нения разветвления (3.30) в виде

γ1 = −r1000α− r0100β +
∞∑

k+m≥2

rkmαkβm, (3.36)

δ1 =
∞∑

k+m≥2

dkmαkβm. (3.37)

Пусть справедливо неравенство r0100 6= 0.
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Заметим, что случай r1000 6= 0 сводится к данному заменой α ↔ β.
Уравнение (3.36) разрешаем относительно переменной β и подставляем по-

лученное выражение в уравнение (3.37). Получаем уравнения разветвления в
форме

β = −r1000
r0100

α− 1
r0100

γ1 +
∞∑

k+m≥2

akmαkγm
1 , (3.38)

δ1 = c(α, γ1) =
∞∑

k+m≥2

ckmαkγm
1 . (3.39)

Второе уравнение этой системы не зависит от переменной β, которая однознач-
но вычисляется для малых α, γ1 из первого уравнения (3.38). Таким образом,
в рассматриваемых условиях анализ уравнений разветвления свелся к исследо-
ванию одномерного уравнения (3.39).

Осталось заметить, что уравнение (3.39) анализируется так же, как и урав-
нение (2.14), — достаточно заменить параметры (δ1, γ1) на (ε1, ε), функцию c на
h и воспользоваться результатами теоремы 2.1.
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