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ЗАКОН ПОВТОРНОГО ЛОГАРИФМА

ДЛЯ СЛАБО ЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ

ВЕЛИЧИН СО ЗНАЧЕНИЯМИ

В ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ
О. Ш. Шарипов

Аннотация: Рассматриваются ограниченный и компактный законы повторного
логарифма для слабо зависимых случайных величин со значениями в гильберто-
вом пространстве. Для последовательностей одинаково распределенных гильбер-
товозначных случайных величин, удовлетворяющих условию равномерно сильного
перемешивания, при оптимальных моментных условиях доказываются ограничен-
ный и компактный законы повторного логарифма.

Ключевые слова: закон повторного логарифма, гильбертовозначная случайная
величина, условие перемешивания.

Введение и формулировка результатов

В работе мы рассмотрим два вида закона повторного логарифма: огра-
ниченный и компактный. Пусть {Xn, n ≥ 1} — последовательность центри-
рованных случайных величин (с.в.) со значениями в сепарабельном банаховом
пространстве B (с нормой ‖ · ‖ и сопряженным пространством B∗).

Положим

Sn = X1 + · · · +Xn, Lx = max(1, lnx), an =
√

2nLLn.

Мы будем говорить, что {Xn, n ≥ 1} удовлетворяет ограниченному закону по-
вторного логарифма (ОЗПЛ), если

lim sup
n→∞

‖Sn‖
an

<∞ п. н.

Будем говорить, что {Xn, n ≥ 1} удовлетворяет компактному закону повтор-
ного логарифма (КЗПЛ), если существует компактное множество K ⊂ B такое,
что

C({Sn/an}) = K п. н., lim
n→∞

‖Sn/an −K‖ = 0 п. н.,

где C({bn}) означает множество предельных точек {bn} и

‖Sn/an −K‖ = inf
x∈K

‖Sn/an − x‖.

ОЗПЛ и КЗПЛ для последовательностей с.в. со значениями в бесконеч-
номерных пространствах исследовались многими авторами (см. [1–8] и библио-
графию в них). Необходимые и достаточные условия справедливости ОЗПЛ и
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КЗПЛ для последовательностей независимых одинаково распределенных (н.о.р.)
с.в. со значениями в любом сепарабельном банаховом пространстве получены
в [4]. В частности, если B — банахово пространство типа 2 (определение см.,
например, в [3]), то для ОЗПЛ необходимы и достаточны условия:

EX1 = 0, Ef2(X1) <∞ для всех f ∈ B∗, (1.1)

E

(
‖X1‖2

LL‖X1‖

)
<∞, (1.2)

а для КЗПЛ необходимо и достаточно выполнение условий (1.1), (1.2) и следу-
ющего:

C(f, g) = Ef(X1)g(X1), f, g ∈ B∗, непрерывна в ∗ -слабой топологии. (1.3)

Условие (1.3) эквивалентно свойству равномерной интегрируемости семейства
{f2(X1), f ∈ B∗}; C(f, g) называется ковариационной функцией.

ОЗПЛ и КЗПЛ для слабозависимых с.в. со значениями в гильбертовых и
банаховых пространствах получены в [9, 10]. Кроме того, ОЗПЛ и КЗПЛ мож-
но получать как следствие почти наверное принципа инвариантности (ПНПИ).
С результатами по ПНПИ для слабозависимых с.в. со значениями в бесконеч-
номерных пространствах можно ознакомиться в обзорной статье [11]. Но все
выше упомянутые результаты имеют одно общее свойство: для выполнимости
ОЗПЛ и КЗПЛ требуется существование момента E‖Xk‖2+δ, k = 1, 2, . . . , для
некоторого δ > 0.

В [12] автором доказано, что стационарная в узком смысле последователь-
ность гильбертовозначных с.в. {Xn, n ≥ 1}, для которой выполнены усло-
вия (1.1) и ϕ-перемешивания (с определенной скоростью убывания коэффици-
ентов перемешивания) удовлетворяет ОЗПЛ тогда и только тогда, когда выпол-
нено (1.2). Также было доказано, что (1.2) необходимо и достаточно для КЗПЛ,
если {Xn, n ≥ 1} вдобавок удовлетворяет условию типа (1.3) (более точно это
условие будет приведено ниже).

В [13] результаты работы [4] обобщены для стационарной в узком смысле
последовательности банаховозначных с.в. {Xn, n ≥ 1}, удовлетворяющей усло-
вию m-зависимости.

Целью настоящей статьи является получение ОЗПЛ и КЗПЛ для необя-
зательно стационарной последовательности с.в. {Xn, n ≥ 1} со значениями в
сепарабельном гильбертовом пространстве H (с нормой ‖ · ‖, порожденной ска-
лярным произведением 〈·, ·〉, и сопряженным пространством H∗). При этом мы
будем предполагать, что {Xn, n ≥ 1} удовлетворяет условию ϕ-перемешивания.

Введем коэффициенты перемешивания

ϕ(n) = sup{|P (A/B) − P (A)| : k ∈ N, B ∈ F k1 , A ∈ F∞
n+k , P (B) > 0},

где F ba — σ-алгебра, порожденная с.в. Xa, . . . , Xb.
Роль ковариационной функции из (1.3) в дальнейшем будет играть

T (f, g) = lim
n→∞

Ef(Sn)g(Sn)
n

, f, g ∈ H∗,

что, очевидно, в случае н.о.р. с.в. совпадает с ковариационной функцией
из (1.3).

Сформулируем результаты.
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Теорема 1. Пусть {Xn, n ≥ 1} — последовательность одинаково распреде-
ленных с.в. со значениями в H , удовлетворяющих следующим условиям:

Ef(X1) = 0, Ef2(X1) <∞ для всех f ∈ H∗, (1.4)
∞∑

k=1

ϕ
1
θ (2k) <∞ для некоторого θ > 3, (1.5)

lim
n→∞

Ef2(Sn)
n

= σf <∞ для всех f ∈ H∗. (1.6)

Тогда для того чтобы {Xn, n ≥ 1} удовлетворяла ОЗПЛ, необходимо и доста-
точно, чтобы

E

(
‖X1‖2

LL‖X1‖

)
<∞. (1.7)

Теорема 2. Пусть {Xn, n ≥ 1} удовлетворяет условиям теоремы 1 и

T (f, g) непрерывна в ∗ -слабой топологии. (1.8)

Тогда для того чтобы {Xn, n ≥ 1} удовлетворяла КЗПЛ, необходимо и доста-
точно выполнение условия (1.7).

Условие (1.6) обеспечивает существование T (f, g), так как для любых f, g ∈
H∗ имеем h = f + g ∈ H∗ и

1
n
Eh2(Sn) =

1
n

(E2f(Sn) + 2Ef(Sn)g(Sn) +Eg2((Sn)).

Остается перейти к пределу в обеих частях равенства и использовать усло-
вие (1.6).

Заметим, что условие (1.6) выполняется для слабо ортогональных последо-
вательностей (см. [14]). Напомним, что последовательность {Xn, n ≥ 1} назы-
вается слабо ортогональной, если для всех f ∈ H∗ выполнено равенство

Ef(Xi)f(Xj) = 0 i 6= j, i, j ≥ 1.

Условию (1.6) также удовлетворяют слабо стационарные последовательности с
определенным коэффициентом ϕ-перемешивания (см. [9, 10]). Последователь-
ность {Xn, n ≥ 1} называется слабо стационарной, если

Ef(X1)g(Xn) = Ef(Xk+1)g(Xk+n) для всех f, g ∈ H∗, n, k ≥ 1.

Для того чтобы слабо стационарная последовательность удовлетворяла (1.6),
достаточно выполнения следующего условия:

∞∑

k=1

ϕ1/2(k) <∞,

так как (имея в виду одинаковую распределенность) имеем

1
n
Ef2(Sn) = Ef2(X1) + 2

n−1∑

k=1

(
1− k

n

)
Ef(X1)f(X1+k).

Теперь выполнимость условия (1.6) вытекает из следующего известного нера-
венства:

|Ef(X1)f(X1+k)| ≤ ϕ1/2(k)Ef2(X1).
Условия (1.4) и (1.6) (и определение T (f, g)) можно было записать, исполь-

зуя скалярное произведение, например

E〈a,X1〉 = 0, E(〈a,X1〉)2 <∞ для всех a ∈ H.
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Доказательство результатов

При доказательстве теорем мы существенно используем метод разделения
на блоки Бернштейна и методы, развитые в работе [2].

Доказательство теоремы 1. Достаточность. Всюду в дальнейшем
буквой C будем обозначать абсолютные и неабсолютные константы, возможно,
разные даже в одной цепочке неравенств. Они могут зависеть от разных пара-
метров, но не зависят от индексов суммирования и от числа слагаемых (от n, p,
q, m, r, k, i, j и т. д.). Необходимые утверждения будем формулировать в виде
лемм. Ради удобства они приведены непосредственно перед их применением.

Пусть β > 1. Введем следующие обозначения:

nk = [βk ], I(k) = {nk + 1, . . . , nk+1}, τk = 2nk+1LLnk+1 = α2
nk+1

,

� = sup
x∈K

‖x‖ = sup
‖f‖≤1

(T (f, f))1/2,

[k] — целая часть k. Отношение an ∼ bn означает существование абсолютных
констант c1 > 0, c2 > 0 таких, что c1 < an/bn < c2, n = 1, 2, . . . . Здесь K
определяется в следующей лемме.

Лемма 1 [1]. Пусть µ — вероятностная мера на H с ковариационной функ-
цией T (f, g). Рассмотрим отображение S : H∗ → H , определенное следующим
образом:

Sf =
∫

H

xf(x) dµ(x),

где интеграл понимается в смысле Петтиса. Обозначим через Hµ замыкание
образа S и в Hµ введем норму с помощью скалярного произведения

〈Sf, Sg〉 =
∫

H

f(x)g(x) dµ(x) = T (f, g).

Тогда единичный шар K в Hµ будет замкнутым симметричным выпуклым мно-
жеством и для всех f ∈ H∗

sup
x∈K

f(x) =
(∫

H

f2(y) dµ(y)
)1/2

;

K компактно тогда и только тогда, когда T (f, g) непрерывна в ∗-слабой топо-
логии.

Существование вероятностной меры µ с ковариационной функцией T (f, g)
следует из утверждений гл. 3 (точнее, теоремы 2.2 на с. 142) книги [15]. При
этом используются симметричность и положительная определенность T (f, g).

Произведем срезку следующим образом:

uj = XjI(‖Xj‖2 ≤ τk) −EXjI(‖Xj‖2 ≤ τk)), j ∈ I(k), k = 1, 2, . . . ,

wj = XjI(‖Xj‖2 > τk) −EXjI(‖Xj‖2 > τk), j ∈ I(k),

Un =
n∑

j=1

uj , Wn =
n∑

j=1

wj .

В определениях uj и wj I(A) есть индикатор события A.
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Покажем, что для всех ε > 0

lim sup
n→∞

‖Un‖
an

≤ � + ε п. н., (2.1)

lim sup
n→∞

‖Wn‖
an

= 0 п. н., (2.2)

из которых в силу произвольности ε вытекает

lim sup
n→∞

‖Sn‖
an

≤ � п. н. (2.3)

Заметим, что достаточно доказать (2.3) при условии � > 0. Ради полно-
ты доказательства приведем рассуждения из [13, с. 712], обосновывающее это
замечание. Предположим, что для случая � > 0 соотношение (2.3) доказано.
Пусть последовательность {Xn, n ≥ 1} удовлетворяет условиям теоремы 1 и для
нее � = 0. Для фиксированного ненулевого x ∈ H рассмотрим последователь-
ность {Xn + εnx, n ≥ 1}, где {εn, n ≥ 1} — последовательность н.о.р. с.в. с
распределением

P (ε1 = 1) = P (ε1 = −1) = 1/2

и последовательности {Xn, n ≥ 1} и {εn, n ≥ 1} независимы. Легко видеть, что
последовательность {Xn + εnx, n ≥ 1} удовлетворяет условиям теоремы 1. Тем
самым

lim sup
n→∞

1
an

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

(Xk + εkx)

∥∥∥∥∥ ≤ sup
‖f‖≤1

T
1/2
1 (f, f) = ‖x‖ п. н.,

где

T1(f, f) = lim
n→∞

1
n
Ef2

(
n∑

k=1

(Xk + εnx)

)
.

Из закона повторного логарифма Хартмана — Винтнера имеем

lim sup
n→∞

1
an

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

εk

∣∣∣∣∣ = 1 п. н.

Далее,

lim sup
n→∞

1
an

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

Xk

∥∥∥∥∥ ≤ lim sup
n→∞

1
an

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

(Xk+εkx)

∥∥∥∥∥+lim sup
n→∞

1
an

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

εkx

∥∥∥∥∥ ≤ 2‖x‖ п. н.

Устремляя x к нулю, придем к (2.3) в случае � = 0.
В дальнейшем будем считать, что � > 0.

Лемма 2. Если выполнено условие (1.7), то имеет место (2.2).
Эта лемма доказана в [2] для случая независимых с.в., но без применения

свойства независимости. Вновь ради полноты мы приведем доказательство этой
леммы из [2].

Доказательство леммы 2. Из условия (1.7) и леммы Бореля — Кантел-
ли следует, что для (2.2) достаточно доказать равенство

lim
n→∞

1
an

∥∥∥∥∥
n∑

j=1

EXjI(τk < ‖Xj‖2)

∥∥∥∥∥ = 0.
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В свою очередь, для последнего соотношения достаточно доказать, что

lim
r→∞

r∑

k=1

∑

j∈I(k)

E(‖Xj‖I(τk < ‖Xj‖2))/
√
nrLLnr = 0.

Имеем
r∑

k=1

∑

j∈I(k)

E(‖Xj‖I(τk < ‖Xj‖2))√
nrLLnr

≤
r∑

k=1

nk+1 − nk√
nrLLnr

E(‖X1‖I(τk < ‖X1‖2))

≤ c
r∑

k=1

nk+1 − nk√
nrLLnr

E

(
‖X1‖2

LL‖X1‖
I(τk < ‖X1‖2)

)
LLτk

τ1/2
k

.

Теперь необходимое для нас соотношение вытекает из того, что

lim
k→∞

E

(
‖X1‖2

LL‖X1‖
I(τk < ‖X1‖2)

)
= 0

и
r∑

k=1

(nk+1 − nk)
LLτk

τ1/2
k

= O

(
√
LLnr

r∑

k=1

βk/2

)
.

Лемма 2 доказана.

Докажем (2.1). Покажем существование такого β > 1, что

lim sup
r→∞

max
n∈I(r)

∥∥∥∥
Un
an

∥∥∥∥ ≤ � + ε п. н. (2.4)

В силу возрастания an имеем

max
n∈I(r)

∥∥∥∥
Un
an

∥∥∥∥ ≤
anr+1

anr

max
n∈I(r)

∥∥∥∥
Un
anr+1

∥∥∥∥ ≤
√
β max
n∈I(r)

∥∥∥∥
Un
anr+1

∥∥∥∥ п. н.

Так как мы можем выбрать β сколь угодно близким к единице, для (2.4) доста-
точно доказать, что

lim sup
r→∞

max
n∈I(r)

∥∥∥∥
Un
anr+1

∥∥∥∥ ≤ � + ε п. н. (2.5)

Теперь произведем секционирование (разделение на блоки) следующим об-
разом. Зафиксировав n ∈ I(r), для натуральных p и q положим

ξi =
(p+q)(i−1)+p∑

j=(p+q)(i−1)+1

uj , ηi =
(p+q)i∑

j=(p+q)i−q+1

uj .

Для n ∈ I(r) имеем

Un =
m∑

i=1

ξi +
k∑

i=1

ηi + U0,

где U0 — «остаток», получающийся после блокирования ξ1, η1, ξ2, η2, . . . , до тех
пор пока для очередного ξ или η не будет достаточного количестваXi. Заметим,
что

m = m(n), k = k(n), |m− k| ≤ 1.
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Выбираем

p =
[
βr

rγ

]
, 2 < γ < θ − 1, q = [βαr], 0 < α < 1. (2.6)

Тогда m ∼ k ∼ rγ .
Далее,

lim sup
r→∞

max
n∈I(r)

∥∥∥∥
Un
anr+1

∥∥∥∥ ≤ lim sup
r→∞

max
n∈I(r)

1
anr+1

∥∥∥∥∥
m∑

i=1

ξi

∥∥∥∥∥

+ lim sup
r→∞

max
n∈I(r)

1
anr+1

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

ηi

∥∥∥∥∥+ lim sup
r→∞

max
n∈I(r)

∥∥∥∥
U0

anr+1

∥∥∥∥ п. н. (2.7)

Покажем, что два последних слагаемых в правой части (2.7) п. н. равны нулю.
При этом мы существенно будем использовать моментные неравенства, дока-
занные в [16], которые сформулируем в виде следующей леммы.

Лемма 3. Пусть {Xn, n ≥ 1} — последовательность центрированных с.в.
со значениями в H , удовлетворяющая (1.5). Тогда для t ≥ 2 имеет место
следующее неравенство:

E max
1≤k≤n

‖Sk‖t ≤ C

(
n∑

k=1

E‖Xk‖t +

(
n∑

k=1

E‖Xk‖2

)t/2)
.

Применяя лемму 3 и простое неравенство

E‖X1I(‖X1‖2 ≤ τr) −EX1I(‖X1‖2 ≤ τr)‖2 ≤ 4E‖X1‖2I(‖X1‖2 ≤ τr),

получим

∞∑

r=1

P

(
max
n∈I(r)

∥∥∥∥
U0

anr+1

∥∥∥∥ > ε

)
≤

∞∑

r=1

E max
n∈I(r)

‖U0‖2

ε2a2
nr+1

≤
∞∑

r=1

CpE(‖X1‖2I(‖X1‖2 ≤ τr))
ε2a2

nr+1

≤
∞∑

r=1

Cp

ε2βr
E

(
‖X1‖2

LL‖X1‖
I(‖X1‖2 ≤ τr)

LL‖X1‖
LLτr

)
.

Из (2.6) вытекает сходимость последнего ряда.
Точно так же

∞∑

r=1

P

(
max
n∈I(r)

∥∥∥∥∥
1

anr+1

k∑

i=1

ηi

∥∥∥∥∥ > ε

)
≤

∞∑

r=1

1
ε2a2

nr+1

E max
n∈I(r)

∥∥∥∥∥
k∑

i=1

ηi

∥∥∥∥∥

2

≤
∞∑

r=1

Ckq

ε2a2
nr+1

E(‖X1‖2I(‖X1‖2 ≤ τr))

≤
∞∑

r=1

Ckq

ε2βr
E

(
‖X1‖2

LL‖X1‖
I(‖X1‖2 ≤ τr)

LL‖X1‖
LLτr

)
.

Опять (2.6) влечет сходимость последнего ряда. Следовательно, по лемме Бо-
реля — Кантелли два последних слагаемых в правой части (2.7) п. н. равны
нулю.
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Для того чтобы оценить первое слагаемое в правой части неравенства (2.7),
сначала приходим к неравенству

sup
n∈I(r)

P

(∥∥∥∥∥

m(n)∑

i=1

ξi −
m([βr+1])∑

i=1

ξi

∥∥∥∥∥ >
ε

2
anr+1

)

≤ sup
n∈I(r)

P

(∥∥∥∥∥

m([βr+1])∑

i=m(n)+1

ξi

∥∥∥∥∥ >
ε

2
anr+1

)
≤ C

1
anr+1

sup
n∈I(r)

∥∥∥∥∥

m([βr+1])∑

i=m(n)+1

ξi

∥∥∥∥∥

≤
C

anr+1

([
βr+1

p

]
−
[
βr

p

])1/2

sup
n∈I(r)

max
m(n)≤i≤m([βr+1])

(E‖ξi‖2)1/2

≤ C
rγ/2p1/2

anr+1

(E‖X1I(‖X1‖2 ≤ τr) −EX1I(‖X1‖2 ≤ τr)‖2)1/2

≤ C
βr/2LLτr
anr+1

{
E

(
‖X1‖2

LL‖X1‖
I(‖X1‖2 ≤ τr)

LL‖X1‖
LLτr

)}1/2

≤ C

{
E

(
‖X1‖2

LL‖X1‖
I(‖X1‖2 ≤ τr)

LL‖X1‖
LLτr

)}1/2

. (2.8)

Последняя величина при r → ∞ стремится к нулю.
Теперь используем следующую лемму.

Лемма 4. Пусть {Xn, n ≥ 1} — ϕ-перемешивающаяся последовательность
с.в. со значениями в H . Если для некоторого a

min
1≤j≤n

P (‖Sn − Sj‖ < a) − ϕ(1) > 0,

то для всех x ∈ R

P ( max
1≤k≤n

‖Sk‖ > x) ≤ ( min
1≤j≤n

P (‖Sn − Sj‖ < a) − ϕ(1))−1P (‖Sn‖ > x− a).

Эта лемма доказана в [17] для одномерных с.в. Для гильбертовозначных
с.в. лемма доказывается точно так же, с той лишь разницей, что вместо абсо-
лютного значения надо использовать норму.

Выбирая r настолько большим, чтобы выполнялось ϕ(q) < 1, и приме-
няя (2.8) и лемму 4, получим

P

(
max
n∈I(r)

∥∥∥∥∥

m(n)∑

i=1

ξi

∥∥∥∥∥ > (� + ε)anr+1

)
≤ CP

(∥∥∥∥∥

m([βr+1])∑

i=1

ξi

∥∥∥∥∥ >
(
� +

ε

2

)
anr+1

)
.

Дальнейшая наша цель — показать, что

∞∑

r=1

P

(∥∥∥∥∥

m([βr+1])∑

i=1

ξi

∥∥∥∥∥ >
(
� +

ε

2

)
anr+1

)
<∞.

По теореме Беркеша — Филиппа [18] существует последовательность независи-
мых с.в. {yi} в H таких, что yi и ξi одинаково распределены и

P (‖ξi − yi‖ > 6ϕ(q)) ≤ 6ϕ(q), i = 1, 2, . . . .
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Так как из (1.5) и (2.6) имеем

∞∑

r=1

P

( ∥∥∥∥∥

m([βr+1])∑

i=1

(ξi − ηi)

∥∥∥∥∥ >
ε

4
anr+1

)
≤

∞∑

r=1

Cm([βr+1])ϕ(q) <∞,

нам остается доказать, что

∞∑

r=1

P

(∥∥∥∥∥

m([βr+1])∑

i=1

yi

∥∥∥∥∥ >
(
� +

ε

4

)
anr+1

)
<∞. (2.9)

Используем следующую лемму.

Лемма 5 (см. [2]). Пусть {Zi, i ≥ 1} — последовательность независимых
предгауссовских с.в. со значениями в B, где B — банахово пространство ти-
па 2, норма (точнее вторая производная Фреше нормы) которого удовлетворяет
следующим условиям:

а) sup
‖x‖=1

∥∥D2
x

∥∥
1 <∞,

б) D2
x удовлетворяет условию Гёльдера с показателем α вне точки 0.

Здесь D2
x означает вторую производную Фреше нормы в точке x и ‖ · ‖1 —

стандартную норму второй производной Фреше.
Тогда

∣∣∣∣∣E
(
g

(
n∑

j=1

Zj

))
−E

(
g

(
n∑

j=1

Gj

))∣∣∣∣∣ < C(δ, �, α)
n∑

j=1

‖Zj‖2+α,

где {Gi, i ≥ 1} — последовательность независимых гауссовских с.в. в B таких,
чтоGi имеет тот же ковариационный оператор, что и Zi, g(x) = �(‖x‖), �(t) = 0
при 0 ≤ t ≤ �, возрастает при � ≤ t ≤ � + δ и �(t) = 1 при t ≥ � + δ, � > 0,
δ > 0; C(δ, �, α) — константа, зависящая только от δ, �, α и не зависящая от
{Zi, i ≥ 1} и {Gi, i ≥ 1}.

Так как последовательность {yi, i ≥ 1} и гильбертово пространство удо-
влетворяют условиям леммы 5 (с α = 1), то, выбирая � = � + ε/8, δ = ε/8,
получим

P

(∥∥∥∥∥

m([βr+1])∑

i=1

yi

∥∥∥∥∥ >
(
� +

ε

4

)
anr+1

)
≤ E

(
g

(
m([βr+1])∑

i=1

yi/anr+1

))

≤ E

(
g

(
m([βr+1])∑

i=1

Gi/anr+1

))
+ C

m([βr+1])∑

i=1

E‖yi‖3

a3
nr+1

. (2.10)

Подставляя (2.10) в ряд (2.9), оценим второе слагаемое, используя лемму 3:

∞∑

r=1

m([βr+1])∑

i=1

E‖yi‖3

a3
nr+1

=
∞∑

r=1

m([βr+1)]∑

i=1

E‖ξi‖3

a3
nr+1

≤
∞∑

r=1

m([βr+1])∑

i=1

C

a3
nr+1

[ (p+q)(i−1)+p∑

j=(p+q)(i−1)+1

E‖XjI(‖Xj‖2 ≤ τr) −EXjI(‖Xj‖2 ≤ τr)‖3

+

( (p+q)(i−1)+p∑

j=(p+q)(i−1)+1

E‖XjI(‖Xj‖2 ≤ τr) −EXjI(‖Xj‖2 ≤ τr)‖2

) 3
2
]

= I + II.
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Оценим каждое слагаемое в отдельности:

II =
∞∑

r=1

(
m([βr+1])∑

i=1

C

a3
nr+1

(p+q)(i−1)+p∑

j=(p+q)(i−1)+1

E‖XjI(‖Xj‖2 ≤ τr)

−EXjI(‖Xj‖2 ≤ τr)‖2

) 3
2

≤
∞∑

r=1

m([βr+1])∑

i=1

C

a3
nr+1

p
3
2 (E(‖X1‖2I(‖X1‖2 ≤ τr)))

3
2

≤
∞∑

r=1

Cβr+1p
3
2

pa3
nr+1

(E(‖X1I(‖X1‖2 ≤ τr)))
3
2

≤
∞∑

r=1

Cβr+1p
1
2 (LLτr)

3
2

β
3(r+1)

2 (LLβr+1) 3
2

(
E

(
‖X1‖2

LL‖X1‖
I(‖X1‖2 ≤ τr)

LL‖X1‖
LLτr

) 3
2
)

≤
∞∑

r=1

C

r
γ
2

(
E

(
‖X1‖2

LL‖X1‖
I(‖X1‖2 ≤ τr)

LL‖X1‖
LLτr

)) 3
2

.

Из (2.6) вытекает сходимость последнего ряда.
Теперь оценим слагаемое I (ниже ψ(x) = logβ x):

I =
∞∑

r=1

m([βr+1])∑

i=1

C

a3
nr+1

( (p+q)(i−1)+p∑

j=(p+q)(i−1)+1

E‖X1I(‖X1‖2 ≤ τr)

−EX1I(‖X1‖2 ≤ τr)‖3

)
≤

∞∑

r=1

Cβr+1p

pa3
nr+1

E(‖X1‖3I(‖X1‖2 ≤ τr))

≤
∞∑

r=1

a2
nr+1∑

k=1

k
3
2P (k − 1 ≤ ‖X1‖2 ≤ k)

β
rα
2 (LLβr) 3

2

≤ C
∞∑

k=1

∑

r≥ψ( k
4LLk )−1

k
3
2P (k − 1 ≤ ‖X1‖2 ≤ k)

β
rα
2 (LLβr) 3

2

≤ C
∞∑

k=1

k
3
2P (k − 1 ≤ ‖X1‖2 ≤ k)

( k
LLk )1/2

(
LL
(

k
LLk

)) 3
2

≤ C
∞∑

k=1

k

LLk
P (k − 1 ≤ ‖X1‖2 ≤ k) ≤ CE

(
‖X1‖2

LL‖X1‖

)
<∞.

Для установления (2.9) остается доказать, что

∞∑

r=1

E

(
g

(
m([βr+1])∑

i=1

Gi/anr+1

))
<∞. (2.11)
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Имеем

Eg

(
m([βr+1])∑

i=1

Gi/anr+1

)
≤ E

(
I

(∥∥∥∥∥

m([βr+1])∑

i=1

Gi/anr+1

∥∥∥∥∥ > � +
ε

8

))

= P

(∥∥∥∥∥

m([βr+1])∑

i=1

Gi/anr+1

∥∥∥∥∥ > � +
ε

8

)
.

Покажем, что
∞∑

r=1

P

(∥∥∥∥∥

m([βr+1])∑

i=1

Gi/anr+1

∥∥∥∥∥ > � +
ε

8

)
<∞. (2.12)

Для гауссовской с.в. G вH имеет место равенство (доказательство см. [2, c. 116])

P (‖G‖ > t) = exp
{

(1 − δ)
δ�

E‖G‖2 − (1 − δ)
�

t2
}
, где δ > 0, � = 2 sup

‖f‖≤1
Ef2(G).

Теперь берем

G =
m([βr+1])∑

i=1

Gi√
nr+1

, t =
(
� +

ε

8

)√
2LLnr+1.

Тогда �r = (�r/2)1/2 и E‖G‖2 = o(LLnr+1), так как

lim
r→∞

E

∥∥∥∥∥

m([βr+1])∑

i=1

Gi/anr+1

∥∥∥∥∥

2

≤ lim
r→∞

1
a2
nr+1

m([βr+1])∑

i=1

E‖Gi‖2

≤ lim
r→∞

1
a2
nr+1

m([βr+1])∑

i=1

E‖ξi‖2 ≤ lim
r→∞

Cβr+1p

pa2
nr+1

E(‖X1‖2I(‖X1‖2 ≤ τr))

≤ C lim
r→∞

E(‖X1‖2I(‖X1‖2 ≤ τr))
LLnr+1

= C lim
r→∞

E

(
‖X1‖2

LL‖X1‖
I(‖X1‖2 ≤ τr)

LL‖X1‖
LLnr+1

)
= 0.

Выше мы использовали следующий факт о сходимости вторых моментов в цен-
тральной предельной теореме (см. [19]):

E‖Gi‖2 = lim
n→∞

E‖(yi1 + · · · + yin)/
√
n‖2 = E‖yi1‖2 = E‖ξi‖2,

где {yik : k ≥ 1} — независимые копии yi.
Теперь покажем, что �r → � при r → ∞. Напомним, что

�r = ( sup
‖f‖≤1

Ef2(G))1/2 = sup
‖f‖≤1

(
Ef2

(
m([βr+1])∑

i=1

Gi/
√
nr+1

))1/2

,

� = sup
‖f‖≤1

(T (f, f))1/2 = sup
‖f‖≤1

(
lim
n→∞

Ef2(Sn)
n

)1/2

.

Докажем следующее соотношение:
∣∣∣∣∣Ef

2

(
m([βr+1])∑

i=1

Gi/
√
nr+1

)
−
Ef2(Snr+1)

nr+1

∣∣∣∣∣→ 0 при r → ∞. (2.13)
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В силу независимости {Gi, i ≥ 1} и того факта, что Gi и yi имеют одинаковый
ковариационный оператор, получим

Ef2

(
m([βr+1])∑

i=1

Gi/
√
nr+1

)
=

1
nr+1

m([βr+1])∑

i=1

Ef2(Gi)

=
1

nr+1

m([βr+1])∑

i=1

Ef2(yi) =
1

nr+1

m([βr+1])∑

i=1

Ef2(ξi). (2.14)

Теперь докажем, что при r → ∞

∣∣∣∣∣
1

nr+1

m([βr+1])∑

i=1

Ef2(ξi) −
1

nr+1
Ef2

(
m([βr+1])∑

i=1

ξi

)∣∣∣∣∣→ 0. (2.15)

Используем следующую лемму, которая является частным случаем более общих
результатов С. А. Утева [16].

Лемма 6. Для центрированной последовательности с.в. {Xn, n ≥ 1} со
значениями в гильбертовом пространстве имеет место следующее неравенство:

∣∣∣∣∣
n∑

i,j=1
|i−j|>1

E〈Xi, Xj〉

∣∣∣∣∣ ≤ C exp

([log2 n]∑

j=0

ϕ1/2(2i/3)

) [log2 n]∑

j=0

ϕ1/2(2i/3)
n∑

j=1

E‖Xj‖2,

здесь C — абсолютная константа.

Используя лемму 6 для одномерных с.в. f(ξi), а также лемму 3 и усло-
вие (1.5), получим

∣∣∣∣∣
1

nr+1

(
m([βr+1])∑

i=1

Ef2(ξi) −Ef2

(
m([βr+1])∑

i=1

ξi

))∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

1
nr+1

(
n∑

i,j=1
|i−j|>1

Ef(ξi)f(ξj)

)∣∣∣∣∣

≤ C

nr+1
exp
(

2C
log2 r

r2

)
log2 r

r2

m([βr+1])∑

i=1

Ef2(ξi)

≤
C exp

(
2C log2 r

r2

)
log2 r

βrr2

m([βr+1])∑

i=1

Ef2

( (p+q)(i−1)+p∑

j=(p+q)(i−1)+1

uj

)

≤
C exp

(
2C log2 r

r2

)
log2 r

βrr2
rγpEf2( u(p+q)(m([βr+1])−1)+p)

≤ C log2 r

r2
Ef2( u(p+q)(m([βr+1])−1)+p) → 0 при r → ∞.

Теперь покажем, что при r → ∞

1
nr+1

∣∣∣∣∣Ef
2

(
m([βr+1])∑

i=1

ξi

)
−Ef2

(
nr+1∑

i=1

ui

)∣∣∣∣∣→ 0. (2.16)
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Имеем
∣∣∣∣∣

1
nr+1

(
Ef2

(
m([βr+1])∑

i=1

ξi

)
−Ef2

(
nr+1∑

i=1

ui

))∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

nr+1

(
Ef2

(
m([βr+1])∑

i=1

ξi

)
−Ef2

(
m([βr+1])∑

i=1

ξi +
k∑

i=1

ηi + U0

))∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

nr+1

(
Ef2

(
k∑

i=1

ηi

)
+Ef2(U0) + 2Ef

(
m([βr+1])∑

i=1

ξi

)
f

(
k∑

i=1

ηi

)

+ 2Ef

(
m([βr+1])∑

i=1

ξi

)
f(U0) + 2Ef

(
k∑

i=1

ηi

)
f(U0)

)∣∣∣∣∣.

Сходимость последнего выражения к нулю вытекает из следующих пяти соот-
ношений:

1
nr+1

Ef2

(
k∑

i=1

ηi

)
≤ C

nr+1

n∑

i=1

Ef2(ηi) ≤
Ck · q
nr+1

Ef2(u(p+q)k)

≤
Crγβαr

βr+1 Ef2(u(p+q)k) → 0 при r → ∞;

1
nr+1

Ef2(U0) ≤
C · p
nr+1

Ef2(unr+1) ≤
C βr

rγ

βr+1Ef
2(unr+1) → 0 при r → ∞;

∣∣∣∣∣
2

nr+1
Ef

(
m([βr+1])∑

i=1

ξi

)
f

(
k∑

i=1

ηi

)∣∣∣∣∣

≤ 2
nr+1

(
Ef2

(
m([βr+1])∑

i=1

ξi

))1/2(
Ef2

(
k∑

i=1

ηi

))1/2

≤
C
√
m([βr+1])p

√
kq

nr+1
≤
C
√
rγ β

r

rγ r
γβαr

βr+1 → 0 при r → ∞;

∣∣∣∣∣
2

nr+1
Ef

(
m([βr+1])∑

i=1

ξi

)
f(U0)

∣∣∣∣∣

≤ 2
nr+1

(
Ef2

(
m([βr+1])∑

i=1

ξi

))1/2(
Ef2(U0)

)1/2

≤
C
√
rγ β

r

rγ

√
βr

rγ

βr
→ 0 при r → ∞;

∣∣∣∣∣
2

nr+1
Ef

(
k∑

i=1

ηi

)
f(U0)

∣∣∣∣∣ ≤
2

nr+1

(
Ef2

(
k∑

i=1

ηi

))1/2

(Ef2(U0))1/2

≤
C
√
rγβαr

√
βr

rγ

βr
→ 0 при r → ∞.
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Остается доказать, что при r → ∞
∣∣∣∣∣

1
nr+1

(
Ef2

(nr+1∑

i=1

ui

)
−Ef2(Snr+1)

)∣∣∣∣∣→ 0. (2.17)

Имеем∣∣∣∣∣
1

nr+1

(
Ef2

(nr+1∑

i=1

ui

)
−Ef2(Snr+1)

)∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
1

nr+1

(
Ef2

(nr+1∑

i=1

ui

)
−Ef2(Unr+1 +Wnr+1)

)∣∣∣∣∣

=
1

nr+1
|Ef2(Wnr+1 ) +Ef(Unr+1)f(Wnr+1)|.

Из леммы 3 следует, что

1
nr+1

Ef2(Wnr+1) ≤
C

nr+1

nr+1∑

i=1

Ef2(wi). (2.18)

Так как Ef2(wnr+1) → 0 при r → ∞, то из известной леммы Теплица
вытекает, что при r → ∞

1
nr+1

nr+1∑

i=1

Ef2(wi) → 0. (2.19)

Далее,
1

nr+1
|Ef(Unr+1)f(Wnr+1)| ≤

1
nr+1

(Ef2(Unr+1))
1/2(Ef2(Wnr+1))

1/2

≤
C
√
nr+1(Ef2(Wnr+1))1/2

nr+1
≤ C

(
Ef2(Wnr+1)

nr+1

)1/2

→ 0 при r → ∞.

Сходимость к нулю последнего выражения получим из (2.18), (2.19).
Таким образом, из (2.14)–(2.17) вытекает (2.13), что, в свою очередь, влечет

сходимость �r → � при r → ∞. Имея это в виду и выбирая δ > 0 таким, чтобы
для достаточно больших r выполнялось

(1 − δ)
(
� + ε

8

)2

2� 2
r

>
1
2
,

заключаем, что существует η > 0 такое, что для достаточно больших r

P

(∥∥∥∥∥

m([βr+1])∑

j=1

Gj/
√
nr+1

∥∥∥∥∥ >
(
� +

ε

8

))
≤ exp{−(1 + η)LLnr+1},

откуда следует (2.12). Итак, мы доказали (2.9), и доказательство достаточности
условий теоремы закончено.

Необходимость. Из lim sup
n→∞

‖Sn‖
an

< ∞ п. н. вытекает существование кон-

станты A такой, что

P (‖Xn/an‖ > A бесконечно часто) = 0. (2.20)

Следующая лемма является непосредственным следствием результатов из [20].
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Лемма 7. Для последовательности {Xn, n ≥ 1} ϕ-перемешивающихся с.в.
со значениями в H из (2.20) вытекает соотношение

∞∑

n=1

P (‖Xn/an‖ > A) <∞.

Используя одинаково распределенность и лемму 7, имеем
∞∑

n=1

P ( ‖Xn/an‖ > A) =
∞∑

n=1

P (‖X1‖ > Aan) <∞.

Сходимость последнего ряда эквивалентна условию (1.7).
Доказательство теоремы 1 закончено.
Доказательство теоремы 2. Необходимость. Так как из КЗПЛ сле-

дует ОЗПЛ, необходимость условия (1.7) вытекает из теоремы 1.
Достаточность. Мы должны доказать, что существует компактное мно-

жество K ⊂ H такое, что

C

({
Sn
an

})
= K п. н., (2.21)

lim
n→∞

∥∥∥∥
Sn
an

−K

∥∥∥∥ = 0 п. н. (2.22)

В качестве K возьмем единичный шар гильбертова пространства Hµ, постро-
енного по вероятностной мере µ с ковариационной функцией T (f, g) по лем-
ме 1. Условие (1.8) влечет компактность множестваK. Сначала докажем (2.22).
Ковариационный оператор, соответствующий ковариационной функции T (f, g),
обозначим через T .

Имеет место следующая

Лемма 8 [2]. T является ограниченным симметричным неотрицательно
определенным оператором, и

T 1/2(V ) = K,

где V = {x ∈ H : ‖x‖ = (〈x, x〉)1/2 ≤ 1}.
Пусть ε > 0 и I — тождественный оператор в H (т. е. I(x) = x). Тогда

существует оператор (T 1/2 + εI)−1 и он ограничен. Положим

q(x) = ‖(T 1/2 + εI)−1(x)‖ = (〈(T 1/2 + εI)−1(x), (T 1/2 + εI)−1(x)〉)1/2. (2.23)

Рассмотрим гильбертово пространство H с нормой q(·) (которая определена
через скалярное произведение). Для пространства (H, q) имеет место теорема 1,
и из (2.3) имеем

lim sup
n→∞

q(Sn/an) ≤ sup
x∈K

q(x) п. н. (2.24)

Из леммы 8 получим

sup
x∈K

q(x) = sup
x∈K

‖(T 1/2 + εI)−1(x)‖ = sup
y∈V

‖(T 1/2 + εI)−1T 1/2(y)‖

= |||(T 1/2 + εI)−1T 1/2|||, (2.25)

где ||| · ||| означает норму оператора.
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Обозначим U = T 1/2 + εI . В [2, c. 119] доказано, что

〈x, x〉 ≥ 〈U−1T 1/2(x), U−1T 1/2(x)〉. (2.26)

Из соотношений (2.24)–(2.26) следует

lim sup
n→∞

q

(
Sn
an

)
≤ 1 п. н. (2.27)

Так как q(x) ≤ 1 тогда и только тогда, когда (T 1/2+εI)−1(X) = y для некоторого
y ∈ V , по лемме 8

{x : g(x) ≤ 1} ≤ K + εV. (2.28)

Из (2.27) и (2.28) имеем

lim sup
n→∞

∥∥∥∥
Sn
an

−K

∥∥∥∥ ≤ ε п. н.,

откуда в силу произвольности ε получим (2.22). Остается доказать (2.21). Ис-
пользуем следующие леммы.

Лемма 9. Пусть Hµ — гильбертово пространство, построенное по вероят-
ностной мере µ на H , с нулевым средним и непрерывной в ∗-слабой топологии
ковариационной функцией T (f, g) по лемме 1. Далее, пусть для последователь-
ности с.в. {Xn, n ≥ 1} со значениями в H выполнено следующее условие:

lim sup
n→∞

f(Sn)
an

= sup
x∈K

f(x) п. н. для всех f ∈ H∗,

где K — единичный шар Hµ. Тогда
1) если

{
Sn

an

}
п. н. относительно компактна, то

C

({
Sn
an

})
= K п. н.

2)
{
Sn

an

}
п. н. относительно компактна тогда и только тогда, когда

lim
n→∞

∥∥∥∥
Sn
an

−K

∥∥∥∥ = 0 п. н.

Лемма 10. Пусть {ξi, i ≥ 1} — последовательность одномерных одинаково
распределенных с.в., удовлетворяющих следующим условиям:

Eξi = 0, Eξ2i <∞, lim
n→∞

1
n
E(ξ1 + · · · + ξn)2 = σ <∞,

∞∑

k=1

ϕ1/2(2k) <∞.

Тогда

lim sup
n→∞

ξ1 + · · · + ξn
an

= σ.

Лемма 9 есть частный случай результата, доказанного в [5] (см. теоре-
му 3.1). При этом теорема 3.1 из [5] доказана при условии, что

∫
H

‖x‖2 dµ(x) <∞

(очевидно, это условие сильнее, чем сформулированное в лемме). Это условие
нужно было только для того, чтобы обеспечить множествуK компактность. Но
из леммы 1 следует, что условие (1.8) обеспечивает компактность множества K.
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Поэтому доказательство теоремы 3.1 из [5] сохраняется и для леммы 9. Этот
факт был замечен в [1]. В [5] (теорема 3.1) п. 1 леммы 9 был доказан при пред-
положении, что Hµ бесконечномерно. Но утверждение п. 1 можно доказать (с
учетом леммы 10 вместо соотношения (2.2) из [13]) и без этого предположения,
как это сделано в [13, предложение 1, с. 703] для случая m-зависимых с.в.

Лемма 10 является следствием теоремы 3.1 из [16]. Хотя на самом деле
в [16] предполагается, что σ > 0. Но рассуждения, обосновывающие замечание
о достаточности доказательства соотношения (2.3) при условии � > 0, примени-
мы и по отношению к лемме 10. Следовательно, утверждение леммы остается
верным и при σ = 0.

По лемме 10 имеем

lim sup
n→∞

f(Sn)
an

=
(∫

H

f2(y) dµ(y)
) 1

2

п. н.

Из леммы 1 следует

sup
x∈K

f(x) =
(∫

H

f2(y) dµ(y)
) 1

2

.

Таким образом, условие леммы 9 выполнено, и если иметь в виду ранее дока-
занное (2.22), то по лемме 9 получим (2.21). Теорема 2 доказана.

Автор выражает искреннюю благодарность рецензенту за полезные заме-
чания и предложения, которые способствовали существенному улучшению пер-
воначального варианта статьи.
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