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Аннотация: Найдены достаточные условия компактной разрешимости дифферен-
циалов эллиптического дифференциального комплекса на некомпактном римано-
вом многообразии. В качестве основного примера рассмотрен комплекс де Рама
дифференциальных форм на многообразии с цилиндрическими концами.

Ключевые слова: эллиптический дифференциальный комплекс, компактно раз-
решимый оператор, дифференциальная форма, оператор внешнего дифференциро-
вания.

В этой работе оператором T : A → B будем называть произвольное ли-
нейное отображение, заданное на линейном подпространстве DomT векторного
пространства A и принимающее значения в векторном пространстве B. Для
произвольного оператора T : A → B обозначим через T−1 : B → A/KerT опе-
ратор, определенный следующими условиями: DomT−1 = ImT , оператор T−1T
совпадает на DomT с канонической проекцией π : A → A/KerT .

Замкнутый оператор T : A → B, действующий из банахова пространства
A в банахово пространство B, называется компактно разрешимым, если опе-
ратор T−1 компактен. Для каждого компактно разрешимого оператора T под-
пространство ImT замкнуто в B. Другими словами, каждый компактно разре-
шимый оператор нормально разрешим.

Интерес к компактно разрешимым операторам вызван, в частности, тем,
что дифференциалы положительных порядков эллиптического дифференци-
ального комплекса на компактном многообразии без края являются компактно
разрешимыми операторами. Кроме того, свойство компактной разрешимости
оператора имеет прямое отношение к дискретности спектра этого оператора, а
именно самосопряженный оператор T , действующий в гильбертовом простран-
стве, имеет дискретный спектр тогда и только тогда, когда он компактно раз-
решим и dim KerT < ∞.

Если многообразие, на котором задан дифференциальный эллиптический
комплекс, некомпактно, то дифференциалы этого комплекса, вообще говоря, не
являются компактно разрешимыми операторами. Простейшим примером явля-
ется оператор дифференцирования, действующий в пространстве L2 на веще-
ственной прямой. Компактная разрешимость дифференциалов эллиптического
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комплекса на компактном многообразии с краем зависит от выбора граничных
условий.

В этой работе мы находим условия, при выполнении которых дифферен-
циалы эллиптического комплекса, действующие в весовых Lp-пространствах на
римановом многообразии, компактно разрешимы. Детально разобран случай
дифференциала d0 комплекса де Рама на многообразии с цилиндрическими кон-
цами.

Пусть A, B — банаховы пространства, T : A → B — замкнутый оператор.
Пространство DomT будем считать снабженным нормой графика: ‖a‖DomT =(
‖a‖2

A + ‖Ta‖2
B

)1/2.

Лемма 1 [1]. Оператор T : A → B компактно разрешим тогда и только
тогда, когда компактен оператор q : DomT → A/KerT , представляющий собой
композицию оператора вложения DomT ⊂ A и канонической проекции A →
A/KerT .

Лемма 2. Оператор T компактно разрешим тогда и только тогда, когда
для каждой ограниченной в DomT последовательности an и произвольного чис-
ла ε > 0 существуют два различных номера m и n и z ∈ KerT такие, что
‖an − am − z‖A ≤ ε.

Доказательство. Эта лемма вытекает из леммы 1 и следующего просто-
го факта: множество M в полном метрическом пространстве относительно ком-
пактно тогда и только тогда, когда для каждого ε > 0 и любой последователь-
ности an в M найдутся два таких различных номера m и n, что ρ(an, am) ≤ ε.
Лемма доказана.

Пусть M — гладкое (класса C∞) многообразие (без края), µ — мера на M ,
локально эквивалентная в картах многообразия M мере Лебега, E — гладкое
эрмитово расслоение на M , p > 0 — вещественное число.

Пространство Lp(E, µ) состоит по определению из всех тех измеримых се-
чений u расслоения E, для которых ‖u‖Lp =

(∫
M

|u|pdµ
)1/p

< ∞. Пространство

Lp(E, µ) снабжено нормой ‖ · ‖Lp .
Наряду с Lp(E, µ) будем рассматривать и другие общеупотребительные

функциональные пространства сечений расслоения E. А именно:
D(E) — пространство гладких сечений с компактными носителями;
E (E) — пространство гладких сечений;
Lp

loc(E) — пространство тех сечений, которые, будучи умноженными на лю-
бую гладкую функцию с компактным носителем, принадлежат пространству
Lp(E, µ);

Hs,p
loc (E) — пространство Соболева сечений расслоения E (s ≥ 0 целое);

D ′(E) — пространство E-значных распределений.
Для компакта K ⊂ M обозначим через Hs,p

K (E) подпространство простран-
ства Hs,p

loc (E), образованное сечениями из Hs,p
loc (E) с носителями в K.

При выбранных эрмитовой структуре на E и мере µ на M пространство
D ′(E) отождествляется с пространством непрерывных линейных функциона-
лов, заданных на пространстве D(E), в этом случае пространство Lp

loc(E, µ)
можно считать вложенным в D ′(E). Функции f ∈ Lp,loc(E, µ) соответствует
непрерывный функционал на D(E), заданный формулой f(v) =

∫
M

(v, f)dµ.
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Отметим еще, что H0,p
loc (E) = Lp

loc(E), пространства Hs,p
K (E) нормируемы,

норма пространства H0
p,K(E) совпадает с нормой ‖ · ‖Lp .

Пусть E, F — эрмитовы расслоения над M , P ∈ dom(E → F ) — диф-
ференциальный оператор порядка m. Формальный дифференциальный опе-
ратор P можно рассматривать как оператор, действующий в различных про-
странствах сечений. Он переводит непрерывно D(E) в D(F ), D ′(E) в D ′(F ),
Hs,p

loc (E) в Hs−m,p
loc (F ). Вложения Lp(E, µ) в D ′(E) и Lp(F, µ) в D ′(F ) позво-

ляют рассматривать P как оператор, действующий из Lp(E, µ) в Lp(F, µ), c
DomP = {u ∈ Lp(E, µ) : Pu ∈ Lp(F, µ)}, причем значения Pu понимаются в
смысле распределений.

Функциональное пространство сечений расслоения называется полулокаль-
ным (в смысле Хёрмандера), если оно инвариантно относительно операции ум-
ножения на гладкие функции с компактными носителями.

Лемма 3. Если пространство Wp = Dom(P : Lp(E, µ) → Lp(F, µ)) по-
лулокально, то оператор α : Wp → Wp умножения на гладкую функцию α с
компактным носителем непрерывен.

Доказательство. Оператор α : Wp → D ′(E) непрерывен и поэтому имеет
замкнутый график. Но тогда замкнутый график имеет и оператор α : Wp →
Wp. Так как пространство Wp банахово, то по теореме о замкнутом графике
оператор α : Wp → Wp непрерывен. Лемма доказана.

Для произвольного подпространства � пространства Wp обозначим через
P� : Lp(E, µ) → Lp(F, µ) оператор с областью задания DomP� = � , совпа-
дающий на � с оператором P . Операторы P� естественно возникают в связи
с краевыми задачами для оператора P . Подпространство пространства Wp,
образованное сечениями, удовлетворяющими краевым условиям, как правило,
замкнуто и содержит все сечения из Wp, носители которых компактны и содер-
жатся в M . Будем говорить, что подпространство � пространства Wp задано
идеальными краевыми условиями, если оно замкнуто и содержит все сечения
из Wp с компактными носителями.

Теорема 1. Пусть E = (Ej , P j) — эллиптический дифференциальный
комплекс на многообразии M , Ej — эрмитовы векторные расслоения, P j ∈
domj (Ej → Ej+1), mj > 0, k — фиксированное целое число, Wp = Dom(P k :
Lp(Ek , µ) → Lp(Ek+1, µ)), � — подпространство в Wp, заданное идеальными
краевыми условиями. Предположим, что пространство Wp полулокально. То-
гда оператор P k

� компактно разрешим в том и только в том случае, когда вы-
полнено следующее условие (α): для любого ε > 0 найдутся компакт K ⊂ X и
константа C > 0 такие, что для каждого u ∈ � существует такое v ∈ � , что

P k
� u = P k

� v, ‖v‖Lp ≤ C‖u‖Wp и
( ∫

M\K

|v(x)|pdµ
)1/p

≤ ε‖u‖Wp .

Доказательство. Пусть условие (α) выполнено, ui — последовательность
в � , ‖ui‖Wp ≤ 1, ε > 0. Выберем компакт K и константуC такими, как в условии
(α). Для каждого i выберем vi ∈ � так, что

P k
� ui = P k

� vi, ‖vi‖Lp ≤ C,

( ∫

M\K

|vi|pdµ
)1/p

≤ ε.
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Пусть a : M → [0, 1] — гладкая функция, равная 1 на K и 0 вне некоторого
компакта K1 ⊂ M . Так как по лемме 3 оператор a : Wp → Wp ограничен и
avi ∈ � для каждого i, то avi — ограниченная последовательность в � .

По теореме о параметриксе для эллиптических комплексов [2] существуют
собственные (классические) псевдодифференциальные операторы Rj : D ′(Ej)
→ D ′(Ej) и V j : D ′(Ej) → D ′(Ej−1) такие, что Rj ∈ pdo−∞(Ej → Ej), V j ∈
pdo−mj−1(Ej → Ej−1), причем

P k−1V ku + V k+1P ku = u−Rku

для любого u ∈ D ′(Ek). Произвольный псевдодифференциальный оператор из
pdo−m(E → F ) действует непрерывно из Hs,p

loc (E) в Hs+m,p
loc (F ) [3, п. 2.3.2.5]. А

так как операторы Rj и V j собственные, существует такой компакт K2 ⊂ M ,
для которого операторы Rk : H0,p

K1
(Ek) → Hmk,p

K2
(Ek) и V k+1 : H0,p

K1
(Ek+1) →

Hmk,p
K2

(Ek) определены и непрерывны. По теореме вложения Соболева [4, п. 4.6.2]
вложение Hmk,p

K2
(Ek) → H0,p

K2
(Ek) компактно. Нормы в пространствах H0,p

K2
(Ej)

эквивалентны норме ‖ · ‖Lp . Следовательно, оператор V k+1P k + Rk переводит
каждую ограниченную в Wp последовательность сечений, носители которых
содержатся в K1, в последовательность, из которой можно извлечь сходящу-
юся в Lp(Ek, µ) подпоследовательность. В частности, из последовательности
V k+1P k(avi) +Rk(avi) можно извлечь сходящуюся в Lp(Ek) подпоследователь-
ность. Поэтому найдутся два таких различных номера i и j, что

‖V k+1P k(avj) + Rk(avj) − V k+1P k(avi) −Rk(avi)‖Lp < ε.

Пусть wi = (1− a)vi +Rk(avi) + V k+1P k(avi). Тогда P kwi = P kvi = P kui и
wi ∈ � , поскольку вне компакта K2 сечения wi и vi совпадают. Для каждого i

‖(1 − a)vi‖Lp ≤
( ∫

X\K

((1 − a)|vi|)pdµ
)1/p

< ε.

Поэтому ‖wi − wj‖Lp ≤ 3ε. По лемме 2 оператор P k
� нормально разрешим.

Допустим теперь, что условие (α) нарушено. В этом случае существует
такое ε > 0, что для любых C > 0 и компакта K ⊂ M найдется такое u ∈ � , что
‖u‖Wp ≤ 1 и для любого v ∈ � , удовлетворяющего условию P kv = P ku, либо

‖v‖Lp ≥ C, либо
( ∫
X\K

|v|p dµ
)1/p

> ε.

Построим по индукции последовательность ui в � , обладающую следующи-
ми свойствами: ‖ui‖Wp ≤ 1 для каждого i, ‖ui−uj−z‖Lp ≥ ε/2 для любых i 6= j

и z ∈ KerP k
� . Пусть ui при 1 ≤ i ≤ N , удовлетворяющие указанным условиям,

построены. Поскольку ‖ui‖Lp < ∞, найдется такой компакт K ⊂ M , что
( ∫

X\K

|ui|pdµ
)1/p

≤ ε

2

для всех i = 1, N . Пусть C = 1 + ε. Так как условие (α) нарушено, существует
такое uN+1 ∈ � , что ‖uN+1‖Wp ≤ 1 и для любого z ∈ KerP k

� либо ‖uN+1+z‖Lp ≥
C, либо

( ∫
X\K

|uN+1 + z|p dµ
)1/p ≥ ε. В первом случае

‖uN+1 − ui + z‖Lp ≥ ‖uN+1 + z‖Lp − ‖ui‖Lp ≥ ε
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для i = 1, N . Во втором случае

‖uN+1 − ui + z‖Lp ≥
( ∫

X\K

|uN+1 + z − ui|pdµ
)1/p

≥
( ∫

X\K

|uN+1 + z|pdµ
)1/p

−
( ∫

X\K

|ui|pdµ
)1/p

≥ ε/2.

Последовательность ui построена. По лемме 2 оператор P k
� не компактно раз-

решим. Теорема доказана.

Замечание. ПространствоWp полулокально в каждом из следующих двух
случаев: (a) P — оператор первого порядка; (b) символ оператора P k инъекти-
вен. Действительно, в случае (a) оператор P k в локальных картах многообразия
M имеет вид

P ku =
n∑

i=1

Ai(x)
∂u

∂xi
+ B(x).

Для гладкой функции α с компактным носителем, лежащим в одной карте,

P k(αu) = αP ku +
n∑

i=1

Ai(x)
∂α

∂xi
u.

Поэтому если u ∈ Wp, то αu ∈ Wp. В случае (a) пространство Wp полулокально.
В случае (b) из известных априорных Lp-оценок [5, § 15] следует вклю-

чение Wp ⊂ Hmk,p
loc (Ek). Поскольку пространство Hmk,p

loc (Ek) полулокально и
каждое сечение из Hmk,p

loc (Ek) с компактным носителем принадлежит Wp, то и
пространство Wp полулокально.

Следовательно, в случаях (a) и (b) условие полулокальности пространства
Wp в формулировке теоремы 1 может быть опущено. Отметим, что в этих
же случаях в формулировке теоремы требование «� — подпространство в Wp,
заданное идеальными краевыми условиями» может быть ослаблено. Его мож-
но заменить требованием «� — замкнутое подпространство в Wp, содержащее
D(Ek)». В случае (a) это утверждение следует из леммы Фридрихса [6, лем-
ма 17.1.5]. В случае (b) его можно доказать, используя стандартный оператор
усреднения, действующий в пространстве Hmk,p

loc (Rn).

Теорема 2. Пусть E = (Ej , P j) — эллиптический дифференциальный
комплекс на многообразии M , Ej — эрмитовы векторные расслоения, P j ∈
domj (Ej → Ej+1), mj > 0, Wp = Dom(P k : Lp(Ek , µ) → Lp(Ek+1, µ)), � — под-
пространство в Wp, заданное идеальными краевыми условиями. Предположим,
что пространство Wp полулокально. Тогда оператор P k

� компактно разрешим,
если выполнено следующее условие (β): для любого ε > 0 существует компакт
K в M такой, что для любого сечения u ∈ � , носитель которого лежит в M \K,
найдется такое v ∈ � , что P k

� u = P k
� v и ‖v‖Lp ≤ ε‖P k

� u‖Lp . Условие (β) необхо-
димо для компактной разрешимости оператора P k

� , если KerP k
� = KerP k

Wp
.

Доказательство. Пусть задано ε > 0. Для этого ε выберем компакт K ⊂
M в соответствии с условием (β). Пусть ui — последовательность в � такая, что
‖ui‖Wp ≤ 1 для каждого i. Выберем гладкую функцию a : M → [0, 1], равную
1 на некоторой компактной окрестности K1 компакта K и 0 вне некоторого
компакта K2 ⊂ M .
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Для эллиптического комплекса E существуют такие собственные псевдо-
дифференциальные операторы Rj ∈ pdo−∞(Ej → Ej) и V j ∈ pdo−mj−1 (Ej →
Ej−1), что u = Rju + V j+1P ju + P j−1V ju для любого u ∈ D ′(Ej) [2, теоре-
ма 6.12]. Поскольку операторы Rk и V k+1 собственные, они переводят сечения
с носителями в K2 в сечения с носителями в некоторой компактной окрестности
K3 компакта K2.

Операторы Rk : H0,p
K2

(Ek) → Hmk,p
K3

(Ek) и V k+1 : H0,p
K2

(Ek+1) → Hmk,p
K3

(Ek)
непрерывны [3, п. 2.3.2.5]. В силу полулокальности пространства Wp оператор
Rka+ V k+1P ka : Wp → Hmk,p

K3
(Ek) непрерывен. Следовательно, последователь-

ность vi := Rkaui + V k+1P kaui ограничена в Hmk,p
K3

(Ek).
Пусть ũi := ui − V k+1P kaui. Тогда P kũi = P kui, ũi = vi на K1. Выберем

какую-нибудь гладкую функцию b : M → [0, 1], равную 0 на некоторой окрест-
ности компакта K и 1 на M \K1. Дифференциальный оператор P kb−bP k имеет
порядок mk−1. Поэтому оператор

P kb− bP k : Hmk,p
K3

(Ek) → H0,p
K3

(Ek+1) ⊂ Lp(Ek+1, µ)

компактен [4, п. 4.6.2]. Компактен и оператор вложения Hmk,p
K3

⊂ Lp(Ek, µ).
Поэтому в силу ограниченности последовательности vi в Hmk,p

K3
(Ek) найдутся

два таких различных номера i и j, что

‖vi − vj‖ ≤ ε и ‖(P kb− bP k)vi − (P kb− bP k)vj‖Lp ≤ 1. (1)

Так как сечение b(ũi− ũj) совпадает с ui−uj вне компакта K3, то b(ũi− ũj) ∈ � .
Носитель сечения b(ũi−ũj) содержится в M \K. По условию (β) найдется такое
z ∈ KerP k

� , что
‖b(ũi − ũj) − z‖Lp ≤ ε‖P kb(ũi − ũj‖Lp .

Следовательно,

‖b(ũi − ũj) − z‖Lp ≤ ε(‖bP k(ũi − ũj)‖Lp + ‖(P kb− bP k)(ũi − ũj‖Lp . (2)

Так как b ≡ 1 на M \K1 и ũi = ṽi на K1 для каждого i, то

(P kb− bP k)(ũi − ṽi) = (P kb− bP k)(vi − vj).

Кроме того,
‖bP kũi‖Lp = ‖bP kui‖Lp ≤ ‖ui‖Wp ≤ 1.

Поэтому в силу (1) и (2)

‖b(ũi − ũj) − z‖Lp ≤ 3ε. (3)

Используя (1), получаем

‖(1 − b)(ũi − ũj)‖Lp = ‖(1 − b)(vi − vj)‖ ≤ ε. (4)

В силу (3) и (4)

‖ũi − ũj − z‖Lp ≤ ‖(1− b)(ũi − ũj)‖Lp + ‖b(ũi − ũj) − z‖Lp ≤ 4ε.

По лемме 2 оператор P k
� нормально разрешим.

Предположим теперь, что условие (β) не выполнено и KerP k
� = KerP k

Wp
.

Выберем в M возрастающую последовательностьKj компактных множеств
такую, что M ⊂

⋃
j

IntKj . Для каждого j рассмотрим подпространство Zj в
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Lp(Ek , µ), состоящее из тех сечений u ∈ Lp(Ek, µ), для которых P ku = 0 на
IntKj . Тогда ⋂

j

Zj = KerP k
Wp

= KerP k
� .

Для произвольных u ∈ Lp(Ek , µ) и S ⊂ Lp(Ek, µ) обозначим через ρ(u, S)
расстояние от u до S в Lp(Ek, µ). Докажем, что

ρ(u,KerP k
� ) = lim

j→∞
ρ(u, Zj)

для любого u ∈ Lp(Ek, µ).
Пусть u ∈ Lp(Ek, µ). Найдутся такие uj ∈ Zj , что

lim
j→∞

‖u− uj‖Lp = lim ρ(u, Zj).

Последовательность uj ограничена в Lp(Ek, µ). Поскольку Lp(Ek, µ) рефлек-
сивно и его сопряженное пространство сепарабельно, то всякое ограниченное
в Lp(Ek, µ) множество секвенциально слабо компактно. Поэтому существует
слабо сходящаяся к некоторому v ∈ Lp(Ek , µ) подпоследовательность ujν по-
следовательности uj . В силу того, что замкнутые линейные подпространства
слабо замкнуты, имеем v ∈

⋂
j
Zj = KerP k

� . Следовательно,

ρ
(
u,

⋂

j

Zj

)
≤ ‖u− v‖Lp ≤ lim

ν→∞
‖u− ujν‖Lp = lim

j→∞
ρ(u, Zj).

А так как ρ
(
u,

⋂
j
Zj

)
≥ ρ(u, Zj) для каждого j, то

ρ
(
u,

⋂

j

Zj

)
= lim

j→∞
ρ(u, Zj).

Поскольку условие (β) не выполнено, существует такое ε > 0, что для
любого компакта K ⊂ X найдется такое u ∈ � , что ‖P ku‖Lp = 1, носитель
suppu сечения u содержится в X \K и ρ

(
u,KerP k

�

)
≥ ε.

Построим по индукции последовательность ui в � , удовлетворяющую сле-
дующим условиям: ui ≡ 0 на Ki, ‖P kui‖Lp = 1, ρ

(
ui,KerP k

�

)
> ε, ρ

(
ui −

uj ,KerP k
�

)
> ε при i 6= j. Допустим, что сечения ui при 1 ≤ i ≤ N , удо-

влетворяющие указанным условиям, построены. Поскольку ρ
(
ui,KerP k

�

)
=

lim
j→∞

ρ(ui, Zj), найдется такое j, что ρ(ui, Zj) > ε для всех i = 1, N . Поскольку

нарушено условие (β), то для выбранного ε существует такое uN+1 ∈ � , что

‖P kuN+1‖ = 1, suppuN+1 ⊂ M \Kj , ρ(uN+1,KerP k
� ) > ε.

Так как uN+1 ∈ Zj , имеем

ρ(uN+1 − ui,KerP k
� ) ≥ ρ(uN+1 − ui, Zj) = ρ(ui, Zj) > ε

для любого i = 1, N . Последовательность ui построена. Ее существование
означает, что оператор

(
P k
�

)−1 : Lp(Ek+1, µ) → Lp(Ek, µ)/KerP k
� не компактен.

Тем самым оператор P k
� не компактно разрешим. Теорема доказана.

Перейдем к вопросу о компактной разрешимости оператора внешнего диф-
ференцирования на римановом многообразии с цилиндрическими концами.
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Пусть M — гладкое риманово многообразие, �k = �kT ∗M — k-я внешняя
степень кокасательного расслоения, � = (�k, dk) — комплекс де Рама многооб-
разия M , σ — непрерывная положительная функция на M . Расслоения �k бу-
дем считать снабженными эрмитовой структурой, индуцированной римановой
метрикой многообразия M . Пусть µ — мера на M , заданная формой объема на
римановом многообразии M . В дальнейшем банахово пространство Lp(�k, σpµ)
удобно обозначать символом Lk

p(M,σ), а пространство Dom(dk : Lk
p(M,σ) →

Lk+1
p (M,σ)) символом W k

p (M,σ). Условимся в случае k = 0 опускать в обозна-
чениях Lk

p(M,σ) и W k
p (M,σ) индекс k и опускать символ σ, если σ ≡ 1.

Предположим теперь, что M как гладкое многообразие является произве-
дением T×X интервала T = (a, b), −∞ ≤ a < b ≤ ∞, вещественной прямой и за-
мкнутого связного ориентируемого гладкого риманова многообразия X . Пусть
ix : T → M , it : X → M , πX : M → X , πT : M → T — отображения, задан-
ные формулами ix(t) = it(x) = (t, x), πX(t, x) = x, πT (t, x) = t. Предположим,
что метрика многообразия M связана с метрикой многообразия X следующими
условиями: 1) для каждой точки x ∈ X вложение ix : T → M является изомет-
рией; 2) для каждой точки (t, x) ∈ M кривая ix(T ) пересекает подмногообразие
Mt = π−1

T (t) в точке (t, x) ортогонально.
Многообразия M = T × X с римановой метрикой, удовлетворяющей ука-

занным условиям 1 и 2, будем называть цилиндрическими.
Обозначим через dmt и dx формы объема на римановых многообразиях Mt

и X . Так как отображение it : X → Mt является диффеоморфизмом, формула

i∗t (σ
p(t, x) dmt) = θp(t, x) dx

однозначно определяет непрерывную положительную функцию θ на M .
Для нормы ‖ · ‖Lk

p
в пространстве Lk

p(M,σ) по теореме Фубини имеем

‖ϕ‖Lk
p

=
(∫

X

∫

T

|ϕ|pθp dtdx
)1/p

.

Для функции ϕ ∈ Wp(M,σ) в силу условий 1 и 2, которым удовлетворяет
метрика цилиндрического многообразия M , выполнено неравенство |dϕ| ≥

∣∣∂ϕ
∂t

∣∣.
Поэтому для ϕ ∈ Wp(M,σ)

‖dϕ‖L1
p
≥

(∫

X

∫

T

∣∣∣∣
∂ϕ

∂t

∣∣∣∣
p

θp dtdx

)1/p

. (5)

Для любых s, t ∈ [a, b] обозначим через Ms,t подмногообразие (s, t) × X
многообразия M . Для произвольного ϕ ∈ Lp(M,σ) по неравенству Гёльдера
имеем

∫

X

∣∣∣∣∣∣

t∫

s

ϕ(τ, x) dτ

∣∣∣∣∣∣

p

dx ≤
∫

X

∣∣∣∣∣∣

t∫

s

|ϕ|pθp dτ

∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣

t∫

s

θ−p′
dτ

∣∣∣∣∣∣

p/p′

dx

≤


sup

x∈X

∣∣∣∣∣∣

t∫

s

θ−p′
dτ

∣∣∣∣∣∣

p/p′
 ·

∫

X

∣∣∣∣∣∣

t∫

s

|ϕ|pθp dτ

∣∣∣∣∣∣
dx.
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Иначе,
∥∥∥∥∥∥

t∫

s

ϕ(τ, x) dτ

∥∥∥∥∥∥
Lp(X)

≤


sup

x∈X

∣∣∣∣∣∣

t∫

s

θ−p′
dτ

∣∣∣∣∣∣

1/p′
 · ‖ϕ‖Lp(Ms,t,σ). (6)

Обозначим через Isϕ функцию
t∫
s
ϕ(τ, x)dτ переменных (t, x) ∈ M . Пусть a ≤

a′ < b′ ≤ b, s, u, v ∈ [a′, b′], C = sup
(t,x)∈Ma′,b′

θ(t, x). Используя неравенство (6),

получаем

‖Isϕ‖Lp(Mu,v) ≤




v∫

u

∫

X

∣∣∣∣∣∣

t∫

s

ϕ(τ, x) dτ

∣∣∣∣∣∣

p

θp(t, x) dxdt




1/p

≤ C|u− v| sup
x∈X

∣∣∣∣∣∣

b′∫

a′

θ−p′
dτ

∣∣∣∣∣∣

1/p′

· ‖ϕ‖Lp(Ma′,b′ ), (7)

где C не зависит от u, v, s и ϕ.

Лемма 4. Если s ∈ (a, b), то оператор Is : Lp,loc(M) → Lp,loc(M) непреры-
вен. Оператор Ib : Lp(M,σ) → Lp,loc(M) непрерывен, если

sup
x∈X

b∫

t

θ−p′
(τ, x)dτ < ∞

для некоторого t ∈ [a, b). Если

sup
x∈X

b∫

t

θ−p′
(τ, x) dτ → 0 при t → b,

то Isϕ → Ibϕ в Lp,loc(M) при s → b для любой функции ϕ ∈ Lp(M,σ).
Доказательство. Непрерывность операторов Is в указанных в лемме слу-

чаях непосредственно следует из оценки (7). Так как

‖Isϕ− Ibϕ‖Lp(Mu,v) =

∥∥∥∥∥∥

b∫

s

ϕdτ

∥∥∥∥∥∥
Lp(Mu,v)

≤ C|u− v|

∥∥∥∥∥∥

b∫

s

ϕdτ

∥∥∥∥∥∥
Lp(X)

,

где C = sup
(t,x)∈Mu,v

θ(t, x), из оценки (6) следует, что ‖Isϕ− Ibϕ‖Lp(Mu,v) → 0 для

любых u, v ∈ (a, b), если sup
x∈X

b∫
s
θ−p′

dτ → 0. Лемма доказана.

Для произвольных u, v ∈ [a, b] и (t, x) ∈ M положим

χu,v(t, x) =

∣∣∣∣∣∣

v∫

t

θp(τ, x) dτ

∣∣∣∣∣∣

1/p

·

∣∣∣∣∣∣

t∫

u

θ−p′
(τ, x) dτ

∣∣∣∣∣∣

1/p′

.
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Для произвольной измеримой функции ϕ(t, x) на M для почти всех x ∈ X
справедливо неравенство (неравенство Харди [7, п. 1.3.1])

v∫

u

∣∣∣∣∣∣

t∫

u

ϕ(τ, x) dτ

∣∣∣∣∣∣

p

θp(t, x) dt ≤ p(p′)p−1 sup
t∈(u,v)

χp
u,v(t, x) ·

v∫

u

|ϕ|pθp dt. (8)

Интегрируя неравенство (8) по x ∈ X , получаем оценку

‖Iuϕ‖Lp(Mu,v,σ) ≤ p1/p(p′)1/p
′

sup
(t,x)∈Mu,v

χu,v(t, x) · ‖ϕ‖Lp(Mu,v,σ). (9)

Пусть (s, t) ∈ (a, b), s 6= t, ϕ — гладкая функция на M . Выберем какую-нибудь
гладкую функцию λ : (a, b) → [0, 1], равную 0 в точке s и 1 в точке t. Тогда

ϕ(t, x) =
t∫

s

∂

∂τ
(λϕ)dτ. (10)

Используя (10), (6) и (5), приходим к оценке
‖i∗tϕ‖Lp(X) ≤ C‖ϕ‖Wp(Ms,t,σ), (11)

где i∗tϕ = ϕ ◦ it, а константа C не зависит от выбора функции ϕ. Следователь-
но, оператор i∗t : Wp,loc(M) → Lp(X), заданный на плотном в Wp,loc множе-
стве E (M) гладких функций, непрерывен. Поэтому, продолжив оператор i∗t по
непрерывности, получим оператор i∗t : Wp,loc(M) → Lp(X), заданный на всем
пространстве Wp,loc(M).

Для гладкой функции ϕ на M и s, t ∈ (a, b) по формуле Ньютона — Лейб-
ница

i∗tϕ− i∗sϕ =
t∫

s

∂ϕ

∂τ
dτ.

Учитывая оценки (6) и (5), получаем

∥∥i∗tϕ− i∗sϕ
∥∥
Lp(X) ≤ sup

x∈X

∣∣∣∣∣∣

t∫

s

θ−p′
dτ

∣∣∣∣∣∣

1/p′

· ‖dϕ‖L1
p(Ms,t,σ). (12)

Если

sup
x∈X

∣∣∣∣∣∣

t∫

s

θ−p′
dτ

∣∣∣∣∣∣
→ 0 при t, s → b,

то из (12) следует существование предела lim
t→b

i∗t в пространстве непрерывных

линейных операторов, действующих из Wp(Ms,b, σ) в Lp(X). Обозначим этот
предел через i∗b . Условие

sup
x∈X

∣∣∣∣∣∣

t∫

s

θ−p′
dτ

∣∣∣∣∣∣
→ 0 при t, s → b

эквивалентно условию

sup
x∈X

b∫

t

θ−p′
dτ → 0 при t → b.

Обозначим через Vb замыкание в Wp(M,σ) подпространства, образованного
гладкими функциями, каждая из которых равна 0 на некотором цилиндре Ms,b,
s ∈ (a, b).
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Лемма 5. Если

sup
x∈X

b∫

s

θ−p′
dτ < ∞

для некоторого s ∈ (a, b), то для любой функции ϕ ∈ Vb выполнено равенство

ϕ = Ib

(
∂ϕ

∂t

)
.

Если

sup
x∈X

b∫

s

θ−p′
dτ → 0 при s → b,

то

ϕ = π∗
X i∗bϕ + Ib

(
∂ϕ

∂t

)

для любой ϕ ∈ Wp(M,σ).
Доказательство. Пустьϕ ∈ Vb. Существует последовательностьϕj глад-

ких функций, каждая из которых равна 0 на некотором цилиндре Msj ,b, схо-
дящаяся к ϕ в пространстве Wp(M,σ). Для каждого j по формуле Ньютона —
Лейбница ϕj = Ib

(∂ϕj

∂t

)
. В силу неравенства (5)

∂ϕj

∂t
→

∂ϕ

∂t
в Lp(M,σ) при j → ∞. Если для некоторого s ∈ (a, b)

sup
x∈X

b∫

s

θ−p′
dτ < ∞,

то по лемме 4

Ib

(
∂ϕj

∂t

)
→ Ib

(
∂ϕ

∂t

)

в Lp,loc(M). А так как ϕj → ϕ в Lp(M,σ), то

ϕ = Ib

(
∂ϕ

∂t

)
.

Предположим теперь, что ϕ ∈ Wp(M,σ). В пространстве Wp(M,σ) глад-
кие функции образуют плотное множество [8]. Выберем последовательность
ϕj гладких функций, сходящуюся в Wp(M,σ) к функции ϕ. Для s ∈ (a, b) по
формуле Ньютона — Лейбница

Is

(
∂ϕj

∂t

)
= ϕj − π∗i∗sϕj .

Если

sup
x∈X

b∫

s

θ−p′
dτ → 0 при s → b,

то по формуле (5) и лемме 4

Is

(
∂ϕj

∂t

)
→ Ib

(
∂ϕj

∂t

)
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в Lp,loc(M) при s → b. Согласно определению оператора i∗b i∗sϕj → i∗bϕj в Lp(X)
при s → b. Но тогда π∗i∗sϕj → π∗i∗bϕj в Lp,loc(M). Следовательно,

Ib

(
∂ϕj

∂t

)
= ϕj − π∗i∗bϕj .

В силу формулы (11) и леммы 4 операторы Ib : Lp(M,σ) → Lp,loc(M) и π∗i∗s :
Wp(M,σ) → Lp,loc(M) непрерывны. Поэтому

ϕ− π∗
X i∗bϕ = Ib

(
∂ϕ

∂t

)

для любой функции ϕ ∈ Wp(M,σ).
Если sup

(t,x)∈M
χa,b(t, x) < ∞, то по формуле (9) Ib

(
∂ϕ
∂t

)
∈ Lp(M,σ). Но тогда

в силу равенства (13) π∗
X i∗bϕ ∈ Lp(M,σ).

Кроме того,

‖π∗
X i∗bϕ‖Lp(M,σ) =




∫

X

b∫

a

|i∗bϕ|pθp dtdx




1/p

≥


 inf

x∈X

b∫

a

θp dt




1/p

· ‖i∗bϕ‖X .

Поэтому если

inf
x∈X

b∫

a

θp dt = ∞,

то π∗
X i∗bϕ ∈ Lp(M,σ) лишь в том случае, когда i∗b = 0. Лемма доказана.

Теорема 3. Пусть M ′ = (a′, b) ×X — цилиндрическое многообразие, σ —
непрерывная положительная функция на M ′, a′ < a < b, M = (a, b) × X —
цилиндрическое подмногообразие многообразия M ′, � — подпространство про-
странства Wp(M,σ), заданное идеальными краевыми условиями. Тогда в каж-
дом из следующих четырех случаев оператор d� : Lp(M,σ) → L1

p(M,σ) ком-
пактно разрешим:

1) sup
(t,x)∈Mc,b

χb,c(t, x) → 0 при c → b, � ⊂ Vb;

2) sup
(t,x)∈Mc,b

χb,c(t, x) → 0 при c → b,

sup
x∈X

b∫

c

θ−p′
dt → 0 при c → b, inf

x∈X

b∫

a

θp dt = ∞,

� произвольное;
3) sup

(t,x)∈Mc,b

χb,c(t, x) → 0 при c → b,

sup
x∈X

b∫

c

θ−p′
dt → 0 при c → b, sup

x∈X

b∫

c

θpdt → 0 при c → b,

� произвольное.
4) sup

(t,x)∈Mc,b

χc,b(t, x) → 0 при c → b, � произвольное.

Доказательство. Если � и �1 — подпространства в W k
p (M,σ), заданные

идеальными краевыми условиями, � ⊂ �1, dim Ker dk�1
< ∞, dk�1

— компактно
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разрешимый оператор, то dk� компактно разрешим [9]. Поэтому можно считать,
что � = Vb в случае 1 и � = Wp(M,σ) в остальных трех случаях.

Пусть ε > 0 произвольно, ϕ ∈ � . По лемме 5 в первых двух случаях
ϕ = Ib

(
∂ϕ
∂t

)
, а в третьем случае ϕ = Ib

(
∂ϕ
∂t

)
+ π∗

X i∗bϕ. Пусть s, c ∈ (a, b). По
формулам (9) и (5) в случаях 1–3

∥∥∥∥Ib
(
∂ϕ

∂t

)∥∥∥∥
Lp(Mc,b,σ)

≤ ε‖ϕ‖Wp(M,σ)

при c, достаточно близких к b. По формулам (7) и (5)
∥∥∥∥Ib

(
∂ϕ

∂t

)∥∥∥∥
Lp(Ma,s)

≤ ε‖ϕ‖Wp(M,σ)

при s, достаточно близких к a.
Кроме того, в случае 3 в силу непрерывности оператора i∗b : Wp(M,σ) →

Lp(X)

‖π∗
Xi∗bϕ‖Lp(Mc,b,σ) =




∫

X

|i∗bϕ|p
b∫

c

θp dtdx




1/p

≤ sup
(x,t)∈Mc,b




b∫

c

θp dt




1/p

· ‖i∗bϕ‖ ≤ ε‖ϕ‖Wp(M,σ)

при c, достаточно близких к b.
Аналогично ‖π∗

X i∗bϕ‖Lp(Ma,s) ≤ ε‖ϕ‖Wp(M,σ) при s, достаточно близких к a.
По теореме 1 оператор d� компактно разрешим в каждом из случаев 1–3.
Перейдем к случаю 4. Пусть ϕ ∈ Wp(M,σ) и suppϕ ⊂ Ma,s ∪ Mc,b, s < c.

Тогда

ϕ = Is

(
∂ϕ

∂t

)
= Ic

(
∂ϕ

∂t

)

и по формулам (9) и (5)

‖ϕ‖Lp(Ma,s,σ) ≤ p1/p(p′)1/p
′

sup
(t,x)∈Ma,s

χs,a‖dϕ‖Lp(M,σ),

‖ϕ‖Lp(Mc,b,σ) ≤ p1/p(p′)1/p
′

sup
(t,x)∈Mc,b

χc,b‖dϕ‖Lp(M,σ).

Следовательно, ‖ϕ‖Lp(M,σ) ≤ ε‖dϕ‖Lp(M,σ) при s, достаточно близких к a, и c,
достаточно близких к b. По теореме 2 оператор d� компактно разрешим. Тео-
рема доказана.

Следствие. Если � ⊂ Vb и sup
(t,x)∈Mc,b

χb,c(t, x) → 0, либо sup
(t,x)∈Mc,b

χc,b(t, x)

→ 0, то оператор d� компактно разрешим.
Гладкое риманово многообразие M (без края) будем называть многообра-

зием с цилиндрическими концами, если в M заданы попарно не пересекаю-
щиеся открытые множества M ′

i , i = 1, . . . ,m, такие, что множество M \
⋃
i
M ′

i

компактно, а каждое подмногообразие M ′
i риманова многообразия M является

цилиндрическим многообразием (a′i, bi) ×Xi.
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Теорема 4. Пусть M — многообразие с цилиндрическими концами, ai ∈
(a′i, bi), σ — непрерывная положительная функция на M , � — подпростран-
ство в Wp(M,σ), заданное идеальными краевыми условиями, Mi = (ai, bi) ×X ,
σ = σ|Mi , �i = {ϕ|Mi : ϕ ∈ �}. Тогда �i для каждого i является подпро-
странством в Wp(Mi, σi), заданным идеальными краевыми условиями. Опера-
тор d� : Lp(M,σ) → L1

p(M,σ) компактно разрешим, если для каждого цилин-
дрического многообразия Mi, функции σi и подпространства �i выполнено хотя
бы одно из условий 1–4 теоремы 3.

Доказательство. Для каждого i существует линейный непрерывный опе-
ратор ri : Wp(Mi, σi) → Wp(M,σ) такой, что riϕ|Mi = ϕ и supp riϕ ⊂ M ′

i

[10, лемма 4]. Тогда r−1
i (� ) = �i и тем самым подпространство �i замкнуто

в Wp(Mi, σi). Следовательно, подпространство �i задано идеальными краевы-
ми условиями. Оператор d� компактно разрешим, если компактно разрешимы
операторы d�i [9, теорема 2]. Поэтому теорема 4 является следствием теоремы 2.
Теорема доказана.

Обозначим через V замыкание в Wp(M,σ) множества D(M) гладких функ-
ций с компактными носителями.

Следствие. Если в условиях теоремы 3 � = V , то оператор d� компактно
разрешим в том случае, если для каждого i либо sup

(t,x)∈Mc,bi

χbi,c(t, x) → 0, либо

sup
(t,x)∈Mc,bi

χc,bi(t, x) → 0 при c → bi.

В заключение обсудим связь полученных результатов с вопросом о дискрет-
ности спектра оператора Шредингера. Пусть M — связное гладкое риманово
многообразие, σ — гладкая положительная функция на M . Оператор умно-
жения на функцию σ переводит изометрично пространство Lj

2(M,σ) на про-
странство Lj

2(M) = Lj
2(M, 1). Рассмотрим оператор σdσ−1 : L2(M) → L1

2(M) с
областью задания D(M) и обозначим через T : L2(M) → L1

2(M) его замыкание.
Поскольку оператор σ является изометрией, оператор T компактно разрешим
тогда и только тогда, когда компактно разрешим оператор dV : L2(M,σ) →
L1

2(M,σ).
Пусть T ∗ : L1

2(M) → L2(M) — оператор, метрически сопряженный к опе-
ратору T , u, v ∈ D(M). Тогда

(T ∗Tu, v) = (Tu, Tv) =
∫

M

(σdσ−1u, σdσ−1v) dm

= −
∫

M

(σ−1 ∗ d ∗ σ2dσ−1u, v) dm = −
∫

M

(σ−1 ∗ d ∗ (−udσ + σdu), v) dm

−
∫

M

(σ−1 ∗ (−du ∧ ∗dσ − ud ∗ dσ + dσ ∧ ∗du + σd ∗ du), v) dm

=
∫

M

uσ−1 ∗ d ∗ dσ − ∗d ∗ du, v) dm =
(
�u−

�σ

σ
u, v

)
,

где � = −(∗d ∗ d) — оператор Лапласа.
Следовательно, оператор T ∗T совпадает на подпространстве D(M) с опе-

ратором Шредингера �− �σ
σ с потенциалом −�σ

σ .
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Так как подпространство D(M) плотно в DomT , оператор T ∗T совпадает
с расширением по Фридрихсу оператора �− �σ

σ , заданного на D(M).
Самосопряженный оператор T ∗T имеет дискретный спектр тогда и только

тогда, когда dim KerT < ∞ и T — компактно разрешимый оператор [11].
Итак, оператор Шредингера S, являющийся расширением по Фридрихсу

оператора �−�σ
σ , заданного на D(M), имеет дискретный спектр тогда и только

тогда, когда компактно разрешим оператор dV : L2(M,σ) → L1
2(M,σ), действу-

ющий в весовых L2-пространствах дифференциальных форм.
Поэтому в силу следствия теоремы 4 оператор Шредингера S на многооб-

разии с цилиндрическими концами имеет дискретный спектр, если для каждого
конца этого многообразия либо sup

(t,x)∈Mc,bi

χbi,c(t, x) → 0, либо sup
(t,x)∈Mc,bi

χc,bi(t, x)

→ 0 при c → bi.
При σ ≡ 1 получаем достаточные условия дискретности спектра опера-

тора Лапласа на многообразии с цилиндрическими концами. Отличающиеся
от наших условия дискретности спектра оператора Лапласа на многообразии с
цилиндрическими концами имеются в [12].
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