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Аннотация: Показана разрешимость систем уравнений, смоделированных на опре-
деленных спайнах трехмерных многообразий. Расширен результат А. Дункана и
Дж. Хауи о двумерном остове трехмерного тора.
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§ 1. Введение

Если G — группа, F — свободная подгруппа с порождающими x1, . . . , xn

и w1, . . . , wm — некоторые слова в свободном произведении G ∗ F , то система
уравнений w1 = 1, . . . ,wm = 1 с неизвестными x1, . . . , xn называется разреши-
мой над G, если существуют группа H и отображение φ : G ∗F → H такие, что
φ(wi) = 1, i = 1, . . . ,m, и ограничение φ|G является инъекцией.

Проблема заключается в том, чтобы найти необходимые и достаточные
условия разрешимости системы уравнений над группой. Условия могут быть
наложены на группу G или на слова w1, . . . , wm.

Существует также геометрическая интерпретация проблемы [1]. ПустьK —
CW-комплекс с π1(K) = G. Образуем новый комплекс L с π1(L) = (G ∗ F )/N ,
где N — подгруппа группы G ∗F , нормально порожденная словами w1, . . . , wm,
следующим образом. Для каждого порождающего xi группы F приклеим од-
номерную клетку к базовой точке комплекса K и согласно каждому слову wi

приклеим двумерную клетку к этому комплексу. Это дает требуемый комплекс
L. Более того, система уравнений w1 = 1, . . . , wm = 1 разрешима над G, если и
только если каноническое отображение из π1(K) в π1(L) является инъекцией.

Обратно, если (K,L) — пара двумерных комплексов, K ⊆ L, такая, что
одномерный остов X(1) комплекса X = L/K порождает свободную группу F ,
и двумерные клетки комплекса L\K определяют множество слов {w1, . . . , wm}
в π1(K) ∗ F , то мы говорим, что система уравнений w1 = 1, . . . , wm = 1 реа-
лизована парой (K,L) и смоделирована на комплексе X . Двумерный комплекс
X называется комплексом Кервера, если любая система уравнений, смоделиро-
ванная на X , разрешима.

Гипотеза Кервера — Лауденбаха состоит в том, что если множество слов
{w1, . . . , wm} несингулярно (т. е. n-ки (di1, . . . , din), i = 1, . . . ,m, линейно неза-
висимы, где dij — сумма степеней порождающего xj в слове wi), то система
уравнений w1 = 1, . . . , wm = 1 разрешима над G. М. Герстенхабер и О. С. Рот-
хаус [2, 3] доказали гипотезу Кервера — Лауденбаха для локально резидуально
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конечных групп G, а Дж. Хауи [1] доказал ее для локально индикабельных
групп G.

Напомним, что группа A называется резидуально конечной, если для каж-
дого a ∈ A, a 6= 1, существуют конечная группа K и такой гомоморфизм
φ : A → K, что φ(a) 6= 1. Группа A называется индикабельной, если суще-
ствует эпиморфизм из A в Z. Группа G — локально P , если каждая нетриви-
альная конечно порожденная подгруппа удовлетворяет P , где P — некоторое
свойство.

Есть много результатов с ограничением на длину и сумму степеней пере-
менных в уравнениях (см., например, [4–7]).

Тем не менее гипотеза Кервера — Лауденбаха имеет дело только с несин-
гулярными множествами слов. Что касается сингулярных множеств, то ре-
зультатов не так много. В [8] Р. Линдон изучал сингулярные уравнения над
циклическими группами, и в [9] рассмотрены определенные уравнения над Z2.
Сингулярные уравнения длины четыре исследованы в [10].

Другой интересный класс систем состоит из систем, которые могут быть
смоделированы на спайнах трехмерных многообразий. В [11] А. Дункан и
Дж. Хауи показывают, что двумерный остов трехмерного тора является ком-
плексом Кервера. В [12] рассматривается «шутовской колпак», являющийся
спайном трехмерной сферы.

В настоящей статье мы расширяем результаты работы [11] на другие спай-
ны трехмерных многообразий. Пусть X — следующий трехмерный комплекс,
гомотопный многообразию �n × S1, где �n — поверхность рода n: X имеет по
одной клетке в размерностях 0 и 3 и по 2n+ 1 клетке в размерностях 1 и 2. Его
двумерный остов X(2) является геометрической реализацией копредставления
группы
〈
x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z |

n∏

i=1

xiyix
−1
i y−1

i ,
{
xizx

−1
i z−1, yizy

−1
i z−1, i = 1, . . . , n

}
〉
.

Теорема 1. Построенный выше комплекс X(2) является комплексом Кер-
вера.

Упомянутые системы уравнений смоделированы на спайнах трехмерных
многообразий. Было бы интересно узнать, какие системы уравнений, смодели-
рованные на спайнах, будут системами Кервера.

Я выражаю благодарность моему научному руководителю профессору
Дж. Хауи за его помощь и постоянное внимание к этой работе.

§ 2. Доказательство теоремы 1

Пусть X(2) — комплекс, описанный в утверждении теоремы. Тогда X(2) —
комплекс, ассоциированный со следующей системой уравнений над группой G:

n∏

i=1

eixifiyigix
−1
i hiy

−1
i = 1,

aixibizcix
−1
i diz

−1 = 1, siyitizuiy
−1
i viz

−1 = 1, i = 1, . . . , n,

(1)

ai, bi, ci, di, ei, fi, gi, hi, si, ti, ui, vi — элементы группы G для i = 1, . . . , n.
Мы строим группу H , содержащую G в качестве подгруппы, так что урав-

нения (1) выполняются в H .
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Рис. 1.

Чтобы представить комплекс X(2), мы будем использовать фундаменталь-
ный многогранник P для группы π1(�n × S1), действующей на пространстве
H2 × R (см. рис. 1 для n = 2).

Припишем метки ребрам и углам многогранника P согласно системе урав-
нений. Тогда метки вершин P таковы:

αi = si−1eia
−1
i , βi = b−1

i fis
−1
i , γi = t−1

i gibi, δi = aihiti,

α′
i = v−1

i−1eidi, β′
i = cifivi, γ′

i = uigic
−1
i , δ′i = d−1

i hiu
−1
i , i = 1, . . . , n.

Мы называем набор четырех последовательных граней многогранника P , со-
ответствующих двум уравнениям и обратным к ним aixibizcix

−1
i diz−1 = 1,

siyitizuiy
−1
i viz−1 = 1, ручкой Hi. На рис. 2 показана разметка для ручки H

(индексы опущены). Мы называем вершину тривиальной, если метка этой вер-
шины является тривиальным элементом в G.
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Рис. 2.

Лемма 1. Пусть

G0 =

〈
G, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn |

n∏

i=1

eixifiyigix
−1
i hiy

−1
i = 1

〉
,

и пусть A = 〈{aixibi, siyiti, i = 1, . . . , n}〉 и B =
〈{

d−1
i xic

−1
i , v−1

i yiu
−1
i , i =

1, . . . , n
}〉

— подгруппы группы G0. Тогда A либо свободная группа ранга 2n,
либо группа поверхности π1(�n), либо группа орбифолда π1(�n(p)), где �n(p) —
орбифолд с подстилающим пространством �n и одной конической точкой по-
рядка p, и аналогичное утверждение справедливо для B.

Доказательство. Мы можем заменить переменные:

Xi = aixibi, Yi = siyiti, i = 1, . . . , n.
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Тогда

G0 =

〈
G,X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn |

n∏

i=1

αiXiβiYiγiX
−1
i δiY

−1
i = 1

〉

и A = 〈{Xi, Yi, i = 1, . . . , n}〉.
Выделяем три случая.

1. Среди элементов αi, βi, γi, δi, i = 1, . . . , n, есть по крайней мере два
нетривиальных. В этом случае A — свободная подгруппа группы G0.

Представим соотношение
n∏

i=1
αiXiβiYiγiX

−1
i δiY

−1
i = 1 в виде W1XkW2X

−1
k

= 1, где каждое Wi, i = 1, 2, содержит по крайней мере один нетривиальный
элемент группы G. (Заметим, что если βk, γk 6= 1, а все остальные коэффици-
енты тривиальны, то следует рассматривать W1YkW2Y

−1
k = 1 и использовать

Yk вместо Xk в дальнейших рассуждениях.) Пусть

G = G ∗ 〈X1, . . . , Xk−1, Xk+1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn〉,

и пусть B1 = 〈W1〉, B2 = 〈W2〉. Ясно, что B1 ∼= B2 в G. Тогда

G0 =
〈
G,Xk | W1XkW2X

−1
k = 1

〉
.

Покажем, что A пересекает B1 и B2 тривиально. Предположим, что это не
так, и пусть существует σ ∈ A∩B1, σ 6= 1. Тогда σ = W p

1 и, значит, σ содержит
по крайней мере один нетривиальный элемент группы G, что противоречит
факту A = 〈{Xi, Yi, i = 1, . . . , n}〉. Такие же рассуждения показывают, что A
пересекает B2 тривиально.

Значит, по теореме Куроша о подгруппах свободного произведения A = S ∗
(A∩G) = S∗F2n−1, где S — некоторая группа и F2n−1 = 〈X1, . . . , Xk−1, Xk+1, . . . ,
Xn, Y1, . . . , Yn〉 — свободная группа. По теореме Грушко S является однопо-
рожденной группой. Абелеанизируя G0 и отображая ее естественным обра-
зом на Z2n, можно видеть, что Aab изоморфна Z2n. С другой стороны, Aab =
Sab ⊕ Z2n−1 и, значит, Sab ∼= Z. Таким образом, S ∼= Z, и A свободна.

2. Есть только один нетривиальный элемент среди αi, βi, γi, δi, i = 1, . . . , n.
В этом случае A является группой орбифолда. Действительно,

n∏

i=1

αiXiβiYiγiX
−1
i δiY

−1
i = 1

эквивалентно тому, что
(

k−1∏

i=1

[Xi, Yi]

)
αkXkβkYkγkX

−1
k δkY

−1
k

(
n∏

i=k+1

[Xi, Yi]

)
= 1,

где три из αk, βk, γk, δk тривиальны. Тогда G0 будет свободным произведением
групп G и

A =

〈
X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn |

(
n∏

i=1

[Xi, Yi]

)p

= 1

〉

с объединенной циклической подгруппой порядка p. Заметим, что p — порядок
единственного нетривиального элемента среди αk, βk, γk, δk. Если p конечно,
то A = π1(�n(p)), в противном случае A = F2n.
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3. Все элементы αi, βi, γi, δi, i = 1, . . . , n, тривиальны. В этом случае

G0 = G ∗

〈
X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn |

n∏

i=1

[Xi, Yi] = 1

〉
.

Таким образом, A изоморфна группе поверхности π1(�n). Рассуждения для B
аналогичны.

Теперь мы рассмотрим различные комбинации случаев из леммы 1 для
верхней и нижней граней P .

Случай A. Если найдутся по крайней мере по два нетривиальных элемен-
та на верхней и нижней гранях, то обе группы A и B свободны в G0, и мы
формируем HNN-расширение

H =
〈
G0, z | z−1aixibiz = d−1

i xic
−1
i , z−1siyitiz = v−1

i yiu
−1
i , i = 1, . . . , n

〉
.

Поскольку G является подгруппой группы G0, то G — подгруппа группы H .

Случай B. Предположим, что найдутся только одна нетривиальная вер-
шина на верхней грани в ручке Hk и только одна нетривиальная вершина на
нижней грани в ручке Hl. Тогда обе группы A и B изоморфны группам орби-
фолдов:

A ∼= π1(�n(p)), B ∼= π1(�n(q)).

При замене переменных Xi = aixibi, Yi = siyiti система уравнений (1) стано-
вится системой

XizCiX
−1
i Diz

−1 = 1, YizUiY
−1
i Viz

−1 = 1, σR(X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn) = 1,

где Ci = cibi, Di = aidi, Ui = uiti, Vi = sivi, σ — метка единственной нетривиаль-
ной вершины на верхней грани, и слово R(X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Yn) не содержит
элементов группы G. Новая система уравнений может быть смоделирована на
том же самом комплексе X .

Более того, поскольку на нижней грани имеется только один нетривиаль-
ный элемент, можно использовать уравнения

Vi−1D
−1
i = CiVi = UiC

−1
i = D−1

i U−1
i = 1, i 6= l, k,

чтобы найти элемент σ′ в нетривиальной вершине снизу. Нетрудно видеть, что
σ′ = σ.

Таким образом, p = q, и A изоморфна B. Поэтому формируем HNN-
расширение H = 〈G0, z | z−1Az = B〉, содержащее G в качестве подгруппы.

Случай C. Если все вершины на одной из многоугольных граней (скажем,
на нижней) тривиальны, то вместо G0 берем группу

G1 =

〈
G, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn |

n∏

i=1

[
d−1
i xic

−1
i , v−1

i yiu
−1
i

]
,

n∏

i=1

[aixibi, siyiti]

〉
.

Тем самым G будет подгруппой группы G1. Действительно, существует го-
моморфизм s : G1 → G, заданный соотношениями xi = a−1

i b−1
i , yi = viui,

i = 1, . . . , n, g = g ∀g ∈ G, такой, что s ◦ i = idG, где i — гомоморфизм из G в
G1. Значит, i — инъекция. Следовательно, обе группы A = 〈{aixibi, siyiti, i =
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1, . . . , n}〉 и B =
〈{

d−1
i xic

−1
i , v−1

i yiu
−1
i , i = 1, . . . , n

}〉
изоморфны группе π1(�n)

в G1, и мы можем сформировать HNN-расширение

H = 〈G1, z | z−1Az = B〉.
Заметим, что уравнение

n∏

i=1

[aixibi, siyiti] = 1

эквивалентно уравнению
n∏

i=1

eixifiyigix
−1
i hiy

−1
i = 1.

Случай D. Последний и самый трудный случай — это когда имеются толь-
ко одна нетривиальная вершина на одной из многогранных граней и по крайней
мере две нетривиальные вершины на другой.

Пусть нижняя грань только с одной нетривиальной вершиной. Можем
предположить без ограничения общности, что эта вершина принадлежит ручке
H1, т. е. нетривиальный элемент — один из элементов α′

1, β′
1, γ′

1 и δ′1.

Перестановка вершин. Опишем технику замены переменных, позволя-
ющую менять местами тривиальные и нетривиальные вершины многогранни-
ка P .

Предположим, что есть ручка Hk, k 6= 1, с нетривиальными вершинами
сверху и с β′

k = γ′
k = 1. Заменим xk на wk = xkc

−1
k z−1. Тогда система уравнений

превращается в
(

k−1∏

i=1

eixifiyigix
−1
i hiy

−1
i

)
ekwkzckfkykgkc

−1
k z−1w−1

k hky
−1
k

×

(
n∏

i=k+1

eixifiyigix
−1
i hiy

−1
i

)
= 1,

akwkzckbkw
−1
k dkz

−1 = 1, skyktkzuky
−1
k vkz

−1 = 1,
aixibizcix

−1
i diz

−1 = 1, siyitizuiy
−1
i viz

−1 = 1, i 6= k.

Используя равенства ckfkvk = 1, ukgkc
−1
k = 1 и zv−1

k yku
−1
k z−1 = skyktk, полу-

чим, что первое уравнение системы эквивалентно уравнению
(

k−1∏

i=1

eixifiyigix
−1
i hiy

−1
i

)
ekwkskyktkw

−1
k hky

−1
k

(
n∏

i=k+1

eixifiyigix
−1
i hiy

−1
i

)
= 1.

Новая система может быть смоделирована на том же самом комплексе X
с другими метками вершин многогранника P (см. рис. 3). Значит, если βk или
γk (или обе) нетривиальны, то мы имеем по крайней мере две нетривиальные
вершины на нижней грани в новой конфигурации.
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Если γ′
k = δ′k = 1, то используем другую замену wk = yku

−1
k z−1, которая

дает систему уравнений
(

k−1∏

i=1

eixifiyigix
−1
i hiy

−1
i

)
ekxkfkwkb

−1
k x−1

k a−1
k w−1

k

×

(
n∏

i=k+1

eixifiyigix
−1
i hiy

−1
i

)
= 1,

akxkbkzckx
−1
k dkz

−1 = 1, skwkztkukw
−1
k vkz

−1 = 1,

aixibizcix
−1
i diz

−1 = 1, siyitizuiy
−1
i viz

−1 = 1, i 6= k.

Новая разметка многогранника P показана на рис. 4. Следовательно, если γk
или δk нетривиальна, то имеем по крайней мере две нетривиальные вершины
на нижней грани нового P .

b−1 a−1

b−1 a−1
���� ��

�� �
�
� ��

e

e

a

d

s 1

v

a

d

s1

tu v
z z zz z

w

ww

xw

xx

x

b

c

b

ctu

f

fh

e f g h

e f g

a b

d

s t

uv

ab

c d

st

u vc

x y

x x

x y

yy

z z zz z

Рис. 4.

Единственная вершина, которая не может быть сдвинута вниз, — это αk.

Отрезание ручки. Предположим, что существует ручка Hk, где все вер-
шины тривиальны, кроме, возможно, αk или α′

k. Замена переменных Xi =
aixibi, Yi = siyiti дает новую систему уравнений, которая также может быть
смоделирована на X :

XizCiX
−1
i Diz

−1 = 1, YizUiY
−1
i Viz

−1 = 1, i = 1, . . . , n,

(
k−1∏

i=1

αiXiβiYiγiX
−1
i δiY

−1
i

)
αkXkYkX

−1
k Y −1

k

×

(
n∏

i=k+1

αiXiβiYiγiX
−1
i δiY

−1
i

)
= 1,

где Ci = cibi, Di = aidi, Ui = uiti, Vi = sivi. Используя равенства CkVk =
UkC

−1
k = D−1

k U−1
k = 1, получим, что Ck = Uk = D−1

k и Vk = Dk. Теперь
заменим z на Z = zD−1

k , чтобы получить эквивалентную систему уравнений,
которая может быть смоделирована на том же самом комплексе X :

XiZDkCiX
−1
i DiD

−1
k Z−1 = 1, YiZDkUiY

−1
i ViD

−1
k Z−1 = 1, i 6= k

XkZX−1
k Z−1 = 1, YkZY −1

k Z−1 = 1,
(

k−1∏

i=1

αiXiβiYiγiX
−1
i δiY

−1
i

)
αkXkYkX

−1
k Y −1

k

(
n∏

i=k+1

αiXiβiYiγiX
−1
i δiY

−1
i

)
= 1.
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Пусть

G =
G ∗ 〈{Xi, Yi, i 6= k}, Z〉

N
∗〈Z〉

〈Xk, Yk, Z〉
N1

,

где N — нормальное замыкание следующих 2n− 1 элементов:

XiZDkCiX
−1
i DiD

−1
k Z−1, YiZDkUiY

−1
i ViD

−1
k Z−1, i 6= k,

(
k−1∏

i=1

αiXiβiYiγiX
−1
i δiY

−1
i

)
αk

(
n∏

i=k+1

αiXiβiYiγiX
−1
i δiY

−1
i

)
,

и N1 — нормальное замыкание 〈[Xk, Z], [Yk, Z], [Xk, Yk]〉. Ясно, что если G яв-
ляется подгруппой G, то исходная система уравнений имеет решение над G.

Геометрически мы просто удаляем четыре боковые грани P .

Прежде всего удалим все возможные ручки. Если после этого мы получим
трехмерный тор, то X(2) является комплексом Кервера в силу [11]. Предпо-
ложим, что n > 1 после отрезания всех возможных ручек. Напомним, что
теперь у нас имеются только одна нетривиальная вершина на нижней грани и
по крайней мере две нетривиальные вершины на верхней.

Если наверху найдется больше, чем две нетривиальные вершины, то можем
передвинуть одну из них вниз и получить случай A.

Если наверху найдутся в точности две нетривиальные вершины и n > 2, то
используем технику перестановки вершин, чтобы поднять единственную нетри-
виальную вершину с нижней грани и получить случай C. Предположим, что
n = 2. Пусть H1 содержит две нетривиальные вершины и H2 — только одну
нетривиальную вершину. Ясно, что мы можем положить α2 = 1. Если α1 6= 1,
то вторая нетривиальная вершина в H1 может быть поднята наверх и мы полу-
чим случай C. Таким образом, положим α1 = 1.

Теперь построим группу G2 = 〈G,X2, Y2, Z〉 и определим ее подгруппу

A2 = G ∗
〈
X2β2Y2γ2X

−1
2 δ2Y

−1
2 , Z

〉

для каждого случая β2 6= 1, γ2 6= 1, δ2 6= 1.
Предположим, что β2 6= 1. Поскольку все остальные вершины в H2 триви-

альны, замена переменных Z = zD−1
2 приводит к следующей системе уравне-

ний, которая может быть смоделирована на том же самом комплексе X :

X1β1Y1γ1X
−1
1 δ1Y

−1
1 X2β2Y2X

−1
2 Y −1

2 = 1,

X1ZC̃1X
−1
1 D̃1Z

−1 = 1, Y1ZŨ1Y
−1
1 Ṽ1Z

−1 = 1,

X2ZX−1
2 Z−1 = 1, Y2ZY −1

2 β−1
2 Z−1 = 1.

Пусть
G2 =

〈
G,X2, Y2, Z | X2ZX−1

2 Z−1 = Y2ZY −1
2 β−1

2 Z−1 = 1
〉
.

Тогда
G2 = G ∗Zn 〈X2, Y2, Z | [X2, Z] = [Y2, Z]n = 1〉,

где n > 1 — порядок элемента β2 в группе G, и

A2 = G ∗
〈
X2Z

−1Y2ZX−1
2 Y −1

2 , Z
〉
.

Если γ2 6= 1, то замена переменных Z = zD−1
2 дает систему уравнений

X1β1Y1γ1X
−1
1 δ1Y

−1
1 X2Y2γ2X

−1
2 Y −1

2 = 1,
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X1ZC̃1X
−1
1 D̃1Z

−1 = 1, Y1ZŨ1Y
−1
1 Ṽ1Z

−1 = 1,
X2Zγ2X

−1
2 Z−1 = 1, Y2ZY −1

2 γ−1
2 Z−1 = 1.

Пусть
G2 = 〈G,X2, Y2, Z | X2Zγ2X

−1
2 Z−1 = Y2ZY −1

2 γ−1
2 Z−1 = 1〉.

Тогда
G2 = G ∗Zn 〈X2, Y2, Z | [X2, Z]n = [Y2, Z]n = 1〉,

где n > 1 — порядок элемента γ2 в группе G, и

A2 = G ∗ 〈X2Y2Z
−1X−1

2 ZY −1
2 , Z〉.

Наконец, если δ2 6= 1, то заменяем z на Z = zD−1
1 , чтобы получить систему

уравнений
X1β1Y1γ1X

−1
1 δ1Y

−1
1 X2Y2X

−1
2 δ2Y

−1
2 = 1,

X1ZC̃1X
−1
1 D̃1Z

−1 = 1, Y1ZŨ1Y
−1
1 Ṽ1Z

−1 = 1,
X2ZX−1

2 δ2Z
−1 = 1, Y2ZY −1

2 Z−1 = 1.
Пусть

G2 =
〈
G,X2, Y2, Z | X2ZX−1

2 δ2Z
−1 = Y2ZY −1

2 Z−1 = 1
〉
.

В таком случае

G2 = G ∗Zn 〈X2, Y2, Z | [X2, Z]n = [Y2, Z] = 1〉,
где n > 1 — порядок элемента δ2 в группе G, и

A2 = G ∗ 〈X2Y2Z
−1X−1

2 ZY −1
2 , Z〉.

Рассмотрим

G1 =
〈
G,X1, Y1, Z | X1ZC̃1X

−1
1 D̃1Z

−1 = Y1ZŨ1Y
−1
1 Ṽ1Z

−1 = 1
〉
.

Пусть
A1 = G ∗

〈
X1β1Y1γ1X

−1
1 δ1Y

−1
1 , Z

〉

— подгруппа группы G1. Обозначим слово X1β1Y1γ1X
−1
1 δ1Y

−1
1 через W .

Покажем, что группа 〈W,Z〉 свободна в G1. Группа G1 может быть пред-
ставлена как HNN-расширение со стабильной буквой Z и базой G ∗ 〈X1, Y1〉.
Поскольку W — элемент базы, достаточно показать [13, лемма Бриттона], что
〈W 〉 пересекает соответственные подгруппы 〈X1, Y1〉 и 〈C̃1X1D̃1, Ũ1Y1Ṽ1〉 три-
виально. Так как W содержит по крайней мере один нетривиальный элемент
группы G, то 〈W 〉 ∩ 〈X1, Y1〉 = {1}. Далее, замена переменных

X̃1 = C̃1X1D̃1, Ỹ1 = Ũ1Y1Ṽ1

не изменяет числа нетривиальных элементов в H1, и W̃ = W (X̃1, Ỹ1) все равно
содержит не менее одного нетривиального элемента группы G. Ясно, что 〈W̃ 〉∩
〈X̃1, Ỹ1〉 = {1}. Значит, группа 〈W,Z〉 изоморфна свободной группе ранга 2.

Применим лемму 2, приведенную ниже, к каждой группе G2. Заметим, что
группа G̃ из леммы 2 является гомоморфным образом группы

〈X,Y, Z | [X,Z]n = [Y, Z]n = 1〉
и, следовательно, группа 〈XZ−1Y ZX−1Y −1, Z〉 тоже свободна в последней
группе.

Таким образом, A1 ∼= A2, и мы можем сформировать свободное произведе-
ние с объединенной подгруппой H = G1 ∗A1∼=A2 G2, содержащее G в качестве
подгруппы. Это завершает доказательство теоремы.
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Лемма 2. Пусть

G̃ = 〈X,Y, Z | [X,Z] = [Y, Z]n = 1〉, n > 1,

и пусть
W1 = XZ−1Y ZX−1Y −1, W2 = XY Z−1X−1ZY −1.

Тогда группа Ti = 〈Wi, Z〉, i = 1, 2, изоморфна свободной группе ранга 2.

Доказательство. Во-первых, заметим, что G̃ может быть представлена
как HNN-расширение

G̃ = 〈S,X | X−1AX = A〉,
где

S = 〈Y, Z | [Y, Z]n = 1〉, A = 〈Z〉.
Предположим, что T1 = 〈W1, Z〉 не является свободной и

R(W1, Z) = W a1
1 Zb1 . . .W ak

1 Zbk = 1

в G̃. Тогда

(XZ−1Y ZX−1Y −1)a1Zb1 . . . (XZ−1Y ZX−1Y −1)akZbk = 1.

В группе G̃ сокращения могут произойти, только если имеется подслово слова
R(W1, Z) вида W−1

1 ZbiW1, так что

W−1
1 ZbiW1 = Y XZ−1Y −1ZbiY ZX−1Y −1.

Таким образом, мы можем переписать R(W1, Z) = 1 как

g0X
ε0g1X

ε1 . . . glX
εl = 1,

где εi = ±1, gi ∈ S, но gi /∈ A для всех i = 0, . . . , l, что противоречит теореме о
нормальных формах для HNN-расширений. Значит, T1 свободна в G̃.

Для T2 = 〈W2, Z〉 рассуждения аналогичны.
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